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LIftITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS

Gilma R. de. Vill-amaiUn

El obj et ivo del presente articulo es el de
mostrar la completez de la Categorla de los
Espacios Metricos presentando la construccion
del Limite Directo de un Sistema Directo de
Espacios Metricos segun un conjunto dirigido.

Se ilustra esta situacion en el caso de
un Prehaz de espacios metricos, considerando
como conjunto dirigido al conjunto de abier-
tos de un espacio topologico T.

§1. CATEGORIA DE ESPACIOS METRICOS.

Se considerara la Categorla C de los Es-
pacios Me ricos cuya coleccion de Objetos ObC
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c ~; deL 0 d 0 S 1. 0 e spa c i0 s rnet ric 0 S X, Y. Z, ... y

do no c , para cada par de obj etas X. Y E: 06 C , los
morfismos Hom(X,Y) son las aplicaciones con-
tractivas entre los espacios metricos X,V, a
sea, l~s aplicaciones 6:X ~ V tales que

d(6(x),6(y» ~ d(x,y), para todo par de puntas
x,y E X. Par ley de composici6n de morfismos
se considera la composici6n usual de funciones:

Hom(X,Y)XHom(V,Z) ~ Hom(X,Z)
( 6. 9) ~ go 6

La aplicaci6n compuesta es contractiva pues p~
ra todo x,y E X se tiene que:

d ( ( go 6) ( X) , ( 90 6)( tj ) )

= d ( 9 ( 6 ( x ) ) • 9 ( 6 ( tj) ) ) ~ d ( 6 ( X) • 6 ( tj) ) " d ( X , tj ).

£1 morfismo identidad es 1a ap1icacion identi
ca.

§2. CONJUNTO PREORDENADO

2.1 DEFINICION. Un conjunto preordenado A. es
un conjunto en e1 cua1 se ha definido una re-
1acion binaria " reflexiva y transitiva.

Todo conjunto preordenado A, determina una
categoria I, para 1a cua1 la co1eccion de Obj~
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tos 06 1 es el conj unto A, y para c u d po r- d c

objetos u.v c: Ob 1. Hom(u,v) = {cd do n d e el

morfismo ex:u ~ Vesta determinado por la reo a

ci6n u ~ V Y Hom(u,v) = 0 si u 4 v. La compo-
u i c i o n de rnorfismos c st a d c t erm i nod : [JoY' la
t r d nsit i vi dad del a to e 1.'1 c i I) Jl Y ,,1 f11" 1 liE; f11

iJ ntidad pOI' la refl xividad.

2.2 EJEMPLO: E1 c o n j u n t o T de abiertos de un
espacio topo16gjco T es
Jo con la r e La c ion : u ~

un eonjunto ~rp0rdena-
v~"'u c:v,

u , V € T.

La eategorid I determinada por 01 conjunto
p rc o r-d e n a d o T .sta c o n s t i t u i d a P()[' 06 I =T y

para u,v €T Hom(u,v) = {a:u 4 v ) s I u y V son
abiertos de T tales que u c: v y Hom(u,v) = 0
si u Y v son abiertos de T tales que u et v

§3. PREHAZ DE ESPACIOS HETRICOS.

3.1 DEFINICION. Dado T espaeio topo16gieo, un
prehaz de espaeios metricos sobre T es un fune
tor contravuriante F entre la eategorla I de-
terminada pOI' e1 conjunto de los abiertos de
T y 1a categorla C de los espaeios metricos,
donde:
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a) la apL'icac Lo n F: Ob I -+ Ob C le hace corresp0!1
der a cada abierto U de T, un espacio metrico
F (U ) ;

b) para cada par de abiertos U y V de T tales
que V c U, se determina un morfismo de espa-
cios m et r Lc o s P~ e: Hom(F(U),F(V»; es decir, p~
es una aplicacion contract iva entre los espa-

Ucios metricos F(U) y F(V), PV:F(U) -+ F(V) lla
mada morfismo restric~ion tal que:

Ubi) para todo abierto U de T, Pu = idF(U)

b2) dados U, V y W abiertos de T, si W eVe U,
U V Uentonces Pw = PWoPV; es decir, el diagrama si-

guiente conmuta:

F(U)
UPw

-------~~ F( W)

F(V)

3.2 EJEMPLO. Dados T espacio topologico y G un
espacio metrico cualquiera, se llama Prehaz Cons

ante sabre T al prehaz F:I C donde:

a) para cada abierto U de T, F(U) = G.
b) para cada par de abiertos U, V de T tales

V c U U idGque Pv =
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3.3 EJENPLO. Sea T n espacio topologico cUul-
quiera. E1 functor contravariante F:I C defi
nido a continuaci6n es un ejemplo de l~ ~r haz
de espacios metricos sobre T,
a) Para cada abierto U de T, F(U) s el espa-

io metrico F(U) = {OUIO:T + ffi es continua y

a cot ada } con la met r Lc a d( 0U,9U) = s up i 10(.6) -

9(..6)1:..6 e:: U}.,

Notaci6n. Se nota Ou a la restriccion de la
aplicacion 0 sobre el abierto U.

b) Para cada par de abiertos U, V de T tales
Uque V c U, el morfismo restriccion PV:F(U) +

UF(V) es la f u nc i on r-est r Lc c i Sn OUrv+ PV<OU) = OV'

La funcion P~ es un morfismo de espacios
UUm et r-Lco s pues: d(PV(OU),PV(9U)) ~ d(OU,9U)'

En efec·to, para V c U, se tiene que

d(OV,9V) = sup{16(.6)-g(.6)I:.6 e:: V}

~ sup {lo(..6)-g(..6)! :.6e::U} = d(6u,9U)'

Se cumple ademas que
Ub1) para todc apierto U de T, Pu = idFCU)'

UEn efecto PU(OU) = 0U'

b2) para U, V y W abiertos de T tales que
W eVe U, el diagrama siguiente es conmuta-

U V Utivo: Pw = PWopV'
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u
PwF ( U) - ---------"''> F( W)

uPv

nv
UEn efecto, PW(6U)

§4. CONJUNTO DIRIGIDO.

4.1 DEFINICION. Un conjunto dirigido A, es un
conjunto preordenado can una relacion binaria
~, reflexiva y transitiva que satisface ademas
la siguiente propiedad: para todo a, S ~ A,
existe y e:: A tal que a ~ y y 8 ~ y.

Notacion. Se notara par Ai el conjunto
Ai = {(a,S) e:: AxA:a ~ S}.

Como en el caso de un conjunto preordenado, un
conjunt~dirigido A determina una categorla 1
donde 06 1 es el conj unto A y para cada par de
objetos u,v €: 06 1, Hom(u,v) = {a} dande el
morfismo a:u ~ Vesta determinado par la rela-
cion u ~ v y Hom(u,v) = 0, si u 4 v. La compa-
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sicio d mor£ismos errnin a po la
t ansitividad de la relacion y el morfismo
identidad pOl" la refl xividad.

4.2 EJENPLO. El conjunto T de abiertos de un
espacio topologico T es un conjunto dirigido
con la r-eLa c i c n : U" V ~ V c U, para Vj U e: T.

Ademas de tenerse las propiedades reflexiva y

transitiva, se cumple que para U y V abiertos,
U n V es un conjunto abierto contenido tanto en
U como en V.

4.3 EJEMPLO. Dado T espacio topologico y ~ ~ T

elernento fijo de T, el conjunto V(T) de las v~
cindades abiertas de ~ es un conjunto dirigido
con la misma relaci6n anterior .

.§5. SISTEMA DIRECTO DE ESPACIOS HETRICOS.

5.1 DEFINICION. Un sistema directo de espacios
metricos esta constituido pOI' una familia de
espacios metricos (X) A con subindices en una a e::
conjunto dirigido A y una familia de rnorfismos
de espacios
ra cada a ~

rrJ~t~icos (PCiS) (a,S)e: Ai' donde pa-
S p S:X ~ Xs y donde se satisfa, a a

ce ademas:

a) para todo a e:: A,
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L) ~I 1', ud , s , A con ~ s < s cumple
que Pay = PSyOPaS· Es decir, el diagrama siguie-E
t onmu a:

Un sistema directo de espacios mfitricos es un
functor covariante F entre una categoria I de-
terminada por un conjunto dirigido A y la cate
goria C de los espacios metricos.

F: Ob I ~ Ob C

a ()j 'loo xO
1 lpas
B rv ~ xs
1 lpsy
y ... .. xy

= idX
a

5.2 EJEMPLO. Dado T espacio topologico, un pr~
haz de espacios mfitricos sobre T determina el
siguiente sistema directo de espacios metricos
donde la familia de espacios metricos est& (a-
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da por (f(U»U y la familia de morfismos deET
espacios metricos por (PUV)U~V donde PUV= P~

para U,V abiertos de T con V c U.

f:Obl ..-ObC

Cu ~-,.~------)OF(UO PUU = idF(U)

1 puvl
V h ~ F(V)

1 pvwl
w "-.....~------~'> F ( W)

~.3 EJEMPLO. Dado T espacio topologico y t E T
un elemento fijo, un prehaz F de espacios me-
tricos sobre T determina el siguiente sistema
directo de espacios m et rLc o s : (F(U) )UEV'"(t)'

y (p UV ) U ~ V par aU, V e:: V(.t).

§6. CONO INDUCTIVO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS "ETRICOS.

6.1 DEFINICION. Un cono inductivo para un sis-
tema directo de espacios m et r-Lco s , (\x)a EA' v ,
(PaS)(a,B)E:A1' es un elemento de la categoria
de espacios metricos, es decir~ un espacio m!
trico Y junto con una coleccion de morfismos
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"l'" me r i,·u~; (00.: -+- E:A que s a tLs >-

facen ~d siguiente condicion de compatibilidad:
par todo SEA tal que 0. , S
d<:>cir, 1 idE, ama siguient

0. = °SOPo.S·
conmuta:

Es

X
0.

PaS------------.,.. Xs

Y

La condie ion de compatibilidad afirma que:

En un eono Y, la~ imagene~ de la~ ~e~
t~iecione~ po~ lo~ mo~6i~mo~ ~e iden~
ti6iean.

§]. LIMITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS.

7.1 DEFINICION. Un limite directo para un sis-
tema directo de espacios metricos:
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y (rr )
13 (ex,8) e::: 1

es un cono inductivo Z, ( ;X -+ Z A q u sa-
o. a o.l'!:

tisface la siguiente condici6n universal: para
todo cono inductivo Y,
te un Gnico morfismo de

(0:X Y) A exis-a a a E!!:

spacios metricos
~:Z -+ Y tal que para todo a E A, Go. = ¢OTo.

Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo.

":4>
I
I
I

t
Y

Un l~mi~e di~e~~o e~ un ~ono
indu~~J.vo "oyJ~imo".

7.2 EJEMPLO. Sea T un espacio topo16gico cual-
quiera y ~ E T un elemento fijo. Consideremos
el siguiente sistema directo de espacios metri
cos:

(F(U)U e:: V(~) y

donde:
a) para cada U vecindad abierta de t, F(U) es
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el espacio m et r Lc o FeU) = {6u I 6:T + IR es conti
nua y acoteda} con la metrica:

d(6u,gU) = sup{16(-6)-g(-6)I:-6 e: U} •

b) para cad a par de vecindades abiertas de t,
U,V e:'V'(t) tales que U ~ V, PUV:F(U) + F(V) es
el morfismo restriccion: 6u~ puv(6U) = 6v•

Para este sistema directo de espacios metri
cos, un limite directo 10 constituye el espacio
metrico IR con la metrica usual, junto con los
morfismos de espacios metricos (TU:F(U) +

definidos por: 6U"'"* TU( 6U) = 6(t).
un morfismo de espacios metricos,

:R)Ue:V(t)
Cada TU es
pues:

d<TU( 6U) ,TU(gU» = 16(t)-g(t) I
~ sup{16(-6)-g(-6)!:-6 e: U} ~ d(bU,9U).

Se m o st r ar a primero que IR, (T U) U e:V( t) es un
cono inductivo, para este sistema directo de
espacios m et r Lc o s . -Es decir, se demostrara que
se satisface la condicion de compatibilidad de
que, para toda vecindad abierta Ve:V(t) tal
que U ~ V, TU = TVOPUV' En efecto,
6u e::F(U) se cumple que

Tu(6u) = 6(t) = Tv(Puv(6u» = Tv(6v)'

dada
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Seve rae rr.; t' gu i a '1 ue JR, ( T U ) U E 'V (;t) cum -
pIe ambien 1 condicion universal, 0 sea, p~

del sistema directo d
(Ou:F(U)-+ E)Ue::V(,t)

spacios m et r-ico s , ex~
ra todo cono ind ctivo E

te un fi n i o mor isrno <P:JR -+ E d espa ios metr..:!:.
cos tal qu para toda vecindad bierta de ;t,

U e:1r(;t), 0u = <poTU' En efecto, dado Xf!!:JR,

sea 6U E F(U) tal que X = 6(;t) = TU(6U)'

(Existe al menos la f un c i on constante f, (-6) = x ,
ra todo -6 E U e;: V(;t».

Entonces se define, <p:JR -+ E de la manera
siguiente: cp(x) = <P(f,(;t» = 0Ue6U)' Con esta de
f Ln i c i ori,se tiene la conmutatividad del diagr~
rna pues <P(TU(f,U» = 0U(f,U) y de alIi la unici-
dad de la funcion <p.

Veamos que <P esta bien definida; es decir,
que dadas 9V E FeV) donde VE:·V(t) y 9:T -+ JR

otra funcion continua y aootada tal que 6(;t) =
X = 9(;t) = TV(9V)' entonces 0UC6U) = 0VC9V)'

Ahora bien, por la condicion de cornpatibilidad
para el cono inductivo E, COU:FCU)-+E)Ue::V'(t),

se tiene que para toda vecindad abierta W de ;t,

W e:: VC t) tal que W c: U y W c: V, 0u C f, u) = oW C 6 W ),

y, °v(9v) = °lJ/9w)'

Por el diagrama siguiente,
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F ( V)

Puw
F (U ---- --I----+--------~ F( W)

6u 6w,gw

Luego: d(oU(6u),ov(gV» = .d(oW(6w),oW(gW»

.( d(6w,gW) = sup{16(-6)-g(-6)I:-6E W}.

En virtud de la continuidad ~e 6 y 9 en ~&

dado E > 0, existe una vecindad abierta W dea
~ , W c: u n V tal que si -6 -= W entoncesa a

16(-6)-6(~)1 < E/2 Y Ig(-6)- g(,OI < E/2.

Luego

16(-6)-g(-6)1 ~ 16(-6)-6(~)1 +16(~)-Cl(,t)1 + Ig(~)

- 9 (-6 ) I ~ E + I 6 (~ )- 9 (~ ) I

y par 10 tanto
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on 1u cual

dCouCnu),OVC9V» = dCOwoC6wo),OWnC9W »

< dC nwo,gwo) ~ + Inct) -gct) I·

Puesto que nCt) = X = gCt), entunces
dCou(6u),ovCgv» ~ £; y como £ > 0 es arbitra-
rio, dCoUCnU),ovCgV» = 0,10 cual implica que
ouCnu) = 0VC9V) como se queria demostrar.

Se demostrara ahora que ¢:m + E es un mor-
fismo de espacios metricos, es decir, que da-
dos x,tj E: IR ales que X = nCt) = TUC nu)'
6u E: FCU) y tj = gCt) = TvCgV)' gvE: FCV), se
tiene que: dCepCnU:»,epCgCt») ~ InCt)- Ct)l.

En efecto

dC¢CnCt»,¢(gCt») = dC¢(TUCnU»,¢CTvCgV»)

= d(oUC6U),oV(9V» = dCoWCnW),oW(gW»

~ dCnW,9W)

para toda vecindad abierta W de t, tal que

Una vez mas, por 1a continuidad de 6 y g en t,
dado £ > 0, existe una vecindad abierta de t,
Wo c un v, tal que dCOwo,gw'o) ~ £+~6(t)- gCt)l,
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C</>C6<.t),<j>Cgc;t))) = dCoW Cow ),OW C9W ))o 0 0 0

~ dC6w ,gw ) :< E: +16C;t)-gc,t)l.
o 0

Siendo E: > 0 arbitrario, dC</>CoC;t)),</>Cgc;t)))
.::: 16C;t)-gC;t)I, con 10 cual queda demostrado
que JR, C TU )U e:V C ;t) esun 1 i m it'e d ire ctop ar a
el sistema directo de espacios metric os dado.

7.3 PROPOSICION. Dos limites directos
ZCT ) y Z'CT') de un sistema directo
r a EA' , , a aEA

de espacios metricos son naturalmente isomor-
fos, es decir, existe entre e Ll o s un morfismo
biyectivo de espacios metricos compatible con,
los morfismos T y Ta a

Demostracion. Por la condici6n universal pa a
el limite directo Z, y siendo Z' cono inducti-
va, existe un unico morfismo de espacios metri
c s </>:Z + Z' tal que para todo a E A,
T' = </>0T,a a

Xa

T a----------'!~~Z

T a

I
I
I
I

:</>
I
I
I
I

t
Z'
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Por la condici6n universal para el limite di-
recto Z', siendo Z cono inductivo, ex i s: e un
unico morfismo de espacios metricos ~:Z/ + Z
tal que para todo aEA,

Z I

To.
I ~

Xa

I <P

t
z'

T z: l.jJo T'a a

Z

I <p

X a

I~

•Z
De 10 ant erio r sed educeq u e T~ :;( <p °~)° T~ Y

T - (~ ¢) T Por otro lado, la condiciona - ,0 ° a
de universalidad para Z y Z' tomados en su ca
lidad de limite directo y de cono inductivo
implica que idZ:Z + Z, y, idZ' :Z' + Z' son los
unicos morfismos tales que para to do a E A,
T = idZoT , y, T I = idZ,oT' es decir, losa a a a
diagramas siguientes conmutan:
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7.4 NOTA. La anterior proposicion da una just~
fi acion para hablar del limit directo de un
sistema Jirecto d spacios me t r Lc o s : (X) A'a a E:

§8. CONSTRUCCION DEL LIMITE DIRECTO DE UN
SISTEMA DIRECTO DE ESPACIOS METRICOS.

Dado un sistema directo de espacios metri

cos (Xa)aEA' (Pas)(a,S)~Al' se puede ahora
construir un limite directo para el sistema.

8.1 DEFINICION. Sea X = ~Xa la union disyu~
ta de todos los espacios metricos Xa" Sobr X
s define la relacion ~ como sigue:
u.. ~ v si para cada E: > 0, si u.. e: X a y v

existe y £ A tal que a ~ y , S ~ y y
d(p (u..)'PQ (v ) < E:-

ay ~y

8.2 LEMA. La relacion ~ define una relacion de
equivalencia en el conjunto X = II X "~a

Demostracion. Veamos que la rel cion ~ satis-
face las propiedades:
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t dado c ...,0, d(p :::L(U) , ( u ) )act .: d c« .,il ) _ 0
< . En e eeto

ii) Simetrica: P 1'a t o do u,v

Ell fee 0, si u. "v v , e nt o uc e s j:'ilrcJ eada

€ > 0, si U E Xa y v E XS' existe YEA tal

que a ~ Y, S ~ y, y d(p (u),PS (v» =ay y
d(pS (v),p (U» < E, 10 cual ~i nificR queay
v "v U.

iii) Tran sit i va: Par a tad au, v ,W E: X, U "v v ,

V"vW=~U"vW.

En efecto, s I U "v v, y, V "v W, U E X
a
,

E XB, W EX, entonces existe 6 tal que

4 ~ 6, B ~ 0, , d(Pao(u),PSo(v» < €/2 Y

~xiste 0', tal que S ~ 0', y ~ 0', y,



e 0 ~ E, Y 0' ~ 0' e n t o n c e

a ~ ~, Y. Y ~ ~, veamos que:

r:n e fe c t c :

d(Pa~(U)'Py~(w» ~ d(Pa~(u),PB~(v»

+ d. ( o B ~ ( V ) ;P Y~ (w » .
Teniendo en cuenta que a ~ 0 , ~, y, B , a ~ ~,
y por tanto que Pa~ = Pa~oPao' y, PB~ =

P ~oP8a' se tiene

A.si mismo, puesto que: B ~ a', ~, s , y~ a'.:::~,
.,) t iene

con 10 cua1

8.3. LEHA. Sea Z = X Irv = {[Ua]: a e:: A}. La si-
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g u ie n tee 0r r- l I ' 'J n den c i c:l d e fin e una fun ion d
de lxl n lR:

d: Zxl lR

= inf [d(Pay(ua)'PSY(VS»]
a~y
S~ y

Demostracion. La correspondencia d es una fun-
cion, si se puede garantizar la unicidad de la
imagen, es decir, si d es independiente de los
representantes escogidos.

Dados u'a" V'S' ~ X tales que
V' S' ~ Vs se mostrara que:

u' a' y

inf
a'~ y
S'~ y

[d(Pa'yCU'a')'Ps,yCv'S')~

= inf[dCPayCUa)'PsyCVS»]a~y
S~y

Dado £ > 0,

tal que:
existe y ~ A, a ~ y£ £ y

< inf [d(Pay(ua)'PSy(vS»]+£
a~y
S~y

Para y, y£ ~ yse cumple que a ~ y£ ~ y y
S ~ y ~ y.c
Entonces, teniendo en cuenta que Pay =
Py yOPay , y, PSy = poPS ' se tiene£ £ y£y y£



� d(po:y (Uo.)'PSy (vS» < inf [d(po.yCu.o.)'PS/vS))] + E
E o.~y

S"y

Pur otIc.:. [ldrte, puesto que U'o., 'V Uo. y V'S,'VVS ,
para E > 0 exis en Yl e: A y Y2 E: A, con

a' ~ Y1' 0. « Y1, S' ~ Y2 , 8 ~ Y.2 tales q e:

< E.

Consid remos Yo E: A tal que Y
E

.:s Yo' y1.:s Yo'

Y2 ~ Yo' Por 10 tanto, para odo Y ~ Yo se cum

ple que

Por otra pa te, para Y ~ Y tambien se cumpleo
que

d(p, (u' ,),Pa, (v'a'» ~ d(p , (u ' ,),
0. Y 0. ~ Y ~ 0. Y 0.

p (u» + d(p (u ),PS (VS» + d(PS (V
S
),o.y 0. o.y 0. Y Y

PS'y(V'S,» < 2s + d(po.y(uo.)'PSY(VS» < 3E

+ inf [d(po.y(Uo.)'PSY(VS)]'o.~y
B<y
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Luego:

Puesto q u E: > 0 es cualquiera, e n t o nc e s :

inf [d(pex'y(U'ex,),PS'y(V'SI»J ~ in 1=

~y ex'y
S' ...y S~ y

[de pex/uex)'

PSy(Vs»]
De man ra similar se demu stra la 0 ra desi ua -

ad

d(p, co: ,),, ex y ex

POI' 0 tanto, d s a b i en d e f Ln i d a , en c on s e->

cuencia de la igualdad

8.4 LENA. Dado

funci6n d:ZxZ
Z ::: Xlrv::: {[u]: a e:: A}, laex

->- R definida pOI'

d([uaJ,[vs])::: inf [d(Pay(ua),PSy(vS»1
a~ys~y

es una metrica sobre Z.
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U e rn0 I; t: y'a c i: ( n . i f .ld ntell, II ted ( [u ] , [v s] ) ~ 0

.i I ) d([uJ,[vSl = 0 - [u]= [SJ.

J~n f.... tee to, s .i

inf
a"y
S~y

entonces dado E > 0, existe y, a ~ y y S ~ y

al que d(Pay(ua)'PSy(VS» < E, 10 cual signifi
ca que ua 'V "s : 0 sea [Ua] = [VI:)'

iii) [u ] = [V e J ~ d t. [ua], [vB]) = o.
a

En efecto, si [Ua] = [vS] entonces para G da
E > o , existe y, a ~ y y B ~ y tal que

Luego

inf [d(Pay(ua)'PSY(VS»}< £ ,
a;{,y
S;{,y

para todo £ > 0, 10 cual implica que

inf [d(Pay(ua)'PSY(VS»] = O.
a![,y
B~y

En conclusion d([ua] ,[vB]) = o.

En efecto inf
a;{,y
S~y
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=in [dCPSYCvB) ayCUa»] = dC[vS]'[ua])
CL;Sy
S~y

v) dC[ual,[wr,;J) < dC[ua],[vS])+dC[vS],[Wt;:]).

Demostr~r la anterior propiedad eS equivalente

a mostrar que:

inf [dCp (u ),Pt;: CWe»]
a~y ay a y s

t;,~y

~ inf
a~y'
s~y'

+ t~n~[dCPSy"CvS),Pt;:y"CWt;:»].
r,;~y"

Para todo x ", a ~ y' y s ~ yl Y t o d o y",

B ~ y" y t;: .:S y" e xis t eye:: A, y' ~ y y y" ~ y

tal que

y,

Entonces

~~; [dCPa/ Ua) , Pr,;y(wr,;»)] ~ d( Pa/ua) ,P E;,ywE;,»

B~y

~ d(Pay(u~),PSY(vS» + d(PSY(vS)'PE;,y(wE;,»
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y esto es c.icr-r»par-a i odo v". a ~ '(' vB:::. y ') y p~
r a ~',)Joy ", B ~ y" y E;, ~ y". L uego

inf[d(p (u ),Pe (We»]a~y ay a sy s
[,~ y

8.5. LEMA. Sea Z = X/rv =

a ~ A, la funcion T :Xa a
= [ua] es un

{[U J: a~A}.. a
-+ Z definida

Para to do
por

U ,,-r-+T(U)a a a
metricos.

morfismo de espacios

Demostracion. Se mostrara que para todo ua'
v ~ X se cumple que:a a

d(T (u ),T (v » ~ d(urv,v,.,,).a a a a u. u.

En efecto:

d(T (u ),T (v» = d([u ],[v])
a a a a a a

= in f [d( p (u) ,p (v» J ~ d (p (u) , p (v) )
a~ y ay a ay a ay a ay a

~ d(u ,v).a a



r;g

- '8.- . LEMA. £1 e s p a ci o me t r Lc o Z :: XI'" ::
{[UJ: aG:A} j

X -+ Z) is-a aEA
"em direc 0

nt c 11 1 s mor ismos ( a
e n co 0 innuctivo p s: el
de sp cios metricos:

Demostraci8n. e mostrara que Z, (T) A sa-a a ii:
tisface la condici6n de comp tiblid d: para t~
do S e: A, al que a ~ S, La:: TSoP

aS
; 0 sea,

La(Ua) :: TS(PaS(Ua» :: LS(US) para todo
U e: X Esto equivale a demostrar que para toa a
do S ~ A, a ~ S, se curnple que [ual :: [uS]

donde Us :: PaSCua)'

En efecto, dado E > 0 para y:: S se cumple que

8.? LEMA. El espacio metrico Z :: XI'" ::
{[u ] : a e: A} junto con los morfismos

a
(La: Xa-+Z)a6:A es un limite directo para el
sistema directo de espacios metricos:

(Xa)ae:A' (Pas)(a,s)e:A
1

Demo e t r ac i o n . Se mo st r ar-fi que Z, (La)a-=A sa-
tisface la condici6n universal: para todo c~
no inductivo Y, (0 :X -+ Y) A del s~stemaa a ae:



apor tee

J. i. lee t, 0 . d c" t'; pac j 0:3 IIIe t ric 0 s, e is te un ii n ic0
mo r-f I s rn :z + Y de espacios rnetricos tal que
para todo ex e:: A, a 1> 0 T •

0.

En feclo, dado u E::Z = XI"-- = qu l ex E:: A},ex
~;e a U E: X

0.
tal que

u = [u ] = T (u ).a 0. a

Se define cP:Z + Y de 1a rn nera siguiente:

con 10 cua1 se curnp1e que ¢(T (u )) = a (u )ex a a ex
y se tiene por 10 tanto 1a unicidad de 1a fun-
cion ep.

earnos que cP est§ bien definida, es decir, que
si "s E:: Xs es otro representante de 1a clase
de equiva1encia U = [vS] = TS(VS)' entonces
a ex ( uex) = 0'(3 ( v S ) .

En efecto, si [u 1ex = U = entonces
10 cua1 significa que para todo £ > 0,
Y, ex ~ Y y, B ~ Y t a1 que

d(p (u ),Pa (va» < Eoexy ex IJY IJ
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y

Teniendo en cuenta lacondicion de compatibil~
dad para el cono inductivo Y se tiene que:

= d(a (p (u »,
y ay a

para todo E > O.

Luego d(aa(Ua),0S(VS» = 0 y por 10 tanto
aa(Ua) = 0S(VS) 10 cual demuestra que ~ esta
bien definida.
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Se demostrara enseguida que ~:Z ~ Y es un mor
fismo de espacios m~tricos, 0 sea que para to-
do u , v c.Z, d(~(u),~(v» ~ d(u,v). En efec-
to:

= d(Oy(Pay(ua»'Oy(PSy(VS»)

~ d(Pay(ua)'pys(vS»'

para todo y, a ~ y, S ~ y. Luego

d(~(u),~(v» ~ inf (d(p (u) ,PS (vS) )=d(u,v).a~y ay a y
a,~y
el siguiente teorema.Se ha demostrado

8.8. TEORENA. Todo sistema directo de espacios
metricos tiene un llmite directo.

Dem08traaion. Dado un sistema directo de espa-
cios m~tricos (X ) (p) A. ' el co-a a-=A.' as ( )C, a'S 1.~no Ln du c t Lvo Z, (Ta)acA. de la c ons t r-ucc i on es

un llmite directo del sistema.

* *
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