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LINITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS

Gilma R. de V.illamarin

El objetivo del presente articulo es el de
mostrar la completez de la Categoria de los
Espacios Métricos presentando la construccidn
del Limite Directo de un Sistema Directo de

Espacios Métricos segiin un conjunto dirigido.

Se ilustra esta situacidn en el caso de
un Prehaz de espacios métricos, considerando
como conjunto dirigido al conjunto de abier-

tos de un espacio topoldgico T.

§1. CATEGORIA DE ESPACIOS METRICOS.

Se considerard la Categoria C de los Es-

pacios M&tricos cuya coleccién de Objetos 0bC



g ar oy feo

ea | le todos los espacios m@&tricos X,V, L...y
douuc, para cada par de objetos X,Y € 0b C, los
mor fismos Hom(X,Y) son las aplicaciones con-
tractivas entre los espacios métricos X,Y, o
ea, 1as aplicaciones §:X + V¥V tales que
d(g(x),§(y)) £ d(x,y), para todo par de puntos

x,y & X. Por ley de composicidén de morfismos

se considera la composicidn usual de funciones:

Hom(X,Y)xHom(Y,Z) + Hom(X,2Z)
(§,9) > gof

La aplicacidn compuesta es contractiva pues pa
ra todo x,y €« X se tiene que:
d((gog)(x),(gog)(y))
= d(g(§(x)),a(§(y))) <d(§(x),4(y)) < d(x,y)

El morfismo identidad es la aplicacidén idénti

cd.

§2. CONJUNTO PREORDENADO

2.1 DEFINICION. Un conjunto preordenado A, es
un conjunto en el cual se ha definido una re-

lacidn binaria &, reflexiva y transitiva.

Todo conjunto preordenado A, determina una

categoria I, para la cual la coleccidn de Obje
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tos 0b1 es el conjunto A, y para cada par d
objetos u,v « 0b 1, Hom(u,v) = {a} donde el
morfismo a:w * v estd determinado por la rela

g si u ¢ v. La compo-

cidn u £ v y Hom(u,v)
sicidn de morfismos estd determingd por 1la
transitividad de la relacién y el mortismo

identidad por la reflexividad.

2.2 EJEMPLO: E1 conjnunto T de abiertos de un

espacio topoldgico T es un conjunte precrdena-
do con la relacidn: u € v<<3u c v, para
vV = T,

La categoria I determinada por el cenjunto
preordenade T estd constituida por 0b I =T y
para u,v €T Hom(u,v) {a:u » v} si uy v son

¢

i

abiertos de T tales que u = v y Hom(u,v)

51 u y v son abiertos de T tales que u & v

§3. PREHAZ DE ESPACIOS METRICOS.

3.1 DEFINICION. Dado T espacio topoldgico, un
prehaz de espacios métricos sobre T es un func
tor contravariante F entre la categoria 1 de-
terminada por el conjunto de los abiertos de
T v la categoria C de los espacios métricos,

donde:
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a) la aplicacidén F:0b1 » ObC 1le hace correspon
der a cada abierto U de T, un espacioc métrico
F(uy;

b) para cada par de abiertos U y V de T tales
que V < U, se determina un morfismo de espa-
cios métricos pg e Hom(F(U),F(V)); es decir,pg
es una aplicacidn contractiva entre los espa-
cios métricos F(U) y F(V), pg:F(U) + F(V) lla

mada morfismo restriceidn tal que:

bl) para todo abierto U de T, pg — idF(U)

b2) dados U,V y W abiertos de T, si W=V < U,
u _ v u . 2 ;
entonces pw = DWOOU; es decir, el diagrama si-

guiente conmuta:

e}
F(U) 2 > F (W)
u v
Py P
F(V)

3.2 EJEMPLO. Dados T espacio topolbgico y G un

espacio métrico cualquiera, se llama Prehaz Cons

tante sobre T al prehaz F:1 + C donde:

a) para cada abierto U de T, F(U) = G.

b) para cada par de abiertos U, V de T tales

que V<= u , pg B idG .
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3.3 EJEMPLO. Se¢a T un espacio topoldgico cual-
quiera. El1 functor contravariante F:I + (C defi
nido a continuacidn es un ejemplo de »n prehasz

de espacios métricos sobre T,

a) Para cada abierto U de T, F(U) es el espa-
cio métrico F(U) = {ﬁu|6:T + IR es continua vy
acotada} con la métrica d(6U‘gU) = sup{]| §(8) -
g(s)|:8 = U}.

Notacidn. Se nota ﬁu a la restriccidn de la

aplicacidn § sobre el abierto U.

b) Para cada par de abiertos U, V de T tales
que V< U, el morfismo restriccidn pg:F(U) ¥

F(V) es 1a funcidn restriccidn 6um+ pg(éu) :6U'

La funcidn pg es un morflqmc de espacios
métricos pues: d(p (6u) pV(qU)) < d(éu,gu

En efecto, para V = U, se tiene que

d(§y>9y) = supl|§(s)-g(s)|:4 = V}
< suP {|§(s)-g(s)|:8=U} = d(f,9)

Se cumple ademéas que

b1) para todc abierto U de T, pﬂ = idF(U}'
u =

En efecto pu(ﬁu) = 6U’

b2) para U, V y W abiertos de T tales que

W=V <=lU, el diagrama siguiente es conmuta-

: L Vel
tivo: Pw = PuePy-



u
i“»
T8 (RO SN—— |
Ju JV
v W
by i By

F(V)
by

u v, U v
En n:"f!.-l'C'tl.), Qw(ﬁu) = ﬁw= pw(pv(ﬁu)) = pw(ﬁv)-

§4. CONJUNTO DIRIGIDO.

4.1 DEPINICION. Un conjunto dirigido A, es un
conjunto preordenado con una relacidn binaria
<, reflexiva y transitiva que satisface adends

la siguiente propiedad: para todo a, B = A,

existe vy = A tal que o £ Y y B < Y.

Noticién. Se notari por Al el conjunto

Al = {(a,B) = AxA:a < B}.

Como en el caso de un conjunto preordenado, un
conjunto-dirigido A determina una categoria I
donde 0b I es el conjunto A y para cada par de
objetos u,v € 0b1, Hom(u,v) = {a} donde el
morfismo a:u + v estld determinado por ia rela-

cién u £ v y Hom(u,v) = @, si u ¢ v. La compo-



icidn de morfismos estd determinada por la
transitividad de 1la relacidn y el morfismo

identidad por la reflexividad.

4.2 EJEMPLO. E1 conjunto T de abiertos de un
espacio topoldgico T es un conjunto dirigido
con la relacidn: U s V&V < U, para VLU « 1.
Ademds de tenerse las propiedades reflexiva y
transitiva, se cumple que para U y V abiertos,
UNV es un conjunto abierto contenido tanto en

U como en V.

4.3 EJEMPLO. Dado T espacio topoldgico y £ & T
elemento fijo de T, el conjunto ¥(T) de las ve
cindades abiertas de 4 es un conjunto dirigido

con la misma relacidn anterior.

§5. SISTEMA DIRECTO DE ESPACIOS METRICOS.

5.1 DEFINICION. Un sistema directo de espacios

=]

métricos esta constituido por una familia de

espacios métricos (Xa} con subindices en un

ae A
conjunto dirigido A y una familia de morfismos
de espacios métricos (paﬁ)(u,B)EZAl’ donde.pa-
ra cada o < B, puB:xa > XB y donde se satisfa

ce ademis:

a) para todo a = A, p = idy
a
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b)) para todo a,B, Y e A con a o < Y se cumple

que de = pBYODaB' Es decir, el diagrama siguiqg

te conmuta:

Un sistema directo de espacios métricos es un
functor covariante F entre una categoria I de-
terminada por un conjunto dirigido A y la cate

goria C de los espacios métricos.

F:0b1 » 0b C
(::l 2" > Xg:) paa = jdxa
|
B~ - KB DW
l lDSY
L o

6.2 EJEMPLO. Dado T espacio topoldgico, un pre
haz de espacios métricos sobre T determina el
siguiente sistema directo de espacios métricos

donde la familia de espacios métricos estd da-



aportes 41

da por (F(l.l))uﬁ:T y la familia de morfismos de

o
ugy 9omde pyy =0y
para U,V abiertos de T con V e U.

espacios métricos por {pUU)

F:0b1 > 0b C
Cu - =F(uD = S
.', Puvl
Vi = FLEY Py
| w|
W A— > F(W)

5.3 EJEMPLO. Dado T espacio topoldgico y £t e« T
un elemento fijo, un prehaz F de espacios mé-
tricos sobre T determina el siguiente sistema
directo de espacios métricos: (F(U))UE:VTt)’

y (DUV)Us y para u,v = ve).

§6. CONO INDUCTIVO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS.

6.1 DEFINICION. Un cono inductivo para un sis-
tema directo de espacios métricos, (xm)QGSA’ v,
(pﬂﬂ)(a,B)E:Al’ es un elemento de la categoria

de espacios métricos, es decir, un espacio mé&

trico ¥ junto con una coleccidn de morfismos
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né t (o X > ¥) que satis-
' s oo yeA ;
facen La siguiente condicidén de compatibilidaad:
para todo B € A tal que a < B Ty = 9g°Pug" Es
cir, el diagrama siguiente ‘conmuta:
PuB
p QR © SN [T .2 LS NS T I X
a ri
X li/l = X
o 3] Duﬂ( u)
4](1 a

v

[ ) = O
o (x (B(Lh

o o ',’(.‘( u))

£

La condicidén de compatibilidad afirma que:
¥ o =g
g o < B, a(xu} B(xB)

En un cono Y, fLas imégenes de Las nes
thicedlones porn Los mongismos se Lden-
tigican.

§7. LIMITE DIRECTO DE UN SISTEMA DIRECTO
DE ESPACIOS METRICOS.

7.1 DEFINICION. Un limite directo para un sis-

tema directo de espacios métricos:
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(x-l}OLE'A Y [-T.!F

)( 1,B) « ’kl

es un cono inductivo 7, (1 _:X =+ 7)
a  a v

tisface la siguiente condicidn universal: para

= A que Ssda-

sdo cono inductiveo V¥ g X is-
todo « 1 [ s (la a V)"IEA exXx1s

te un Unico morfismo de espacios métricos

$:2 » Y tal que para todo o & A, 0, = $oT,

Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo.

PaB

Xu > XB
\ /TB/
l
X 8
)
¥
Y

Un £imite dinecto es un cono
(nductive "optimo".

7.2 EJEMPLO. Sea T un espacio topoldgico cual-
quiera y £ € T un elemento fijo. Consideremos
el siguiente sistema directo de espacios métri

cos?

donde:

a) para cada U vecindad abierta de t, F(U) es
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el espacio métrico F(U) = {6u | §:7 + R es conti

nua y acotadal} con la métrica:
d(4y,9y) = supl|§(8)-g(8)]:4 = U} .

b) para cada par de vecindades abiertas de %,
U,V «V(t) tales que U < V, OUV:F(U) + F(V) es

el morfismo restriccidn: 6u~* puu(ﬁu) - ﬁv.

Para este sistema directo de espacios métri
cos, un limite directo lo constituye el espacio
métrico R con la métrica usual, junto con 1los
morfismos de espacios métricos (ru:F(U) -+

1 1 . e =
IR)U*EV({) definidos por: ﬁu Tu(éu) §(L£).

Cada Ty €8s un morfismo de espacios métricos,

pues:

dit,(§,).74(g,)) = | §()-g(2)|
< sup{|4(8)-g(8)|:s = U} < dC§,.9,)-

Se mostrard primero que IR, (TU)U1:VTI) es un
cono inductivo, para este sistema directo de
espacios métricos. Es decir, se demostrara que
se satisface la condicidn de compatibilidad de
que, para toda vecindad abierta V € V(t) tal
que U <V, Ty = TyePuy- En efecto, dada
ﬁj = F(U) se cumple que

Tu(ﬁu) = (L) = TU(DUU(ﬁu)J = ru(ﬁu).
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Seve rae r.;vgui a 1ue R (TU)UE'V( cum -
ple ambien 1 condicion universal, o sea, p-~
ra todo cono ind ctivo E  ouru)+ E)Ue::V(,t)
del sistema directo d spacios metr-cos, ex-—

te un finio mor 1iIsrno<JR -+ E d espa i10s metr..:!:.

cos tal qu para toda vecindad bierta de t,

U e:1r(t), Ou = <poTU En efecto, dado XfllR,

sea 6U E FU) tal que X = 6() = TU(GU)'

(Existe al menos la funcion constante f (6) = X,

ra todo § = U e V(it».

Entonces se define, <R -+ E de la manera

siguiente: cp(x) = <P(f(t» = 0Ue6U)' Con esta de
fLniciorise tiene la conmutatividad del diagr~
rna pues <P(TU(f,U» = 0U(f,V) y de alli la unici-

dad de la funcion <

Veamos que ¢ esta bien definida; es decir,

que dadas 9V e FeV) donde VE:V(t) y 9T -+ R

otra funcion continua y aootada tal que 6() =

X = 9 = TV entonces  0UC6U) = ovcovy
Ahora bien, por 1la condicion de cornpatibilidad

para el cono iInductivo E, COU:FCU)-+E)Ue::V'(1),
se tiene que para toda vecindad abierta W de ;t,

WeVCt) tal que Wec: Uy We:V, oOucfu) = oWcbWw)
0
\2 °v(9v) = |\]/9w)'

Por el diagrama siguiente,
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&)
N OIS [

Luego: d(ou(ﬁu),av(gu)) = d(Uw(ﬁwJ,UN{Qw)J
< d(ﬁw,gw) = sup{|§(s)-g(8)|:4 = W}.

En virtud de la continuidad de § y g en {,

dado € > 0, existe una vecindad abierta wo de

Lt 5 wo c UnNnv tal que si 4 E:Wo entonces
[§(8)-§(t)| < /2 y |g(s)- g(t)| < e/2.

Luego

[§(8)-g(8)] € |§8)-§(E)] +|6Ct)-act)]| + |g(t)

-9(8)| s e+ §(2)-g()}
y por lo tanto

d(ﬁwosgwo) = supl|§(8)-g(4)|:4 = mo} <
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" iéi(- r[flL

con L« cual

dfﬂufﬁu),UU(Qv)} = d(nwﬁ(ﬁwﬁ}*uw“tﬂwh))
< dlfy -9¢,) $ er|f()-g()].

Puesto que (%) = x = g(L), entunces
d(cu(ﬁu),cv(gv)) € €3 v como g > 0 es arbitra-
rio, d(ﬁu(éujsuu(gv}} = 0, lo cual implica que

ouChy) = o,(g,) como se queria demostrar.

Se demostrara ahora que ¢:I0 > E es un mor-

f

fismo de espacios métricos, es decir, que da-
dos x,y e« IR tales que x = () = Tufﬁu),
ﬁ“ < F(U) v y = gl2t) = TU(QUJ, QUE:F(U), se
tiene que: d(§(§(2£)),¢$(g(£))) < [§(t)-g(L£)].
En efecto

di¢(§(L)),p(g(t))) = d(¢(ru(ﬁuJ),¢(tU(gv)))
= d(Uu(ﬁu),cV(gv)) = d(ow(ﬁw),ow(gw))
d(6W’gW}

N

para toda vecindad abierta W de €, tal que

Weulv

Una vez mas, por la continuidad de § y g en %,

dado € > 0, existe una vecindad abierta de %,

W, = unv, tal que d(ﬁwo,gwo} < e+l §(£ > g(t)],
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i | ual

d(9(§(£),0(g(tM = d(oy_(fu ) ow (9 ))

A,

d(fw_.9y, ) < € +[§Ct)-gCO)].

Siendo € > 0 arbitrario, d(¢(£(£)),d(g(X)))
< | §(£)-a(£)]|, con 1o cual queda demostrado

que R, (TU)UGfV(t) es un limite directo para

el sistema directo de espacios métricos dado.

7.3 PROPOSICION. Dos limites directos

' ]
Z( ke ks ¥ Z‘(Ta)ae:

de espacios métricos son naturalmente isomor-

A de un sistema directo

fos, es decir, existe entre ellos un morfismo

biyectivo de espacios métricos compatible con

'
fi s »
los morfismo Ta y Ta

Demostracidn. Por la condicidn universal para
el 1limite directo Z, y siendo I' cono inducti-
vo, existe un lnico morfismo de espacios métri

cos ¢$:Z » 21' tal que para todo a = A,

=<
=
\
r~
<

H‘____.________



Por la condicidn universal para el limite di-
recto Z', siendo Z cono inductivo, existe un

anico morfismo de espacios métricos §:2' » I

tal (ue para todo oeA, T = Yot
v a
1 Z
L] 1
1
To ' Ty '
] lp 1 ¢
] 1
el o o
X > I X % P
oL ] o 1
] ]
v ¢ v W
1
T'(]'. * T

e L
\z

De lo anterior se deduce queT&=(¢o$)oTé y
T 7 (wo¢}ora . Por otro lado, la condicidn
de universalidad para Z y 1' tomados en su ca
lidad de limite directo y de cono inductivo
implica que idz:Z + 1, v, idz,:Z' + I' son los
finicos morfismos tales que para todo a = A,
LT idZDTu’ ¥s. Ty = idz,oT& es decir, los
diagramas siguientes conmutan:

~
r~

e
(=W

>~
~

>3

,_I
~
Q/
P = naae
/
Mg —————==



7.4 NOTA. La anterior proposicidn da una justi

ficacidn para hablar del limite directo de un

sistem lirecto de espacios métricos: X..') 5
' : (Xada e

LDULB'JLL,H)E' Ay v notarlo:

lin:{l,‘(a)az &,(pas){a,s)zkl} z [z’(TG)CLEA] .

§8. CONSTRUCCION DEL LIMITE DIRECTO DE UN
SISTEMA DIRECTO DE ESPACIOS METRICOS.

Dado un sistema directo de espacios métri
"0S ) ] de ¢ e
cos {Ka - (DGB}(G,B}E Ay se puede ahora
construir un limite directo para el sistema.

8.1 DEFINICION. Sea X = E;Lxxa la unidn disyun

ta de todos los espacios métricos KG. Sobre X
;e define la relacidén Vv como sigue:
vy si para cada € > 0, siuwe Ku y U & XB,

existe Y€ A tal que a £ Y , B £ vy

d w), Vi) ) iig

(O&Y( ) DSY( )
8.2 LEMA. La vrelacidén v define una relacidn de
equivalencia en el conjunto X = agpxxa.

Demostracidn. Veamos que la relacidn " satis-

face las propiedades:
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i) Reflexiva: Para todo 4 < X, u [ o | e
to, dado « 0 dl,'-_‘ (w),p.  (u)) diu_u) 0
oL N srectc
ii) Simétrica: Para todo Uu,v € X, unvuvu=svrvu.
En efecto, si U Vv V, entonces paras cada
€ > 0, 51 U = Xu y Ve XU;’ existe Y & A tal
f
que ‘d € Y, B € ¥y, ¥y d(paY(ﬂ),UBY(U)) =
iy

d(p,)__ {v),prlﬂ{(u)) < £, lo cual ignifica
By

v e u,

iii) Transitiva: Para todo u,v,w = X, u v v,

v v uw —>u v w

En efecto, si w v v, y, v vw, u Exu,

= XB, we X _, entonces existe ¢ tal que

¥
0, B < ‘51 ¥ os d(pmé(l.l)s.‘_‘ﬁa‘l’}} < 6/2

sxiste 6', tal gue B £ 6', v € &', w,
d(psﬁ.(u),oyﬁ,{w)) < €/2

y



Y < t:, vedmos que:
(I(F](\t;(ll‘)qp-‘,“;(w)) < E.
recto:

”’{F‘!I?'_(“)‘“yl",{'-“)" < cf(pllg(u} (v))

QOBE
+ d(pBF(u);pYE(wJJ.

leniendo en cuenta que aa € § < £, ¥, B € 6 € &,

y por tanto que

Pag = Pse®Pas> Y» Pgg
”EF’“ﬁé’ se tiene

d(pyg () ,pge(v)) = dlog (o, eu)),

Dsg(pﬁﬁ(ul}) &£ d(paﬁ(u),pss(u)) X 22,

Asi mismo, puesto que: B < 8's £, y, Y<6'<KE,

tiene
PBe T Psrg®PfBste Yo Pyp T PergPygsr o
con lo cual

d(oﬁg(v),pya(w)) :d(pﬁ'E(DBS'{U))‘pﬁ'E

(p (w))) < d(DBG'(U)"D (w)) < e/2.

Y§! v

Finalmente, d(pag(u],pYE(W)) $ &/2 # /2 2 B,

8.3. LEMA. Sea 7 =X/ = {[uu]:az A}, La si-



guiente cori ndencia define una funcidén d

de Zx1 en I
d: IxI —+ IR
([uu]’[”B]}”” d([uq],[vﬁ]) fqty:'[d(paY(uu),pBY(uB]}]
By
Demostracidn. La correspondencia d es una fun-

cidén, si se puede garantizar la unicidad de la
imagen, es decir, si d es independiente de los

representantes escogidos.

Dados u' ,, V e X tales que u' vy

L}
Bt ol
't WY se mostraria que:

B! 8

inf [d(pa,Y(u-al),pB,Y(u'B.)H

a's y

B's ¥
ég{[d(paY(uu),pBY(vB))].
By

Dado € > 0, existe y_<& As 1. % Ye Y B < v,

tal que:

d(pa‘fa(“‘l)’pﬁ“fe(”fi)) < ézi [d(ﬂaY(uu),pB,‘,(uB))]+e
By

Para ¥, T £ Y se cumple que o £ Ye £ Y v

B < S U

Entonces, teniendo en cuenta que pmY =

, Se tiene
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o Ui Yp. L)) d( i w ), o v, X))
‘ i o By B y ]t ] pCﬂ‘E( w0 DYE," BY, ( &)

d(pyy (1 ),0p, (V5)) < inf [d(p,(u ),0, (vy))] +€
o ryE R o oYy "o’ * By B

By

parte, puesto que U'y, Vv Uy ¥ U'HﬁbU

H -
0 existen Yi e Ay v, < A, con

1 B' < Yz £ B £ Y—2 tales que:

( 1]
d nu,{l(u a.),oqu(um}} <€, Y,

d(pB,Yz(u'B,),pBYz(uB)) £ gy

nsideremos y_ < A tal que Ve TTHLE % 300
Yo <Y, Por lo tanto, para todo ¥ 3 YO se cum

ple que

d(oa.Y(&'q.),oaY(ua)) £ B Y

d(pB,Y(U'B,),QBY(UB)) < €.

Por otra parte, para y 2> y_. tambi&n se cumple

que

d(pu,Y(u‘a,),pB,Y(u'B,J) S d(pa'y{u'a')’
paY(ua)) + d(pﬁY(ua)’pBY(UB)) + d(pBY(uB)'

DB.Y(v'B.)) < 2¢ + d(pay(“u)’psy("8>) <36

+ inf [d(p__(u_ ),pa (v ;
acy : ay” o By "B ]
BLy
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Luepo:

inf [d{nﬂwftuq, )2 (V' g, )]s 3+ inf [d(pm(uur,

lI';‘_.Y . f ' a<y
B' <y Bgy
» al ) .
uesto gue ¢ 0 « 1alqu ra., I n §
L.53 [”f{{, .rl”‘l ) [Il"f- {. ';,o ') -5 1nf I"F‘- (u )\
u‘.l':"] Ly - ¥ (a0 ag y vy [
B'<y Ry

De manera similar se demuestra la otra desigual-

dad

’ 3 = = r . "
inf [d(f (uﬂ)'OBYEUB))] £ inf Ld(nﬂ,Y{u u‘)’

asgy ' l_I' <y

ey sl RIS}

Por lo tanto, d estid bien definida, en conse-

cuencia de la igualdad

inf [d(p  (u ),p, (V,))] = inf [drp Gt Y,
acy oy o By B C¢<Y a'y o

Py B <y v
Pary(V'gr) )]

8.4 LEMA. Dado I = X/v = {[u ]: a €A}, 1s

funcidn d:IxZ -+ R definida por

d(fu,l, [UB]) = inf [d(me(uu) ’pBY(UB))]

B(Y
es una métrica sobre Z.
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emootracion, ‘1), bvidentensite d0[u ] lvg]) po
E) J([uul [U“]) ( > h{ﬁ = h.]

L L

1 [u ], v, D) = inf [d(p_ (u ),pa(V))] = 0O,

d( [u ], [v,] i [d(py (u,)5pg,(Vg))]

Bgy

entonces dado € > 0, existe Y, ¢ £ Y y B £ Y
tal que d(puY(ua)’pﬁY(UB)) < €, lo cual signifi
ca que uu \ uB, o sea [u&] = [UB].

1ii) [u, ] = [UB] = d([u] ,[UB] ¥ = 0

En efecto, si [ua] = [UB] entonces para cada

€ > 0, existe vy, a £ Yy B £ y tal que
< .
d(paY(ua),pBY(uB)) £

Luego

T [do, (uy)spg (vg)) < €
By
para todo € > 0, lo cual implica que

inf [dCo. fu, )sba l0g))] & O
oy ay o By: B

B<y
En conclusidn d([ua]’[uﬂ]) = 0.
iV) d( [ua]Q[vB]) (= d( ["’B]"[uu]}-

En efecto d([u.,],[va]) = inf [d(py (u.).0ava))] =
B$Y
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=in [dCPSYCvg) ayCU,»] = dC[vS][u,))

CL;Sy
S~y

v)  dClugl[wr,J) < dC[ua],[vS])+dC[vS],[Wt;:]).
Demostr~r la anterior propiedad es equivalente
a mostrar que:

inf  [dCp (u )Pt: CWe»] ~ inf
a~y ay a y s a~y’

t,~y s~y

~Nz
+ [dCPSy"CvS),Pt;:y"CWHt;:»].

r,~y"
Para todo X", a ~y y S~y Y todo y"
B~ y" y t:.5 y'exis teye: Ay ~y y y'~y
tal que
Y,
Entonces

~~;  [dCP4/ ug) ,Pry(Wr»)] ~ d(Paug) ,PE;YWE»

B~y

~ d(Pay(u~),PSY(vS» + d(PSY(vS)'PE;y(WE;»
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y esto es c.&r-r»para iodo v'.a ~ "("\B. v) y p~
ra ~"Jpy ", B~ y" y E - y'. Luego

inf[d(p _ (u _)Pe (Weﬂ

a~y ay = a sy
[~y
85 LEMA. Sea I = Xiv = (U aJ: a~A}. Para todo

a ~ A, la funcion Ta:xa «+ Z definida por

Ug »Tl = [u es un morfismo de espacios

a al

metricos.

Demostracion. Se mostrara que para todo ua

vy - Xa se cumple que:

d(T a(u a),T a(va» ~ d(urvhv_,.,,).u_
En efecto:

d(T a(ua),T a(v»a = d(u a],[v]) a

= infldp W .p (w J~d@E @ .p (V))
a~y ay a ay a ay a ay a

~ d(u a’\Q'
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8.6 LEMA. El espacioc métrico L = X/n

{[u]: a=A} junto con los morfismos (71

Xu » 7 )(\:&—_A es un cono inductive para el sis-
tema directo de espacios métricos:
(X ) (

..!uiB)('.l,B]'-::Ai.

" e A 1

Demostracidn. S5e mostrard que Z, (71 )
a'aeA

tisface la condicidn de compatiblidad: para to

sa-

do B = A, tal gque a € B, Ty = TgoPugs © sea,
w = u =

Ta( v, Tﬂ(paB( o)’ TB(uB) para todo

u, < Xu' Esto equivale a demostrar que para to

do B= A, o £ B, se cumple que [ua] = [uB]

donde uB = paﬂ(ua].

En efecto, dado € > 0 para Y = B se cumple que
a<y, B £ ¥s Vs d(pas(ua),pﬁﬁ(us)) = d[U.B.,U.B} =0<Eg

8.7. LEMA. E1 espacio métrico Z = X/v =

{[ua] :a = A} junto con los morfismos

(z.: X_=+T)
o a a<A
sistema directo de espacios métricos:

es un limite directo para el

(xcx)as:A’ (paB)(u,B)c Al

Demostracibn. Se mostrarl que Z, (Ta) sa-

aeA
tisface la condicidn universal: para todo co

no inductivo Y, (Uu:xa + V)as:A del sistema
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11vect lee e spaclios "1@‘.‘1-1:-."-", existe un Unico

morfismo ¢:2Z +» ¥V de espacios métricos tal que

par odo o= A ¥ e dioT .
para todo o r Yy ¢ l(l
LI Ie Lo, ladoe w = :li, = -K./”\-’ = {[I‘ia]‘-ﬂ CA},
1 U = X tal gque
o o
u = |u = 1 (u ).
[ug] = 740uy
e detine ¢:Z + ¥ de la manera siguiente:

o(u) = ¢([u 1) = o (u)),

con lo ¢ 1 se cumple 1e Tt =g (u
1 lo cua r que’ ¢( a( u)) a( a)
se tiene por lo tanto la unicidad de la fun-

Y

cidn ¢-

Veamos que ¢ estd bien definida, es decir, que

si v, X, es otro representante de la clase

B B

de equivalencia u = [UB] = TB(UB), entonces
o, (u ) = GB(UB).
gn efecto, si [uu] = u = [UB] entonces Uy v UB

lo cual significa que para todo € > 0, existe

Y, a<£Y y, B<E Yy tal que

d(paY(ua)’pBY(VB)) S E
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Teniendo en cuenta la condicidén de compatibili

dad para el cono inductivo Y se tiene que:

d(o (u ) ,0 (UB)) = d(UY(paY(uu)),

B
GY(OBY{VB)){ < d(paY{ua),pBY(ug) < €;
para todo € > 0.

Luego d(cu(uu),as(uﬂ}) = 0 y por lo tanto
Ga(ua) = UB(UB) 10 cual demuestra que ¢ estd

bien definida.
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Se demostrarad enseguida que ¢:Z + Y es un mor
fismo de espacios métricos, o sea que para to-
do u, veZ, d(¢(u),¢(v)) <« d(u,v). En efec-
to:

d(¢p(u),(v)) = d(¢[uu],¢[v3])= d(o (u),0g(vp))

= d‘“y(paycuu))’°y(°87(”8)))

< d(puy(“a)’pvs(us))'

para todo vy, & < Yy, B £ Y . Luego

d(¢(u),p(v)) < 52$ (d(paT(ua),OBY(UB))=d(u,VL
By
Se ha demostrado el siguiente teorema.

8.8. TEOREMA. Todo sistema directo de espacios

métricos tiene un limite directo.

Demostracion. Dado un sistema directo de espa-
cios métricos (X ) o 4, (D“B)(Q=B)‘:A1' el co-
no inductivo Z, (Ta)uﬁ:A de la construccidn es

un limite directo del sistema.
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