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§1. INTRODUCCION.

sea T* un ultrafiltro regular en Ili; en

~ se establece una relacion de equivalencia
\, asi:

a \, (b v e:INa = b } e p~-

@y g™ Oy st @ Py EP

- . 1

E1 con juntoe ociente IR~ = JR|N/ \, es el cue rpo de
nGmeros no-estgndar y sus elementos, las cla-
ses dee, Juivailpnciy -nr: lo:; nGmeros no -e';t—n
dar. Denotemos por [(a) ] el nilrmero no-est an

vtoout
dar rep resen tdli(, p,,r 11 ;ucesi6bn (a VI)VI- Siabp -

mos muy bien queffi  esun sueir.Pc ,,rd nado yue
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contiene a ffi como un subcuerpo propio, donde
un nume~0 ~eal a se identifica con la clase re
presentada por la ~uQe~~6n QOn~tante (a,a, .--,
a, ... ), ademas IR~.: contiene nfrmeros infinitesi-

males e iInfinitos.

Los conceptos utilizados en IR tales como
funciones, relaciones, intervalos, cotas, etc.
son extendidos en forma natural al cuerpo -
asl por ejemplo, si 0.~ + - es una 6unQ~6n
Iteal entonc es se obtiene la funcLon {": M" +——.:
Ilanada la exten~~6n elemental (0 extension na

tural) de 6 como sigue:

Si 6(x) = aox+h, (a,bx e:~), entonces su ex-
tension natural 6* es tambi~n una funci~n de

primer grado, en efecto:

T ~ 6"(T) = aoT + b

Es evidente que no todas las funciones de IR*
en J\ son obtenidas por extension natural de
funciones reales, mas bien muy pocas funciones

no. estandar son de esta forma. Por ejemplo, si
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1+ 9 (r) = ex"[+ B con exB ¢ IR

- ~\
entonces 9 es de primer grado en IR , pero noO
e~ la extension natural de una funcion real,

pues g'R no es una funclLcn de valor real.

Nuestro propos ito es el de estudiar el
comportamiento de una amplia gama de funcio-
nes no-estandar de IR* en JR"SZ' sin embargo, en
vista de que el cuerpo IR_t no es completo ni
separable las funciones (generales de IR i en JR:':‘
a veces se comportan en forma extrana Y son
dificiles de tratar. Por esta razon, nos [limi
tamos a estudiar solamente una cierta clase
de Tfunciones no-estandar Ilamada la clase G,
que nos permite un mecanismo accesible para
trabajar con ellas, siguiendo can la misma me~
talidad del anal isis real donde se estudian

solamente "funciones medibles".

Dada una sucesion de Tfunciones <On)n  defi.
nida en T\ el p7.odueto d;Aeeto (@ producto c~
nonico) d,:estas Tfunciones, nOn es una fun-
cion de IJIl en -~ dada par:

o

n
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Considerando el cociente de Hﬁn por la rela-

cidn de equivalencia Vv introducida por el ul-
® e

trafiltro F , se obtiene una funcidn § de R’

%
en R como sigue:

% %
§' = g, /IR - R

= [(x ), ] = gty = [(6,(x,0),],

esta funcidn § se llama "La funcidn generada
por (ﬁn)", y se denota por § = gen (6n)(#),
también decimos que las 6n’ n=032;2:85:..:800n0
las funciones generadoras de la funcidn no-es
tandar f§. La coleccidn de todas las funciones
generadas se denota por G. Evidentemente, la
extensidn natural ﬁ*(T) de una funcidn real

§(£) pertenece a la clase G ya que 6“ = gen

CAsbassn atanids

Dada § = gen (6n)’ por medio de las fun-
ciones generadoras podemos definir la integral

de 4(T) en un intervalo no-esté@ndar [a,B] como

sigue:

by

TR g §,()dt) 7.

@
n

Por ejemplo, sea

(#) Usando la terminologia 1légica, f§ es el uwltrapro-
ducto de las funciones §.
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5
c en (0,€)
8(t) =
0 en otra parte
1 e . by
donde € = [(ﬁ)n] es un infinitesimal positivo,

entonces 0 & G, En efecto, tenemos:

iy

n en (0, =

6 = gen (§, ) con Gﬂ(IJ =
0 en otra papte.

1
Como ] Gn(t)dt = 1 para todo n =« N, entonces:
-1
1
[ &(oydy = [(1)] = 1.
-1

hseprvando 14 2fica de 13 funcidn 8(71) se ve
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inmediatamente que el drea bajo la curva 6(T1)
es igual a 1 (el drea del rectingulo de base €
y de altura %); este valor coincide con la in-
tegral de la funcidn 6(T) definida por medio
de funciones generadoras. En el presente articu
lo se propone una definicidn de la integral de
una funcidén § de la clase G sin recurrir al uso
de funciones generadoras, la cual nos permite
dar una interpretacidn intuitiva de la inte-
gral como el &rea bajo la curva $§(t). E1 méto-
do a seguir es similar al usado para definir
la integral de Riemann de una funcidn real en
un intervalo real: inicialmente se estudian
condiciones sobre algunos conjuntos de nlmercs
no-estiandar relacionados con funciones de la
clase G, que garantizan la existencia del ex-
tremo superior e inferior para tales conjuntos.
Algunos de los resultados aqui obtenidos son
bastante curiosos e inesperados, pero tienen
gran importancia en el estudio posterior, pues
permiten hacer un desarrollo similar al de la
teoria de integracidén de Riemann para funcio-

nes reales, cuya base principal es el concepto

de Sup e Int.
Una vez solucion.:in en parte el problema
de la no completez de m", se procede a cumplir

con el objetivo del articulo, cual es el de
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~xtender el conciepto de la integral de Riemann
para Qlas funciones no-estandar de la clase G.
En un principio se da la version no-estandar
de la condicion de Riemann y se define |la
aproximacion no-estandar de la integral de Rie
mann de una funcion de la clase G en un inter
valor no-estandar. Despues se estudian algunas
propiedades de esta aproximacion y se demues-
tra que si 6 es una Funcion integrable (por
medio de funciones (generadoras) y satisface Ila
condic~-6n de Riemann para funciones no-estan-
dar, entonces la aproximaci6bn no-estandar de
la integral eoineid~ eon fa ~n~~g~af definida
por medio de funciones ¢eneradoras, aunque las
dos condiciones de integrabilidad no son equ-~
valentes, ni una implica la otra, como se ve-

ra mediante algunos ejemplos.

Finalmente, es estudian algunos ejemplos
para analizar 1la integrabilidad segun Riemann

de funciones no-estandar que no pertenecen a

la clLase G.

§2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS  FUNCIONES DE
LA CLASE G.

DEFINICION 1. lisda una runcion de
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cimos que § es "fginditamente acotada" en S
% . ) e
(cIR") si existe una cota de valor {indifo para

la funcidn § en S.

Ejemplo 1. Sea

Al
[7)
e
—
®
o

h(t) =

entonces h(T) es acotada en R¥, yva que cualquier
nfimero infinito positivo es una cota de h(T).
Pero ccmo ningin nimero finito es cota de la
funcidn h(t), entonces h(t) no es finitamente

acotada en:R*.
Sea
g(t) =

DL 89 aT2500y

ate
Evidentemente g(T) no es acotada en R (ni si

quiera existe una cota de valor infinito de

la funcidn g(T1)).

TEOREMA 1. Sea 4 € G una funcidn de valon g4-
nito en R, entonces (1) es ginitamente aco-

tada en R™.

%" % . PO
(#) Dados a,BE R, v ‘ice jue a estd infinitamente
proximo a4 B si a-B es un in!initesimal; esta relacidn

se nota a = B.
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Demostracidnm. Supongamos que § = gen (§,)-

Consideremos el siguiente conjunto:
A = {n s::m/ign es acotada en R} ;
vamos a demostrar, por reduccidn al absurdo,
£
que A e F .
*
Supongamos que A € F |, entonces:

N-A = {n E]N/ﬁn no es acotada en IR} cE",

Para cada n € N-A existe x, tal que |6n(xn)[
> n; se define: $o0 T 0 si nhe A, Sea

a = [(X")n], entonces tenemos:

l§a)| = [Cl6,(x D] > [(m),],

o sea que f§(a) es de valor Lnfinito puesto que
[(")n] es un n@mero infinito, esto contradice
la hipdtesis (absurdo!). Por lo tanto, se tie

*
ne que A <€ F .

Sea
Sup ||§n(x)| sineA
M IR
-
1 si n ¢ A,
Evidentemente, el nfimero M = [{Mn)n] es una

cota de la funcidn (1) en R . Por la defini-

cidn del extremo superior, existe X tal que
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|6n(in)| > Mn -1 (para todo n e IN).

si B = [(in)ﬂ] a:IR*, entonces:
168 = [g(x012,] > [H,] - 1 = K-,

por lo tanto M es un nlmero fLnifo puesto gque
§(B) es de valor ginito. Esto es, 4(T) es find

tamenite acotada en R .

COROLARIO. Sea § « G; si {(1) es de valor fini
to en el intervalo no-esténdar (a,B) (&, [a,8])
entonces §(T) es finitamente acotada en (a,B)

k65 [a,B] respectivamente).

Demostracidn. Considérese la funcidn g(t) defi
nida por:
§(t) si T e (a,B)
g(t) =
0 en otra parte.

Como g(t) es el producto de f(t) y la funcidn
caracteristica del intervalo (a,B), entonces

g(t) € G y basta aplicar el Teorema 1.

Ejemplo 2. Sea h(t) la funcidn no-estandar da-

da en el BEjemplo 1. Evidentemente, h(t1) es de
%

valor finito para todo T< R ; como hA(T) no es

finitamente acotada en R , entonces se tiene

que h(t) no es una funcidn de la clase G.
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Como R* no es completo, un conjunto en R*
rara vez posee extremo superior (la minima co-
ta superior), 6 extremo inferior (la maxima co
ta inferior). Por ejemplo, un conjunto conta-
blemente infinito en R tiene extremo superior
(o inferior) sélo en el caso en que tenga méxi
mo (o minimo). Sorprendentemente tenemos el si-
guiente teorema que garantiza la existencia del
extremo superior y del extremo inferior de con

juntos relacionados con funciones de la clase

G.

TEOREMA 2. Sea f € G una funcidn acotada (con
cota gindita & Ainfinita) en el intervalc no-es-
tandar [G,B], entonces la imagen directa de
[@,B] por §, ﬂ([a,ﬁ]), tiene extremo superior

y extremo inferior.

Demostracidn. Sea A = [(Mn)ﬂ] una cota superior
(finita & infinita) de la funcidn (1) en [a.B]
donde a = [(an)n], B = [(bn)n], entonces:

A=1{nenN/f (x) s M para a sxsb} =F"

Sea
Sup 6n X si n <A

xg[an,bﬁ]

" 1 si n &A,
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entonces, evidentemente el nfimero no-esténdar
o & [ta )n] es una cota superior de la funcidn

§(t) en el intervalo no-estédndar [a,B].

¢ & .
Si u = [(Nﬂ)n]EZBQ es una cota superior

de la funcidn §(t) en [a,B], entonces
_ &
B={neN/§,(x) ¢ N, para ansxs_bn}c?‘,

luego

{n EIW/AH g N”} (2 ANB) pertenece a £,

Esto es,
o< Hu 4
o sea que 0 es la mindima cota superdior de la

funcidn (1) en [a,B].

De la misma forma, §([a,B]) tiene extre-

mo inferior.

De la demostracidn del Teorema 2, se ob

tiene inmediatamente el siguiente corolario:

COROLARIO. Sea f: R+~ R, acotada en el inter-
valo [a,b], si § (1) es la extens«én natural

de la funcidn real §(#), entonces:

& w'a frE S ) St ey S ek e
tela, b] tela, b] 1€l a, b] tefa, b)
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Ejemplo 3. Sea fe=Guna funcidn no-estéandar de
valon infinstesimal en el intervalo no-estan-

dar [a,B], entonces:

S up g(t) = 0, I nf g(t) =~ 0. (2)
tefa, 8] t€fa, B]

En efecto: Dado ¢ > 0 real cualquiera, tene-
mos:
-¢ < g(1) < ¢ para todo te[a,B]

luego:

-¢ £ Inf{(1) Sup (1) € ¢ ,
[@,8] [@,8]

N

por lo tanto se obtiene (2).

- £ 3
Ejemplo 4. Sea $: R + IR dada por:

ﬁ(%) % si kReN,

(1) =1 si t¢ {f/ ke N},

Tenemos que ﬁ([O,l]) = {%Jk € N}; este conjun-
to no posee extremo inferior, por lo tanto la

funcidn §(T) no pertenece a la clase G.
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§3. APROXIMACION NO-ESTANDAR DE LA INTEGRAL DE
RIEMANN.

Sea [G,B] un intervalo no-esté&ndar; una
particidén P de [a,B] es una subdivisidn del in
tervalo en un nlmero f4inito de subintervalos;
asi, la particidn P estd determinada por sus
puntos de subdivisidn. Por esta razdn, se acos
tumbra a denotar por ® a estos puntos, ordmﬁg
dolos en forma ascendente y agregéndoles a y B

como puntos inicial y final:

'P = {El = T(O) T(i) (f?.) (’f-—l.)’ (’L) = B} (3)

. T, Caa i e X T

_ (0) _ W ¢ (e chy _ (k)
v = [(a,], 8=1" =[], = [(x )]

=
[}

(B = 0.1,.:0.%0,

(R) < L(k+1)

como T para todo k, entonces se tie
ne:
{u*=:mfx;k) < xﬁk+1} para dads k} =
-1
n {n Em/xflk) < x:ilk‘i-i)} - F*.
k=0

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos supo-

ner que
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(k (R+1
xn ) < kn ) para todo n eI,
y para todo kR = 0,1,...,2-1,

Para cada n =N,

(1) (k) (n-1) _(n) _
peeeaXaee ey X T S bn}

(4)

_ _(0)
Pu N {an =iy ek,

es una particdbn del £ntervalo neal [a ,b | en
# subintervalos; entonces podemos decir que la
particidn ® estd generada por (Pﬂ). En este

caso escribiremos:
P = (P.). . (5)

Reciprocamente, si P, es una particidn del in-
tervalo real [an’bn] en & subintervalos (4 4n-
dependiente de n), entonces (Pn)n genera una

particidn del intervalo no-estdndar [a,B].

Si ® es una particidén del intervalo [u.,B]
con mas puntos de subdivisidén que la particidn
@, entonces decimos que @ es "mds fina que" ®

y se denota por:

Poe@.

Dadas dos particiones 01,02 del interva-
lo [a,B], P, U®P, es la particién obtenida
por La neunién de todos Los puntos de subdivi

sidn de 01 y de ®,; evidentemente fl’l U ?2 es
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mas fina que 0'1, y mas fina que 0’2.

Sean § = gen ({§,) una funcidn no-estdndar
acotada (con cota finita & infinita) en [a,B],
® una particidn de [G,B] como en (3), entonces
podemos definir la suma superior U(®,§) y 1la
suma inferior L(®,f) como sigue:

n
u@,4) - Ek Mk(é)'('[(h) ~ T(k—i))’
=1

n
L@, ) =] mfr-xB) o Ry,
k=1
donde
= Sup (1), (¢ = Inf (
s ARt LN ROETROLA

Teniendo en cuenta que

M, (§) = e p £ (1)
k8 [ [x;h_l)r",ih)] n )n]
m () = [( L5,° §,(0)),]

-1
[x(ED), x(B))

(k) _ o (R-1) [(X;k) - xflk’“)n] (k=1,2,.. )

para @ = (Pn), § = gen (5n) se obtiene:



apol'tes 89

L <, 6)

[( L(Puw 611))11]

(6)

donde U(P_ 6 )y UP, 6 ) son la suma superior
1" u nou

1
Y la suma inferior de Riemann de la Tfuncion
real 611(t) correspondientes a la particion Pll
del intervalo real [a ll,b 11‘] respectivamente.

Tenemos inmediatamente las siguientes pr~
piedades acerca de U(4,6) y L((P,6), similares
al caso de las sumas superior e inferior de una

funcion real.

Gy U, 6 ~ uQ,b).

Gi) si <P ~ ¢p entonces:
UUP,6) ~ U«P,6),

(i) U(«I'Le) ~ L((P2"O para <,<J2 particiones
cualesquiera.

TEORE~ 3. Sea 0 = gen (611) acotada en el inter

valor no-estandar [a,S], can a = [(gar
@ = [(bu)rrJ’ entonces tenemos:

L(<P, 6) ~ (0~ p~ U<I6e) para toda par-tcion (', ™)
donde

Gll(t)dt) 11|' p = 611“)0';0 12 (R)
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Demosgtracidn. Si ® = (pﬂlns se obtiene:
bn bl‘l
L(P,.§,) € £ §,(t)dt < c{ f,(D)dt € UCP,,§ )

para todo n eN. De (6) y (8):

L@,§) s ¢ < p < U@,4).

COROLARIO 1. Sea ff € G acotada en el intervalo
no-estandar [a,B], entonces existe v e R* tal

que
L@,§) < v £ U®P,4) para toda particidn ®. (9)

Demostracidén. Basta escoger V [q,p].

COROLARIO 2. Sea §{ = G acotada en [a,B]; s upon
gamos que §(1) es {ntegrable, o sea:

%
{n N/§,(2) es integrable segln Riemann} = F ,

entonces:

B
L@,4) -$f §(1)dt < U@, 4) para toda particién ®@. (10)
a

DEFINICION 2. Sea § € G acotada en el interva-
lo no-estidndar [u,B]; decimos que §(T1) es inte
grable segln Riemann (abreviadamente inteyra-

ble-R) si dado ¢ > 0 neaf existe una particidn
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P de [a,S] tal que

(11)

TEOREMA 4. [l e: G es integrable-R en [a,S] si
y solo si el numero V e: lli* en el Corolario 1
del Teorema 3 es unieo salvo terminos infinite

simales adieionales.

Demostracion. Supongamos que 6 es integrable-R.
Si V,V ~ lli*x satisfaeen la desigualdad (9, en-

tonces se tiene:
V-V~ ue, 6) - Ltr, 6) para toda par-fcion €.
POI" 10 tanto, de (11) tenemos que:

V-Vl < e para evalquier e > 0 ~eal,

a Ssea

Reclprocamente, supongamos que I no es In
tegrable-R, entonces existe e0 > 0 real tal

que
U(fP,n) - L(IPE > c, para toda par-tciSn fP. (12)

Sea V ~~* un numero que satisface la desigua~
dad (9), entonees vamos a demostrar, pOl" reduf
cion al absurdo, que v + eo_{)Z d Vv - e /2 sa-

tisface tambien la desigualdad (9). Supongamos
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gque ni v + CO/Q ni v - 60/2 satisfacen la desi-
gualdad (9), entonces existen particiones @1,

?2 tales gque

u(?i,ﬁ) <V +e/2

Si@® = @1 u @2 entonces se obtiene la siguien-

te desigualdad:
Co Co
Vo= R LGP2,5) $ L@,4) < U@,{) < U@ ,§) <V + &

o sea:
Co

U@, §) - L@,§) < (vi=2) - (v-=2) = ¢,

esto contradice a (12) (absurdo!). Por lo tanto,

B v + 00/2 5 v - c0/2 satisface la desigualdad
(9), ademéas:
s OB co
\)?‘\)‘l‘—é—, V#’-V‘—-é—.
Esto contradice la unicidad (salvo infinitesima

les adicionales) de v.

Si §(t) es integrable-R en [a,B], el Gni-
co (salvo términos infinitesimales adicionales)
v GER* que satisface la desigualdad (9) en el
Corolario 1 del Teorema 3 se llama "una aprox£
macibn no-estdndan de la integral-R de la fun-

cidn §(1) en [m,S]", y se denota por:
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B8
v = aprox [ §(1)dr.
a
Ejemplo 5, Sea
— en (0,e)

(1) =

0 en otra parte. (€ = un infinite-
simal positivo) ,

consideremos la siguiente particidn ® del in-

tervalo no-estandar {~1,1]:
@P=1-1, 0, T, E~Ns 6y 1}

donde n es un infinitesimal positivo menor que

E/2, entonces:

1 1 1 1
UPg)=n = * (e-2n) 5 + (=) = =
2 - 2 c
i 1 2N
L@®P,4) = (e-2n) —5 = = - = .
82 £ E2

i escogemos n tal que n/Eg = 0, entonces:

u@,§) - L@, § = 2o

m

por lo tanto f§ es integrable-R en [—1, 1], Y

ademés |
l = dprox f 6(I)dT-
-1

Ndtese que extsien
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I - - 3
. S
: g g
: e %
A
-y
. o ¥
: o 3
- .

J._ - - EJ ¢
-1 0n e-ne i
Figura 2
Inf UW@,4), Sup L(®,4§)

® @

- 1 - - -
y son iguales a =, o sea que la aproximacidn
no-estdndar de la integral-R es (inica en el

sentido estricto.

Ejemplo 6. Sea § = G de valor Anfinitesimal
en un intervalo finito [G,B], entonces §(T)

es integrable-R, ¥y
B
aprox [ §(t)dt = O.
a
Demostraciébn. Por el [ jemjlo 3 tenemos:
Uu@,4) = o, L@,{) =~ 0

para toda particién @ de [a,B], luego



aportes 35

u®,4) - L@P,4) = 0.
De esto se deduce lo enunciado.

Ejemplo 7. Sea § € G de valor finito en un in-
tervalo de Longitud infinitesimal [a B]; enton
ces (1) es integrable-R en [u,B], y

B
aprox [ §(t)dt = 0.

o
Demostracidn. Como (1) es finitamente acotada
en [a,B] (ver el Teorema 1), entonces

Sup §(t) e Inf §(1) son de valor finito, lue
[CE;B [U-QB
go:

UP,§) ~ 0, L@, §) » 0

para toda particidn ® de [a,BJ, puesto que

B-o ~ 0. De esto sigue lo enunciado.

-

Sea § € G acotada en [a,B], supongamos
que U(@o,ﬁ) - L(®_,§) es de vakor finito para
alguna particidn @D del intervalo [G,B]; si
A © R* estd entre L(?O,ﬁ) y U(@O,ﬂ) entonces

se tiene Jue
U@,4) - » , L@,4) - A

son de valor ginito para toda particidn ® ma.

fina que ®@_. Com:
LS
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UP,§) - LWP,§) = (U@, §)-2) - (L@,§)-2),

se obtiene el siguiente teorema:

finito
7T N i
L@ ) L@f A u®,6) u@_,4)
Figura 3

TEOREMA 5. § = G es integrable-R si y sdlo si

Inf{Est (U@, §)-M)} = sup{Est(L@, -0} 13)
® @®
Ademas:
B
aprox [ f(t)dt = X + Inf{Est (L(P,$)-N)}. (14)
a ®

§4. PROPIEDADES DE LA INTEGRABILIDAD SEGUN
RIEMANN.

Como se ha introducido el concepto de 11
integrabilidad-R en forma similar al caso d¢
funciones reales, entonces tenemos las mism

propiedades ampliamente conocidas en el calcul

(#) Si Te R es finito, el (nico nlmero neal x tal
T X se llama "la parte e:.tdindar de 1", v se len
X Est 1.

il
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de integracibn, entre ellas, por ejemplo:

(i) si 4(1), g(1) son integrables-R en [u,BJ
entonces 4(T) + g(t) también es integrable-R

en [a,B], v

B B B
aprox [ §(t)dt + aprox [ g(t)dt = aprox [ (§(t)+g(T))dT.
a a o

(ii) si §(t) es integrable-R en [a,B], y si
=
A= R es finito, entonces A*§(1) también es
integrable-R y
B 8
aprox [ M (t)dT = Aaprox [ f(t)dT.

o o
(iii) Si (1) es integrable-R en [a,B] y si
[A,u] = [a,B] entonces §(T) es integrable-R

en [A,p]. Ademas se tiene:

A B B
aprox [ f§(t)dT + aprox [ §(t)dt = aprox [ §(t)dr.
o A o

Reciprocamente, si (1) es integrable-R en

[u,l], y en [X,B] entonces {(T) es integrable-R
en [a,B].

(iv) Si §(1) es de valon fenifo e interrable-R

en [G,B] entonces 62 es integrable-R «n[g,ﬂ.

Ejemplo 8. Sean f,9 = G. i f e  iu
en un intervalo finito [a.B), v (1) = 4(1)
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para todo T & [G,B] entonces g es integrable-R

en [G,B] y ademéas:
B B
aprox [ f(t)dt z aprox [ g(1)dT.
o a

Demostracidén. g(t) = (1) + (g(t) - f(1)).

Como g(1) - §(1) = 0 para todo T « [a,B], en-
tonces ¢g(1) - (1) es integrable-R en [a,B].
(Ejemplo 6). Por la propiedad (i) se tiene que

g es integrable-R en [a,B].

TEOREMA 6. Sea § = G una funcidn integrable
(por medio de generadoras). Si f§ es integra-
ble-R entonces tenemos:

B B
I §(t)dt = aprox f g§(t)dr.
o o

Demostraeidn. Del (Corolario 2 del Teorema 3:

B
L@,6) < [ g(rrdt < WP, §)
o
para toda particidén @ de [a,B]. FPor el Teorema

4 se obtiene lo enunciado.

La integrabilidai-K de una funcidn no-es-
tadndar § € G no implica que § sea integrable
(por medio de generadoras), veamos el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 9. Sea

1 si 4 es irracional

qg(t)

0 si £ es raciomal,

]

definimos gen (6n) por:

_ 1,
ﬁn{tj = ;I- g(t).

Tenemos:

%
§(t) =~ 0 para todo T€ R ,

por lo tanto §(T) es integrable-R en cualquier
intervalo finito [G,B] (Ejemplo 6). Sin embar-
go, § no es integrable por medio de generado-

ras, puesto que
{ne m/ﬁn no es integrable segin Riemann} = N&F"

La integrabilidad (por medio de funciones
generadoras) de una funcidn no-estdndar § < G
no implica que f sea integrable-R, como 1o

muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10. Sea (1) = sen AT,

donde A = [(n)n]. Como § = gen (sen nt) , en-
tonces f es integrable (por medio de funciones
generddor.a.s ).

Sea hl,ﬁ] un inter cal s Je €engatud no (n-
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ginitesimal y consideremos una particidn:

(0) _(1) ) T{k).-

®={a=1"",1"",.. (A1) (1) . gy

1]

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
T(k)—r(k_l) # 0 puesto que, al ser {§(t) una fun
cidn finitamente acotada, los subintervalos de
longitud infinitesimal no afectan la integrabi
lidad-R de §. Entonces existe un intervalo

real (c-h, c+h) = [r(k_l),T(k)].

ﬂ - -
Sea € = [(iﬁhJ,entonces € ® 0, luego:

[T(k—i)’ T(k)]

¢, C+e, C+2e, C-£ =

Tenemos:

§(c) = sen Ac,
g§(c+e) = cos Ac,
§(c-g) = -cos Ac,
§(c+2e) = -sen Ac.
Como (sen }\c)2 + (cos Ac)2 = 1, entonces:

|sen Ae|+|cos Ae| » 1. Tenemos que f(c) > 0,

8, f§(c+2€) » 0. Para mayor sencillez suponga-

e

mos que f§(c) = sen Ac > 0; (i) si cos Aec > O
entonces

f(e)-§(c-e) = sen Ae + cos Ae 2 1,

(ii) Si cos Ac < 0 entonces:
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f(c)-§(c+e) = sen Ac + |cos Ac| = 1.

Por lo tanto:

S up (1) -~ I n f
[Tﬂz-l)’.[(k)] 6 [T(k—l).t(k)]é“) > 1

esto implica que
u®,§) - L(@®P,4) > (B-a) para toda particién @,

o sea que 4(T) no es integrable-R en [a,B].

TEOREMA 7. Sea 4: R > R una funcidn s1eaf inte-
grable segiin Riemann en el {nfeavafo real
[a,b]; entonces la extensidn natural de §, 6*,
es integrable-R en el {ntervalo no-estdndaxn
[a,b],y f §(2)dt es una aproximacidn no-estan-
dar de a4 la integral-R de la funcidn no-estan

dar 6*(T}.

Demostracidn. Como (1) es integrable segin
Riemann en el intervalo real [a,b], dadoe >0

neal existe una particidén P del intervalo real

[a,b] tal yue U(P,§) - L(P,§) < ¢. Considere-

mos la particién ® = (P,Py...,P,...) del inter
valor no-estandar [a.b], entonces:

U@, 45 = WP gy, L@.5 ) LIPA)
puesto gue ﬁ“ e T {ﬁ..ﬁ......‘ﬁ..'.\. I l

tanto:
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o sea que 6* es integrable-R en el intervalo
ng-estandar [g,bJ Del teorema 6 se tiene que
f 6(~)d~ f6*(T)dT es una aproximacién no-es
%andar de Ig integral-R de la Tfuncion 6H(T) en

el intervalo nc est.andr [abJ.

TEOREMA 8. Sea 0 = G ~on~inua(#) y de valor Ti
nito en ~*, entonces 6(T) es integrable-R en

cualquier intervalo finito [a,S]. Sea 6 la fun
cion real definida por 6(~) = Est 6(~), enton-

ces:

b S
f 6()d~ = aprox ] 6(T)dT (15)
a.

a

donde a = Est a, b = Est S

Demostraeion. Sabemos que b: R ~ ~ es ~on~inua
en IR (ver [2]), luego 6 es in-e.gJtabte. segan JU:~
mann en el intervalo real fa b]. Si %h (T es
la extension natural de '6, entonces por el Te~

rerna 7 se tiene que 6*(T) es integrable-R en

el intervalo no-est2mdar [a,b], y:
fo 6¢()d~ = aprox I 6*(T)dT. (ae6)
a a

# Decimos que 6 es cou inu« 51 61) , 6(1) cua nd,

T =T En [3] se cita esta propiedad como "la micito-On
tinuidad de 6".
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A’ .
Como 6(T) ~ 6°(T) para todD T ~M °, entonces
par el Ejemplo 8 tenemos que 6(T) es integra-
ble-R en [ab], y:

b b

aprox J 6(T)dT ~ aprox J 6'-'(T)dT.

a a
Par otra parte, el intervalo [a,al (6 [u,«]
si a > a) es de tong~tud ~n6~n~te~~mat, luego
6(T) es integrable-R en [a,al (Ejernpl0o 7), vy

a
aprox J 6(T)dT ~ O. as)
a

De la misma manera, 6(T) es integrable-R en

[b,6], y:

6
aprox J 6(T)dT ~ O. (19)
b

Par 10 tanto, 6(T) es integrable-R en [a,S];
de (16), (17), (18) y (19) se obtiene la f6r-
mula (15).

§5. COMENTARIOS ~ ACERCA DE LA INTEGRABILIDAD-R
PARA  FUNCIONES ~ NO-GENERADAS.

En el tratamiento anterior para inrrodu-
cire 1 concelt-, de aprox.maicibn no-essfd 1.:r k
la integral-F JI' tuw io nc (111109 ~i< U pu

yecCev 1as: ar.jone~ fe.--
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cual se puede sospechar que el mismo método po
dria ser aplicable para dar un concepto de la
integral-R para las funciones que estén fuera
de la clase G. Sin embargo, parece que esta

posibilidad es bastante remota segiin lo que po

demos observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 11. Sea

§(t) =
8 8i T3 0.

Sabemos que §(1) & G (ver [2]). Se observa que
el area bajo la curva {§(1) es igual al drea del
rectiangulo de altura 1, y de base '"menor que
cualquier real positivo'", por lo tanto podemos
imaginar que la integral de 4(71) en [—1,1] es

un Lnfindtesimal.

Ssea® = {-1,-¢,-¢,e,¢,1} una particibn
del intervalo no-estandar [—],1] donde £ es
un infinitesimal positivo, y ¢ # 0 con 0 <¢<1

entonces tenemos.

U®,{) = 2¢ # 0, L(@P,f) = 2¢ = 0.
En general, U@,§) « ne «nfenctesamal, vy
L@, s ¢ nonfonctesomatd udl guier  jrar

ticidn ®; com~ no existe un nimero no-estan-
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dar que separe los i~finitesimales y los no
infinitesimal es, entonces no existe J e R~ que
satisfaga la condicion (9), esto es, no exis-
te una aproximacion no-estandar de la integra-~
R de la funcion 6(T) segun la definicion da-
da en 83.

Sin embargo, como U«P,6) y L(G,6) son de
valoJt 6illito, vy:

Inf{Est U(~,6)} 2 0 = Sup{Est L«J\6)},
<P <P

entonces podriamos decir que el valor aproxi-
mado de la integral J 6(T)dT seria igual a ce
-1

ro.

EJEIMPLO 12. Sea

HSUE st 1 Gh-FaY) para une M
6(2) =

© 0 en otra parte.

Por el Teorema 2 se demuestra Tfacilmente que
6(T) € G. se observa que bajo la curva 6(1)

aparecen los rectangulos de altura (_u I::Lye d
base E @ = 1,2,3, ...), entonces el area bajo

la curva 6(1) deberia ser:

oo 1)11 E =
r " E
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106
sea a = {o = 7P 1M 1 . D 1}
una particion del intervalo no-estandar [0,1],

sin perdida de generalidad podemos suponer que

1) + O. Sea n el menor numero natura 1 tal que

l!|"‘[O-T(I)] entonces tenemos:

Sup n(MTM-TO» =
[0,T(1)J
por 10 tanto:

U(CP,n) es un infinito.

En cambio, se observa que:

L<ch, 6) < | O < 1.
k=1

Por 10 tanto se tiene que:

U(<|',6) - L(<|',6) esun infin .ito,

o sea que neT) no es integrable-R en lo,l1J.
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