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INTEGRAL SEGUN RIEMANN PARA FUNCIONES
NO-ESTANDAR

Yu Takeuc.hJ.. - Ign.a.uo Mantilla

§1. INTRODUCCION.
Sea f* un ultrafiltro regular en lli; en

~ se establece una relacion de equivalencia

'\, asi:

(a) '\, (b )
vt vt vt vt Sl {vt E: IN/a = b } E: :p~':.

vt vt

E1 con j un toe 0 c i e n t e IR~': = JRIN / '\, e s e 1 cue r po de

nGmeros no-est§ndar y sus elementos, las cla-

s e s dee, J IJ i v 1 l p n c i ,J, -, n r: I o ::; n G In e r 0 S no - e '; t ~n

dar. Denotemos por [(a) ] el n Irme r o no-est an
vt vt

dar rep r' e sen t d Li ( , p , , r 1.1 ;, uc e s i6 n (a ) . S i1b p -
VI VI

"

m0 S mu y b i e n que.ffi e sun .:u e I .PC' , , l' d nado y u e
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contiene a ffi como un subcuerpo propio, donde
un nume~o ~eal a se identifica con la clase re
presentada por la ~uQe~~6n QOn~tante (a,a, ... ,

~':a, ... ), adem as IR contiene nfrmeros infinitesi-
males e infinitos.

Los conceptos utilizados en IR tales como
funciones, relaciones, intervalos, cotas, etc.

":It:

son extendidos en forma natural al cuerpo ~
aSl por ejemplo, si 6: ~ + ~ es una 6unQ~6n

..'. .'.
!teal entonc es se ob ti ene la f uncLo n {': m" +~~-:,
llamada la exten~~6n elemental (0 extension na
tural) de 6 como sigue:

Si 6(x) = aox+b, (a,b,x e:~), entonces su ex-
tension natural 6* es tambi~n una funci~n de
primer grado, en efecto:

v, ":It: ":It;

6" : ~ -- ~
s,

T ~ 6"(T) = aoT + b

Es evidente que no todas las funciones de IR*

en ]\ son obtenidas por extension natural de
funciones reales, mas bien muy pocas funciones
no e est an dar' son de esta forma. Por ejemplo, si
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9
':I':

IR -+

'[1-+ 9 (r) = ex·'[+ B con ex,B ¢ JR,

~'\entonces 9 es de primer grado en IR , pero no
e~ la extension natural de una funcion real,
pues g!R no es una f uncLcn de valor real.

Nuestro propos ito es el de estudiar el
comportamiento de una amplia gama de funcio-
nes no-estandar de IR*

s,

en JR"; sin embargo, en
~t:vista de que el cuerpo IR no es completo ni

:,': :'.:.separable las funciones generales de IR en JR

a veces se comportan en forma extrana y son
dificiles de tratar. Por est a razon, nos limi
tamos a estudiar solamente una cierta clase
de funciones no-estandar llamada la clase G,
que nos permite un mecanismo accesible para
trabajar con e Ll as , siguiendo can la misma me~
talidad del anal isis real donde se estudian
solamente "funciones medibles".

Dada una sucesion de funciones
nida en TI\. el p7.odue-to d;A.ee-to ( a
nonico) d,: estas funciones, no n
cion de lJ!l en ~ dada par:

<On)n defi.
producto c~
es una fun-

IT 6 :n
-+
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Considerando el cociente de ITOn por la rela-
cion de equivalencia ~ introducida por el ul-
trafiltro r*, se obtiene una fun cion 0 de ~*

~':en ~ como sigue:

o = ITOn/~ : JR:'; -t-

T = [( Xn) nJ ~
JR

esta funcion 0 se llama "la 6unc.ion ge.ne.Jtada
(# )por (On)", y se denota por 0 = gen (On) ,

tambiihi.'decimos que las 0, n = 1,2,3, ... sonn
las 6unc.ione.~ ge.neJtadoJta~ de la funcion no-es
tandar O. La coleccion de todas las funciones
generadas se denota por G. Evidentemente, la
extension natural O*(T) de una funcion real

s,oCt) pertenece a la clase G ya que 6ft

= gen
(6,6,···,0,··)·

Dada 6 = gen (On)' por medio de las fun-
ciones generadoras podemos definir la integral
de 6 (T) en un intervalo no- est andar- [a, S] como
sigue:

Por ej emp Lo , sea

(#) Usando la terminologia logica, 6 es el ultJtapJto-
duc.to de las funciones On.
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{

1£" en (O,E:)

- 0 en otra parte

donde E: = [(~)nJ es un infinitesimal positive,
entonces 0 € G. En efecto, tenemos:

o = gen (0 ) con 0 (t) = {n en
n n 0 en

(0 !), n

otra parte.

1
Como J 0 (t)dt = 1 para todo nElli, entonces:

-1 n
1

J
-1

o(T)dT = [(1 )] = 1.

~':.
JR

II
I II
I II
III
II~ O(T)
III
II
//1
I~I 71':

1;11 JR

0 E: 1 T
---./

E:

-1

-bservando l a fTI'~f i ca de 1.3 f unc i on OCT) se ve
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inmediatamente que el area bajo la curva O(T)
es igual a 1 (el area del r ect an guLo de base E

1Y de altura -); este valor coincide con la in-
E

tegral de la funcion O(T) definida por medio
de func ion es generadoras. En e1 pr es en te ar-t Lcu
10 se propone una definicion de la integral de
una funcion 6 de la clase G sin recurrir al uso
de funciones generadoras, la cual nos permite
dar una interpretacion intuitiva de la inte-
gral como el area bajo la curva 6(T). El meto-
do a seguir es similar al usado para definir
la integral de Riemann de una funcion real en
un intervalo real: inicialrnente se estudian
condiciones sobre algunos conjuntos de numeros
no-estandar relacionados con funciones de la
clase G, que garantizan la e~istencia del ex-
tremo superior e inferior para tales conjuntos.
Algunos de los resultados aqui obtenidos son
bastante curiosos e inesperados, pero tienen
gran importancia en el estudio posterior, pues
permiten hacer un desarrollo similar al de la
teoria de integracion de Riemann 'para funcio-
nes reales, cuya base principal es el concepto
de Sup e Lnl.

Una vez so Lu c i on.i do en parte el problema
....';

de la no completez de ffi se procede a cumplir
con el objetivo del articulo, eual es el de
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~xtender el conciepto de la integral de Riemann
para las funciones no-estandar de la clase G.
En un principio se da la version no-estandar
de la condicion de Riemann y se define la
aproximacion no-estandar de la integral de Rie
mann de una funcion de la clase G en un inter
valor no-estandar. Despues se estudian algunas
propiedades de esta aproximacion y se demues-
tra que si 6 es una funcion integrable (por
medio de funciones generadoras) y satisface la
condic~6n de Riemann para funciones no-estan-
dar, entonces la aproximaci6n no-estandar de
la integral eoineid~ eon fa ~n~~g~af definida
por medio de funciones generadoras, aunque las
dos condiciones de integrabilidad no son equ~
valentes, ni una implica la otra, como se ve-
ra mediante algunos ejemplos.

Finalmente, es estudian algunos ejemplos
para analizar la integrabilidad segun Riemann
de funciones no-estandar que no pertenecen a
la cLa se G.

§2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE
LA CLASE G.

DEFINICION 1. Ii.s d a u n a r u n c i o n de
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cimos que 6 es "6.in.Ltame.nte. ac.otada" en S
(elR;':) si existe una cota de valoJt 6.in.ito para
la funcion 6 en s.

EjempZ.o 1. Sea

={:
si T ;t 0

(# )

h{T)

si T ::: o ,

entonces h{T) es acotada en JR ~':, ya que cualquier
numero infinito positivo es una cota de h{T).

Pero como ningun numero finito es cota de la
funcion h{T), entonces h{T) no es finitamente
acot a da en lR;':.

Sea

={:
si T 'f 0

g{T)
si T = o.

~t:Evidentemente g(T) no es acotada en lR (ni si
quiera existe una cota de valor infinito de
la funcion g(T»).

TEOREMA 1. Sea n E: G una funcion de valoJt n.i-
n.ito
t.a.da

~':en JR
-.':en JR

entonces neT) es 6.in.itame.nte. ac.o-

.'.
(#) Dados a,Be::1R"",- (Ii,,' lue a psta inf ini t arnentc
proximo a B si a-B es ur, inr Lni r esirna l; es t a reLacion
se nota a ::;;B.
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Demo8traai6n. Supongamos que 6 = gen (On)'
Consideremos el siguiente conjunto:

A= {ne:ill/6n es acotada en:rn.}

vamos a demostrar, por reduccion al absurdo,
que A e:: f;··.

Supongamos que A ~ f*, entonces:

ill - A = {n e: ill / 6n no es acotada en JR} E 'f ;',.

Para cada n e::m-A existe X tal que 10 (x )1n n n
> n; se define: X = a si n e:: A. Sean
a = [(Xn)n]' entonces tenemos:

o sea que O(a) es de valo~ ~n6~n~to puesto que
[( n) ] es u n nu.me.~o ~n6~n~to, esto contradicen
la h i p o'tes i s (ab.6u~do!). Por 10 tanto,se tie
ne que A e: F;'· •

Sea

Mn

n e: A

Evidentemente, el n Iirne r-o M = [( Mn) n] es una
.'.

c.o t:a de la f un c ic n 6(1) en:rn.". Por la defini-
cion del extremo superior, existe Xn tal que
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(para todo n E: IN).

por 10 tanto M es un nume~o 6inixo puesto que
6(B) es de vato~ 6inixo. Esto es, 6(T) es 6ini
xamenxe ac.oxada.en JR~':•

COROLARIO. Sea 6 ~ G; si 6(T) es de valor fini
to en el intervalo no c est andar- (a,S) (0, [a,S])
entonces 6(T) es finitamente acotada en (a,S)
C6, [a,S] respectivamente).

Demostraai6n. Considerese la funcion geT) defi
nida par:

={06(T)
en otra parte.

si T ~ (a,S)

Como geT) es el producto de 6(T) y la funcion
caracterlstica del intervalo (a,S), entonces
geT) ~ G y basta aplicar el Teorema 1.

Ejemplo 2. Sea hCT) la funcion no-estandar da-
da en el Bjemplo 1. Evidentemente, h(T) es de~f,
valor finito para todo T ~ F ; como h(T) no es

#':
finitamente acotada en F , entonces se tiene
que h(T) no es una funcion de la clase G.
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* *Como ~ no es completo, un conjunto en ~
rara vez posee extrema superior (la minima co-
ta superior), a extremo inferior (la maxima co
ta inferior). Por ejemplo, un conjunto conta-
blemente infinito en tiene extremo superior
(0 inferior) solo en el caso en que tenga maxi
mo (0 m Ln imo ) . Sorprendentemente tenemos el si-
guiente teorema que garantiza la existencia del
extrema superior. y del ex~remo inferior de con
juntos relacionados con funciones de la clase
G.

TEOREMA 2. Sea 6 E G una funcion acotada (con
cota n~n~ta a ~n6~n~ta) en el intervalo no-es-
tandar [a,S], entonces la imagen directa de
[a,S] por n, 6( [a,S]), tiene ext remo superior
y extremo inferior.

Demostraci6n. Sea A - [(Mn)n] una cot a superior
(finita a infinita) de la f uncLon n('r) en [a,S]
donde a = [(a) J Q-n n ' fJ -

entonces:

A = {n ~ ill/ nn (x ) ~ Mn para

Sea

.6 n =

Sup nn x si
xc] an'bnl

n E:: A

1 si nt-A,
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entonces, evidentemente el numero no-estandar
o = [(~n)n] es una cota superior de la funcion
6(T) en el intervalo no c est findar' [a,S].

Si u = [OJ ) ] E: :rn.~': es una cota superiorn n
de la f un cLo n 6(T) en [a,S], entonces

B = {n ~ IN / 6 n ( x ) ~ N 11 para a s: x < b } e:: f~':
11~ "11 '

luego

{11 e:: IN/,o11 < Nn} (:;2 A n B) pertenece a f~·:.

Esto es,

o sea que 0 es la m111ima eota ,oupe~io~ de la
func ion 6 ( T) en [a, 8] .

De la misma f or-uia, 6( [a,8]) tiene extre-
mo Ln fer Lo r ,

De la demostracion del Teorema 2, se ob
tiene inmediatamente el siguiente corolario:

COROL!I4RIO.
valo [a,b}

Sea 6: :rn. -+ :rn., acotada en el inter-
, si 6*(T) es la exten,o~6n natu~al

de la f unc Lon real 6(t), entoD('es:

Sup ( T) = Sup 6 (t), i n r 6'" (T) =
T~[a,b] tqa,b] T£[a,b]

1 n f 6(t)
t£[ a, b]

(1)
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Ejemplo J. Sea OE G una f un c i cn no e est an d a r- de
valok inoin~te~imal en el intervalo no-est~n-
dar [<X, 8], entonces:

Sup OCT) ::< 0,
TE:[a,S]

I n f neT) :::: 0.
TE:[a,8]

En efecto: Dado ~ > Oreal cualquiera, tene-
mos:

-Co < neT) < ~ para todo TE[a,SJ

luego:

-~ (. In f6(T) ~
[a, S]

SUp6(T) ~ c. ,
[a, S]

pOl' 10 tanto se obtiene (2).

Ejemplo 4.
~t:. ~':.Sea 6: JR -+ lR dada por:

1
= f si Iz E IN,

Sl

Tenemos que 6( [O,lJ) = {r/lz e:: m}; este conjun-
to no posee extremo inferior, par 10 tanto la
funcion OCT) no pertenece a la clase G.
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§3. APRQXIMACION NO-ESTANDAR DE LA INTEGRAL DE
RIEMANN.

Sea [a,S] un intervalo no-estandar; una
particion ~ de [a,S] es una subdivision del in
tervalo en un numeno n~n~to de subintervalos;
asi, la particien Pesta determinada por sus
puntos de subdivision. Por esta razen, se acos
tumbra a denotar por P a estos puntos, ordenan
dolos en forma ascendente y agregandoles a y S
como puntos inicial y final:

f' = {a = (0) (1) (k) (n-l)
T ,T , ••• ,T , .•. ,T .' (3)

(k=O,l, ••• ,n),

como T( k) < T( k+l) para todo k, entonces se tie
ne:

. (k+l) .~}
< x' para todo K =

n

f~':.

As!, sin perdida de generalidad, podemos supo-
ner que
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x(k.) < X(k.+l)
n n

y para todo k.

para todo n e: IN,
= O,l, ••• ,It-l.

Para cada n e: IN,

P", = {a = x.:(O),x(1), ••• ,x(k.), ••• ,x(lt-l),x(lt) =
,. n n n n n n b }n

(4)

es una palttiQi6n del inteltvalo Iteal [an,bJ en
It subintervalos; entonces podemos decir que la
particion ~ esta generada pOl' (Pn). En este
caso escribiremos:

, = (P ) .n n (5)

Reclprocamente, si Pn es una particion del in-
tervalo real [an,bn] en It subintervalos (It in-
dependiente de n), entonces (P) genera unan n
particion del intervalo no-estandar [a,S].

Si i es una pa r-t i cLc n del intervalo [a,S]
con m~s puntas de subd·ivisi6n que la partici~
", entonces decimos que (j es "ma.6 6ina que" <P

y se denota pOl':

Dadas dos particiones ~1'~2 del interva-
10 [a,S], (Pi U lP

2
es la part Lc i Sn obtenida

pOl' fa lteuni6n de todo.6 10.6 pun!o.6 de subdivi
s i Sn de /Pi y de "2; evidentemente <Pi U ~2 es
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mas fina que <P1, y mas fina que fP2'

Sean 0 = gen (On) una funcion no-estandar
acotada (con cota finita 0 infinita) en [a,B],
~ una particion de [a,S] como en (3), entonces
podemos definir la suma superior U(fP,O) y la
suma inferior L(~,O) como sigue:

(k-l))
T ,

donde

Teniendo en cuenta que

(1 = [( Sup 1 (t ) ]
Mk n) [x(k-l) x(k)] On ) n

n ' n

(k = 1,2 , , , /L)

para «' = (P ),n 6 = gen (6 ) se obtiene:n
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L (<I' , 6) = [( L ( P 11' 611))11]
( 6)

donde U (P ,6 ) y UP, 6 ) son la suma superior
11 11 11 11

Y la suma inferior de Riemann de la funcion
real 6 (t) correspondientes a la particion P

11 11
del intervalo real [a ,b J respectivamente.

11 11

Tenemos inmediatamente las siguientes pr~
piedades acerca de U(4',6) y L((P,6), similares
al caso de las sumas superior e inferior de una
funcion real.

(i ) U (<I' , 6) ~ U(I', 6 ) .

(ii) Si <P ~ CP entonces:

UUP,6) ~ U«P,6),

(iii) U(<I'1,6) ~ L((P2"O para <P1,<J'2 particiones
cualesquiera.

TEORE~ 3. Sea 6 = gen (611) acotada en el inter
valor no-estandar [a,S], can a = [(al1)I1]'
(3 = [(b

l1
)rrJ, entonces tenemos:

L(<P, 6) ~ q ~ p ~ U(<I',6) para toda par-ticion (1', (7)

donde

6 (t)dt) l.
11 11

p = 6. (t)d;t) ).
11 11

( R)
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Demostraci6n.
bn

UPn,On) ~ J
an

para todo n E::IN. De (6) y (8):

L (<I' , 0) ~ q ~ p ~ U (fP , 6 ) .

COROLARIO 1. Sea 0 E G acotada en el intervalo
no-estandar [a,S], entonces existe v E m* tal
que

UfP,6) ~ v ~ U(<P,6) para toda partici6nlP. (9)

Demostraci6n. Basta escoger V E [q,p].

COBOLARIO 2. Sea 6 E G acotada en [a,S]; supo~
gamos que 6(T) es ~nteg~abfe, a sea:

{n e:::IN /6 n (t) es integrable segfm Riemann} e:: fl': ,

entonces:
S

U(J', 6) ~ J 6 (T )dT ~ U(<P, 6) para toda partici6n (J'. (10)
a

D8FINICION 2. Sea 6 e:: G acotada en el interva-
10 no-estandar [a,S]; decimos que 6(T) es ~nt~
g~abfe ~egun R~emann (abrevindamente integra-
ble-R) si dado c > 0 ~eaf existe una particj6n
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lP de [a,S] tal que

(11 )

TEOREMA 4. n e: G es integrable-R en [a,S] si
y solo si el numero v e: lli* en el Corolario 1

del Teorema 3 es unieo salvo terminos infinite
simales adieionales.

Demostracion. Supongamos que 6 es integrable-R.
Si v,v ~ lli* satisfaeen la desigualdad (9), en-
tonces se tiene:

Iv-v I ~ U(lP, 6) - L(tP, 6) para toda par-ticion e.

POl" 10 tanto, de (11) tenemos que:

Iv-vI < e para eualquier e > 0 ~eal,

a sea
v - V ::::o.

Reclprocamente, supongamos que n no es In
tegrab1e-R,
que

entonces existe e > 0 real talo

U(fP,n) - L(lP,6) > c para toda par-ticiSn fP. (12)
o

Sea V ~~* un numero que satisface la desigua~
dad (9), entonees vamos a demostrar, pOl" redu£
cion al absurdo, que V + e /2 a v - e /2 sa-0-0

tisface tambien la desigualdad (9). Supongamos
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C{u e n i v + C. /2 n i V - c. /2 sat isfaeen La des i-o 0

gualdad (9), entonees existen partieiones ~ ,1
~ 2 tales que

Si ~ = ~1 U ~2 entonees se obtiene la siguien-
te desigualdad:

o sea:

est 0 con tradie e a (1 2) (a b I.> uJLdo! ). Po rio tan to,
o V + c. /2 0 V - c. /2 satisfaee la desigualdad

o 0

(9), a d e ma s :

Esto eontradiee la unieidad (salvo infinitesima
les adieionales) de v.

Si 6(T) es integrable-R en [a,S], el tini-
co (salvo terminos infinitesimales adieionales)

'"it,V e::JR que satisfaee la desigualdad (9) en el
Corolario 1 del Teorema 3 se llama "una apJLox{
mac.~6n no-el.>tandaJL de la integral-R de la fun-
cion 6(T) en [a,SJ", y se denot a por:
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8
v = aprox f 6(T)dT.

a

en (O,E)

en otra parte. (E = un infinite-
simal positivo) ,

consideremos la siguiente particion ~ del in-
tervalo n o s e s t an da r- [-1,1):

(J' = {-1, 0, n , E-ll, E, 1}

donde II es un infinitesimal positivo menor que
E/2, entonces:

1 1 1 1
U(f',6) = II-2 + (E-211) -- + ll(-) =

E E2 E2 E

~i escogemos n tal que 1l/E2 ~ 0, entonces:

211U (<I' ,6) - Lea', 6) = 2 ~0,
E

por 10 Lanto 6 es integrable-R en [-1, 1J, Y

ademas 1
= dpr0x f 6lT)dT.

F - 1

Notese que eX~ot~n
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1
1-
2

I £
• I

• 1

-1 a n c- n c 1

Eiqura 2

In f U (<1' , 6) ,
(p

. 1 1Y son 19ua es a £' o sea que la aproximacion
no-est~ndar de la integral-R es ani~a en el
sentido estricto.

Ejemplo 6. Sea 6 c G de valor in6inite~imaf
en un intervalo finito [a,S], entonces 6(T)

es integrable-R, y

B
aprox J 6(T)dT ~ o.

a

Demostraci6n. Par el F.jeml1o 3 tenemos:

U «(P , n) ~ 0, L (<1' , 6) :::: 0

para tad a par tic ion <P de [a, BJ ' luego
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De esto se deduce 10 enunciado.

Ejemplo 7. Sea 6 E: G de valor finito en un In-
tervalo de longitud in6inite.-6imal ra S]; enton
ces 6(T) es integrable-R en [a,S], y

S
aprox J 6(T)dT ~ o.

a

Demostraeion. Como 6(T) es finitamente acotada
en [a,S] (ver el Teorema 1), entonces
Sup 6(T) e lnf 6(T) son de valor finito, lue[a,S] [a,S]
go:

UUP, 6) ~ 0, L((P,6) ~ 0

para toda p a r t I c i Sn 4' de [a,SJ, puesto que
S-a ~ O. De esto sigue 10 enunciado.

Sea 6 e::: G acotada en [a,S], supongamos
que U(~ ,6) - L(~ ,6) es de vafo~ 6inito para

o 0

alguna particion <P del intervalo [a,S]; si
..'.. 0A E: F~ est~ entre L(~ ,6) y U(4' ,6) entonces

o 0

se tiene lue

son de valok 6inito ~drJ toda particion ~ m§~

fina que 4' . Com"o



96 aporves

u (~ , 6) - L «I' , 6) = (U «I> , 6 ) - A) - (L «I> , 6 ) - A ) ,

se obtiene el siguiente teorema:

finito
.r.--------~--------, ,

Figura :3

TEOREMA 5. 6 E G es integrable-R si y s610 Sl

Lnf [Es t W({P,6)-A)}
~

= Sup{Est(LW,6)-A)}. (#)
<:P

( 13)

Ademas:
S

aprox f 6(1)d1 :::
ex

A + Inf{Est (L(P,6)-A)}.
<1'

(11J )

§4. PROPIEDADES DE LA INTEGRABILIDAD SEGUN
RIEMANN.

Como se ha introducido el concepto de la

integrabilidad-R en forma similar al caso de

funciones reales, entonces tenemos las mis ~s
propiedades ampliamente conocidas en el c aLc uL:

...':Si T £:ffi es MiU;to,
X se llama "In parte
Est 1.

e 1 u.n-i.c.o I1Ume!tO !Le.a1. X taJ
e:,1~ndaY de Til, Y Se jen(,t

(# )
1 ~

X =
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de integracion, entre elIas, por ejemplo:

(i) Si 6(T), geT) son integrables-R en [a,S]
entonces 6(T) + geT) tambien es integrable-R
en [a,S], y

S S
apr-ox J 6(T)dT + apr-ox J g(T)dT =

a a

S
aprox J (6(T)+g(T»dT.

a

(ii) Si 6(T) es integrable-R en [a,S], y si
A C ffi* es 6inito, entonces A-6(T) tambien es
integrable-R y

S
aprox J A6 (T )dT

a

S
= Aaprox J 6(T)dT.

a

(iii) Si 6(T) es integrable-R en [a,S] y si
[A,~] c [a,S] entonces 6(1) es integrable-R
en [A,~J Ademas se tiene:

A S
aprox J 6(T)dl + aprox J 6(T)dl

a A

S
= aprox J 6(T)dT.

a

Reclprocamente, si 6(T) es integrable-R en
[o ,»}, y en [A,S]
en [a,S].

entonces 6 (T) es integrable-R

(iv) Si 6(1) es de v a i.o « 6-i.Yl-ttoe intp,'rdble-R
en [a,S] entonces 62 es integrable-R en [a,S].

Ejemplo 8. Sean 6,ge:G. <;j 6 e il,I")I,il,

en un inte~valo 6iYlito [a,BJ~ y 6(1) - 0(1)
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para todo 1 ~ [a,13] entonc es 9 es in t e grabLe-R
en [a,13] y ademas:

a
aprox f g(1)d1.

a a

Demostracibn. g(1) = 6(1) + (g(1) - 6(1».

Como g(1) - 6(1) ~ 0 para todo T e: [a,13j, en-
tonces g(1) - 6(1) es integrable-R en [a,13].
(Ejemplo 6). Por la propiedad (i) se tiene que
9 es integrable-R en [a,S].

TEOREMA 6. Sea 6 e: G una funcion integrable
(por medio de generadoras). Si 6 es integra-
ble-R entonces tenemos:

S a
f 6(1)dT = aprox f 6(T)dT.
a a

Demostracibn. Del Corolario 2 del Teorema 3:

a
L<<P,6) ~ f 6(1)d1 ~ U(<P,6)

a
para toda particion ~ de [a,S]
4 se obtiene 10 enunciado.

Par el Teorema

La integrdbilida,]-R de una f unc i cn no-es-
tandar 6 e: G no implied q~e 6 sea integrable
(por media de g nerao0ras), veamos el siguiente
ejemplo:
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Ejemplo 9. Sea

g(t) 0 {:

si t es irracional

si t es racional,

definimos 6 = gen (6/1) por:

6 (t/1 )
1= _. 9 (t) .
'1

Tenemos:

6(T) :::: 0 -'~para todo T -e:: :rn.

por 10 tanto 6(T) es ~ntegrable-R en cualquier
intervalo finito [a,S] (Ejempl0 6). Sin embar-
go, 6 no es integrable par media de generado-
ras, puesto que

{/1 e:: :IN 16 no es integrable segfm Riemann} = INe::f":
/1

La integrabilidad (por medio de funcianes
generadoras) de una funcion no-estandar 6 e:: G
no implica que 6 sea integrable-R, como 10
muestra el siguiente ejempla:

Eiemplo 10. Sea 6( T) = sen AT,

donde A = [(/1)/1] Cc)mo 6 = gen (sen /1t) , en-
/1

(por medio de funcionestonces ~ es integrable
generdd0I","J.;).

Sed [a ,B J to n i II l e r ,. i ~ , J-e e (' VI Lj,{ t.ud VI (I {VI-
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6ini~e~imal y consideremos una partici6n:

_ CO) (1) Un (Jt'-1) C Jt )
(f' = {ex - T , T , ••• , T , ••• , T , T = S}

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
(k) (k-l)T -T ~ 0 puesto que, al ser 6(T) una fun

ci6n finitamente acotada, los subintervalos de
longitud infinitesimal no afectan la integrab~
lidad-R de 6. Entonces existe un intervalo
real (c-h, c+h) c [T(k-l) ,TCk)].

Sea E = [C2'TTn)n],entonces E ~ 0, luego:

[ Ck-1) (k)]C, C+E, C+2E, C-E e::: T , T

Tenemos:
6 CC ) = sen >..c,

6(C+E) = cos >..C'.,
6CC'.-E) = -cos >"C'.,

6(c+2E) = -sen >"C'..

Como (sen >..c)2 + (cos >..C'.)2= 1, entonces:
Isen >..C'.I+lcos >..C'.I~ 1. Tenemos que 6(c) ~ 0,
6, 6(C'.+2E) ~ O. Para mayor sencillez suponga-
mas que 6Cc) = sen >"C'.~ 0; (i) si cos >..c> 0
entonces

6(C'.)-6(C'.-E) = sen >"C'.+ cos >"C'.~ 1,

(ii) Si cos >"C'.< 0 entonces:
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6(e.)-6(e.+E:) = sen I.e. + leos Ae.1 ~ 1.

Por 10 tanto:

esto impliea que

U«P,6) - L«P,6) ~ (S-a) para toda part i.ciSn <P,

o sea qu~ oCr) no es integrable-R en [a,S].

TEOREMA 7. Sea 6: R 7 ~ una funcion heal inte-
grable segun Riemann en el intehvalo heal
[a,b]; entonces la extension natural de 6, 6*,
es integrable-R en el intehvalo no-e~tandah

b[a, b ] , y f 6 ( t) dt esun a apr 0 x imac ion no -est an -
a

dar de la integral-R de la funcion no-estan

Demostraci6n. Como 6(t) es integrable segun
Riemann en el intervale real [a,b], dado e. > 0
heaf existe una par r i c i Sn P del intervalo r e 1
[a,b] tal ~ue U(P,6) - L(P,6) < e.. Considere-
mos la particion ~ = (P,P, ... ,P, .. ,) del inter
valor no v e s t an d a r- [a,b], e n t o nc e s :

,',

f (<P , A

..';
p', est c-' l.j u ..' 0 .: i', P r; (6, 0 , , , , ,- 6 ' , , . ) . 1·'

tanto:
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o sea que 6* es integrable-R en el intervalo
ng-estandar [a,bJ Del teorema 6 se tiene que
f 6(~)d~ = fb6*(T)dT es una aproximaci6n no-es
a a .
tandar de la integral-R de la funcion 6H(T) en
el intervalo nc c est.andar- [a,bJ.

TEOREMA 8. Sea 6 E G ~on~inua(#) y de valor fi
nito en ~*, entonces 6(T) es integrable-R en
cualquier intervalo finito [a,S]. Sea 6 la fun
cion real definida por 6(~) = Est 6(~), enton-
ces:

b
'"

S
f 6(~)d~ ;:: aprox J 6(T)dT (15)
a a.

donde a = Est a. , b = Est S.

'"Demostraeion. Sabemos que 6: R ~ ~ es ~on~inua
en 1R (v er [2]), 1 ue go 6 es in~e.gJtab.te. -6 e.gan JU:~

A.,_

mann en el int ervalo real fa ,b]. Si 6" (T) es
'"la extension natural de 6, entonces por el Te~

rerna 7 se tiene que 6*(T) es integrable-R en
el intervalo no-est2mdar [a,b], y:

fb 6(~)d~ = aprox Jb 6*(T)dT. (16)
a a

(#) Decimos que 6 es COI,I inu« 51 6(1) , 6(1') cua nd,
T :::: T'. En [3J se cita esta propiedad como "la micJtO~On

tinuidad de 6".
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A.'_
Como 6(T) ~ 6ft(T) ~':para todD T ~m , entonces
par el Ejemplo 8 tenemos que 6(T) es integra-
ble-R en [a,bJ, y:

b
aprox J 6(T)dT ~

a

b
aprox J 6l·'(T)dT.

a

Par otra parte, el intervalo [a,aJ (6 [u ,«]
si a > a) es de tong~tud ~n6~n~te~~mat, luego
6(T) es integrable-R en [a,aJ (Ejernpl0 7), y

a
aprox J 6(T)dT ~ o.

a
(18 )

De la misma manera, 6(T) es integrable-R en
[b,6], y:

6
aprox J 6(T)dT ~ O.

b
(19 )

Par 10 tanto, 6(T) es integrable-R en [a,S];
de (16), (17), (18) y (19) se obtiene la f6r-
mula (15).

§5. COMENTARIOS ACERCA DE LA INTEGRABILIDAD-R
PARA FUNCIONES NO-GENERADAS.

En el tratamiento anterior para inrrodu-
cire 1 con c e r t·, de d pro x .im ,1C i6 n n0 - f> S tan l i r k

la integral-F Jl' t UII'. io nc: (' ., 1 1 11,] ,J ' ~I<' u. pu

!{ e c. e Yl 1as: ,1 r, .: j () ne~ f' e I .• - I
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cual se puede sospechar que el mismo metoda p~
drla ser aplicable para dar un conceptode la
integral-R para las funciones que esten fuera
de la clase G. Sin embargo, parece que esta
p0 sib i1ida des bas tan tere mot a segun 10 que p~
demos observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 11. Sea

{: si T ~ 0~

6 (T ) =

si T t o .

Sabemos que 6(T) ¢ G (ver [2J). Se observa que
e1 are a b a j 0 1a cur va 6 ( T) eS igua1 a1 are a del
rectangulo de altura 1, y de base "me.noJt que
cualquier real positivo", por 10 tanto podemos
imaginar que la integral de 6(T) en [-1,1J es
un in6inite.~ima~.

Sea ~ = {-1,-e,-E,E,e,1} una partici6n
del intervalo no-estandar [-1,1J donde E es
un infinitesimal positivo, y c -:j 0 can 0 <e< 1
entonces tenemos:

UUP,f,) = 2c to, L«P,f,) = 2E ~ o.

UJ] 1'li, 1 i"'~
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dar que separe los i~finitesimales y los no
in fin itesimal es, en ton ces no ex iste 'J E: JR ~', que
satisfaga la condicion (9), esto es, no exis-
te una aproximacion no-estandar de la integra~
R de la funcion 6(T) segun la definicion da-
da en §3.

Sin embargo, como U«P,6) y L(G',6) son de
valoJt 6il1ito, y:

Inf{Est U(~,6)} = 0 =
<P

Sup{Est L«J',6)},
<P

entonces podriamos decir que el valor aproxi-
1

mado de la integral J 6(T)dT seria igual a ce
-1

r o .

EJEIMPLO 12. Sea

{

( I )
11 1 . (_1 _ E _1) ]I!~ E Sl 1 E 11 '11 para 11 E: ,

6 ( 1) =
o en otra parte.

Por el Teorema 2 se demuestra facilmente que
6(T) ¢ G. Se observa que bajo la curva 6(1)

~ (I )11 1 daparecen los rectangulos de altura ~ Eye
base E (11 = 1,2,3, ... ), entonces el area bajo
la curva 6(1) deberia ser:

00 (1)11 1 E =I '2 E
11==1
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Sea a' = {o = (0) (1) (k) (k-l) (k)
T ,T , ••• ,T , ••• ,T ,T = 1}

una particion del intervalo no-estandar [0,1],
sin perdida de generalidad podemos suponer que
T(l) -I O. Sea 1 ~ 1 1~ n e menor numero natura ta que
! ~[0 T(l)] entonces tenemos:n ' ,

Sup n(T)(T(l)-T(O» =
[O,T(1)J

por 10 tanto:

U(CP,n) es un infinito.

En cambio, se observa que:

n-l
(~)fzL<CP, 6 ) < I < 1.

k=1

Por 10 tanto se tiene que:

U (<I' , 6) - L (<I' , 6) esun in fin .it o ,

o sea que neT) no es integrable-R en Io,lJ.
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