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EL METODa DE ARQUIMEDES

JuUo HeJu1al1do PVtez

§1. INTRODUCCION.

Indagar por las fuentes que condujeron al
Ccilculo Diferencial e Integral significa entre
~tras cosas responder a la pregunta de cu~l fue
el aporte de los pens adores de la antigua Gre-
cia al desarrollo de esta importante rama de la
matem~tica. Es indudable que en los trabajos
de aquellos primeros cientlficos aparecieron a!
gunas de las ideas que posteriormente pasaron a
formar parte de las teorlas cl~sicas sobre la
integracion y la derivacion de funciones. Dig~
mos como minimo que fueron ellos quienes plan-
tearon algunos de los problemas cuyas soluciones
se logran solamente con los metodos del C lculo
Diferencial e Integral, co 0 es el caso de la de
terminacion de longitudes, areas, volumenes y

centros de gravedad.
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Asi por ejemplo el gran:cientifico Arqui
me de s , sobre sale de ntro de los 'rnatema tico s de
la antigua Grecia como alguien 'que enfrent6 pr~
blemas cuyas soluciones, si bien constituyen
hoy en dia simples ejemplos en los cursos ele-
mentales de Calculo, en su epoca estaban en las
fronteras de la investigaci6n. Este ingenioso
matematico, 10gr6 determinar areas, volumenes y
centros de gravedad de figuras, mediante proce-
dimientos nada triviales; que aunque no se par~
cen mucho a los metodos utilizados hoy en dia,
estan indudablemente relacionados.

En esta exposici6n haremos una presenta-
cion de los. trabajos de Arquimedes que se rela-
cionan en alguna forma con los problemas del
Calculo; sin la pretenci6n naturalmente, de ag~
tar todo 10 que se pueda decir sobre este asun-·
to. Para que la exposici6n sea de todas formas
10 mas completa posible, haremos antes un resu-
men de la evoluci6n de algunas ideas de impor-
tancia para comprender el pensamiento arquime-
diano.

§2. EUDOXIO DE CNIDO.

No cabe duda de que el descubpimiento de
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lainc6nmensurabilidad por los pitagoricos, pla~
teo ~node los mAs grandes problemas a los mate-
m~ticos de la antigua Grecia. Este i~pase, si~
nific~ba como 16 mueBtra mtiy claramente el his-
toriadorAsgerAaboe (*) el derru~be de la tgo-
ria de la semejanz~ de figuras cuyo desarrollo
sein ic .iaba . Igual me nt e se derrumbaba toda la

teoria de lasm~gnitudes, pues la medicion se
basabajustamente en la conmensurabilidad. Para
comprender elsignificado del aporte de Eudoxia,
vale ~a pena retomar aqui algunos aspectos de
1a manera como evoluciono la teoria de 1a seme
janza que fue reestab1ecida por este matem&tico
d la escue1a plat6nica.

Analicemos por ejemp10 e1 siguiente teore
rna:

;"Si ee traz.a' una recta par a l e l:a a uno de l.oe l:a

dOB de un triangulo, cortar6a los otrOB dos

p ro po nc-i.on a l.men t e ",

Una demostraci6n al esti10 pitagorico de
este teorema seria la siguiente:

(*) Matem&ticas: Episodios historicos desde Babilonia
hasta Ptolomeo. Editorial Norma.
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Supongamos que el segmento DE' es paralelo al la
do XC del triangulo 6ABC. Como cualquier par de
magnitudes son conmensurables, podemos determi-
nar un segmento xl' de tal manera que AO = m Xy
= IT + fG +. .. Y VB = I1'Xy' = '0 H + 'H1 +...
donde los puntos F,G, ... ; H,I, ... son tales
que

Tracemos ahora por cada uno de estos puntos,
paralelas al lado XC y llamemos F',G', ...

H' , I ' ,... los punt 0s dec 0rte de est asp arale -
las con el lado Be. Construyamos finalmente
por estos ultimos puntos, para1e1as al lado AB.
Los t rLa nguLo s que resultan 6F'F"C, 6G'G"F', ... ;

6H'I-I"E, 6 1'1 "H I, . " son todos congruentes y en
consecuencia los segmentos 'CF', F'G', ... ; EH',

'FT'T', ... son congruentes, 10 cuaL quiere decir
que CE = mXY y EB = I1XY 10 cual pru~ba el teo-
rema.
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Esta prueba resulta incompleta, una vez que se
descubre la existencia de magnitudes que no son
conmensurables. Veamos pues la demostracion
dada por Eudoxio y que aparece en el libro VI
de Euclides.

Ante todo, iniciemos con la definicion de
igualdad entre proporciones descubierta por Eu-
doxia y que aparece como la definicion 5 del li-
bra V de Euclides.

"5. 5e dice que 1a razon de una primera magni.
tud con una segunda es 1a misma que 1a de una
una tercera con una cuarta cuando, tomando
cua1quier mu1tip10 de 1a primera y de 1a ter-
cera y de 1a segunda y cuarta, e1 mu1tip10 de
1a primera es mayor, igua1 0, menor que e1 de
1a segunda, segun que e1 de 1a tercera sea rna
yor igua1 0 menor que e1 de 1a cuarta"(*).

En simbolos modernos tendriamos

a.lb = e.ld +Vm,ne:JN rna. ~ nb<

si Y solo si me. ~ "'d< ,. •

(*) Cientlficos griegos. TornoI. Aguilar, Edicion a car
go de Francisco Vera.
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Veamos ahora el siguiente lema, en el
eual se apliea direetamente la:definieion que
aeabamos de dar y que eonstituje el paso pre-
vio para La nueva demostraeion del teorema
que estamos eonsiderando.

LEMA. (Proposieion 1, Libro VI de Euelides).

"Los t r i.iin guLo s que" tienen 1a misma a1tu-
ra son entre sl como sus bases"

Demo e trac i dn , A

~ H B_.../ G "--- V_ ..........~__ K_--~

n.brna

Consideremos los triangulos 6ABG y 6AGV
llamemos respeetivamente ~, d sus magnitudes.
Llamemos tambien y respeetivamente a, b las ma~
nitudes de las bases. Queremos demostrar que
alb = ~/d y para ello, tomamos ~, n. numeros na
turales. La eondieion rna ~ n.b si y solo si
me ~ n.d resu1ta evidente de la'"figura dado que
1a magnitud m~ por ejemp10, es la d~l triangulo



124 apuntee de seminario

cuya base es rna..

De mo et r ac i dn de Z 'I'e o r ema ,
B

Suponiendo que el segme~
to ~ es paralelo al se~
mento ~, los triangulos
6AVE y 6CVE tienen la
misma magnitud pues considerando DE como Ia ba-

A ~----~C

se comun, ellos tendran la misma altura.

Ahora bien, segun el lema anterior, ten-
dremos las siguientes igualdades

m(6BVE)
m(6VAE)

=

m(6BVE)
m(6VEC)

=

De estas relaciones se obtiene la siguiente

puesto que m(6VAE) = m(6VEC) y en esta forma,
se tiene el teorema.

Debemos tambien a udoxio, Ia introduccion
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del m~todo de exhauci6n utilizado ampliamente
por Euclides y Arquimedes. Con la ayuda de es-
te metodo, fue posible la det~rminaci6n del
area del circulo, probablemente por el propio
Eudoxio y d la longitud de la circunferencia
por Arquimedes.

En la versi6n de Euclides (Libro X, pro-
posici6n 1) el principio es como sigue:

"1. Dadas dos magnitudes desigualdes, Sl de
la mayor se resta una magnitud mayor que
Sil mitad y de 10 que queda otra magnitud
mayor que su mitad y se repite continua-
mente este proceso, quedara una magnitud
menor que la menor de las magnitudes da-
das".

La demostraci6n de esta ley tal como ap~
rece en el propio libro de Euclides, se sigue
del principio conocido posteriormente con el
nombre de llprincipio de Arquimedes".

En efecto~ llamemos Gala magnit~d menor,
H a la mayor y tomemos un natural N tal que
(N+1)G sea mayor que H. Consideremos ahara
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y veamo s que

De la relacien

HO = H < (N+1)G

se sigue

pues hemos restado a la magnitud de la derecha
otra menor que su mitad y a la de la izquierda,
una mayor que su mitad.

Por la misma razen, se sigue que

H
2

< (N-1)G

y continuando en esta forma llegaremos a la rela
cion

HN < (N- (N-1»G = G •

A manera de ilustracion. veamos la prueba
del teorema sobre el area del circulo, tal como
aparece tambien en el libro de Euclides.
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LENA. Dada una magnitud cualquiera G, existe p~
ra un clrculo C dado, un pollgoqo regular Pins
crito en C y tal que

a( C - P) < G

Demostpaci~n. Construlmos en primer lugar el
cuadrado Po = ABCD inscrito en C y llamamos Ho
a la magnitud a(C-Po) = a(C) - a(PO)'

Construyamos ahora sucesivamente los poll-
gonos regulares 1'1'P2"" como se indica en la
figura, de tal manera que cada uno de ello~ es-

B

A

G

te inscrito en C, P 1 sea mayor que P y el nu-
Yl + Yl

d 1 d d P . 1 2 yt..+ 2mero e a as e yt sea 19ua a

Si llamamos Hyt a la magnitud a(€-Pyt) =
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a(e) - a(Pn), tendremos la relacion

para todo n, con 10 cual segun el principio de
exhauci6n, para algun n se tendr~ que

Para establecer la relacion H -H > ~ Hn n+1 2 n
basta establecerla en el primer caso, pues el
principio de construccion del poligono P 1 an+
partir del Pn es el mismo para todo n ~ o. Vea-
mos pues que se tiene la relacion

o sea

10 cualequivale a afirmar que la magnitud del
triangulo ~BCE es mayor que la mitad de la ma~
nitud del sector circular BHEC 10 cual es una
trivialidad.

TEORENA. Los circulos son en re si como los cua



drados de sus radios.

Demoe t rac i.trn , Consideremos los -c Lr cuLo s C1 y C2
de radios respectivamente ~1 y ~2'

a) Supongamos que
2

~l
<
~
2

o sea,

Llamemos G a l~ magn it ud a( C2 )-S y considere-.
mos el poligono regular P2 inscrito en C2 y de
tal manera que

De esto se sigue que

a(Pl)perc '.
a( P 2)

p.l a\ polig.ono
tea ~P .

.2

a(P2) > S

2~1
= --:r =

J[2
regular

qonde hemos llamado

inscrito en Cl y semeja~

.: ,-
Como a(C

1
) >a(P

1
), tendremos que a(P2) < s,
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10 eual contradiee una afirmacion anterior.

b) En forma analoga puede probarse que la rela-
cion 2

a.(Cl) >
41

a.(C2) 2
42

no es posible.

c) Coneluiremos entonees que

a.(C1) 42
= 1

a.(C2) 422

El metodo de exhaucion permite tambien la
demostraeion de otras ralaciones entre los volu-
menes de solidos que ~stan en cierta relacion
en terminos de relaciones mas simples.

§ 3. ARQUIJlEDES.

La obra de este extraordinario matematieo

es muy amplia y solo nos interesaremos aqui en
algunos de sus aportes a la teoria de las magni
tudes geometricas. Arquimedes como todo el mun
do sabe, es el fundador de la Estatica 0 teoria
de los cuerpos en equilibrio, la eual utilizo



apuntes de seminario 131

para sus descubrimientos en La r t eorLa de las
magnitudes. De la Estatica~ surge el interes
por determinar los centros de gravedad 0 cen-
tros de equilibrio de las figuras; problemas
que como todos sabemos~ se resuelven moderna-
mente con metodos del Calculo Integral. Re-
sulta extraordinariamente interesante la forma
como Arquimedes integr6 las diferentes areas
del con 0 cimien t0 que 1e in tere saron, apLican d.o
los metodos 0 resultados de una al descubrimien
to de leyes 0 relaciones en otra. En la Esta-
tica~ aplic6 el metodo axiomatico de la Geome-
tria y, como veremos con un ejemplo, utiliz6
la Estatica para obtener numerosos resultados
sobre areas·y volumenes.

La influencia de Arquimedes en el de sarro
110 del Calculo aunque indudable~ es dificil de
precisar pues su obra mas revolucionaria conoci
da con el nombre de "El Metodo" permaneci6 per-
dida hasta el afio de 1906 cuando el historiador
Johann Ludwing Heiberg la descubri6 en un pa-
limpsesto de la biblioteca de Constantinopla.
El Metodo fue escrito por Arquimedes co~ el pr~
p6sito de explicar el procedimiento mecanico
utilizado por fil para la soluci6n de problemas
matematicos. En los otros tratados de Arquime-
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des, se enuncian y demuestran teoremas que sor-
prendieron a los expertos de su tiempo como el
relativo a la magnitud 0 volumen de la esfera,
del cual el propio Arqu:imedes' estaba muy orgu-
llosoy no falto quien indagara acerca de su for
ma de lie gar a estos resultados. En la nota re
misoria de su trabajo a Eratos~enes, Arqu:imedes
explica 10 siguiente:

. , como s~ que eres un estudioso serio,"
hombre de eminente cultura filosofica y un
apasionado, he creido conveniente exponerte
por escrito y explicar con detalle en este
mismo libro la naturaleza especial de cier-
to metoda que te permitira resolver mecani-
camente algunos problemas matematicos. Es-
toy convencido de que este procedimiento no
es menos util incluso para demostrar los pr£
pios teoremas, algunos de los cuales, eviden
tes por medio de la Mecanica, se han demos-
trado de s.puf s geometricamente porque su in-
vestigacion por dicho metodo no proporciono
una demostracion rigurosa. Pero cuando gr~
cias a el hemos adquirido algun conocimien-
to previo de la cuestion, es naturalmente
mas facil dar la prueba que encontrarla sin



apunties de seminario 133

dicha . . . ,,( ''<)conoclffilento preVlo .

Antes de explicar el jemplo que nos ill)
t r ar zi sabre el metoda de Ar q uLmr es, con v ie r

mostrar un ejemplo en el cua:l: ,i§.], u.tiLd za e1 )Tll

todo de exhau~ion. Se trata justamente de In
determinacion de la longitud de La c i r-c un f e r-on
ci I qu e apar e ce en e 1 t r-ab a ja can a cidoc 0 n e 1
nom re e_ "Medida del circ.ulo".

"I. Un clrculo es equivalente a un trian-
gulo rectangulo cuyos catetos sean iguales
al radio y a la: circunferencia del clrculo".

Demostraci6n. Si suponemos que la magnitud del
.cire u 1 0 '0 e s: rnay or q 1:1 e 1a del tria n g u loT s egun
el principiode exhaucion, existe un poligono
inscrito. a la circunferencia cuya magnitud es
mayor, quel~ del triangulo.

Pero, esto resulta contradictori pues la
magnitud del poligono es la mitad de su perime-
tro rnultiplicada por su altura y es as son evi-
dentemente rnenores que la circunferencia y el

(*) Cient1ficos griegos. Tomo II. Aguilar. Edicion a car
go d Francisco Vera.
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radio.

apuntBS de S~

En forma dual, si la magnitud de T es ma~
yor que la de C, determinamos un poli~ono regu-

c.

lar circunscrito a la circunferencia y cuya ma~
nitud sea menor que la de T.
esto resulta contradictorio.

Pero, una vez mas,

Este teorema implica la determinacion de
la longitud de la circunferencia; pues, si ex-
presamos numericamente este teorema y los del
libro de Euclides, tendremos 10 siguiente:

dio unidad.
i) Llamemos TI a la magnitud de un circulo de r~

En tal caso, la magnitud C de un
circulo de radio R seria

o sea

C R2= -
IT 12

C = nR2
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ii) Si la magnitud de un
na mediante la relacion
de la base y h magnitud

trian~~fO' se determi-
1 "'2 bh (b magni tud

de la altura) entonces,
segun el teorema de Arqu!medes, tendr!amos:

2 1rrR :: - RC.
2

y en consecuencia

c. = 2rrR •

Pasemos ahora s i , a nuestro ejemplo central,
y veamos como descubrio Arqulmedes la relacion
entre el volumen de una esfera y el del cilin-
dro circunscrito. Partiremos para ello del
principia fundamental de la Estatica.

q

I
0)

Is

1
Q

8i los cuerpos P, Q se encuentran eqtiili-
brados en la balanza, entonces se tendra la re
lacion
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C o,--~-.------~
G

W 2R

A

G
I

/j E H F

~

2R

Consideremos la circunferencia de centro
o y radio R y prolonguemos el diametro A~ de

---..tal manera que lCWA) = 2R. Construyamos ahora
el rectangulo CVEF de manera tal que lCEr) = 2R

= lc'BF') y giremos ahora esta figura alrededor
de WB, 1800; con 10 cu 1, la circunferencia nos
determinara una esfera, el rectangulo CVEF un

cilindro y el triangulo 6AVF un cono.
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Si consideramos una line9 cualquiera GH
paralela a cE', al girar la figi;ra,esta Linea
determinara un circulo que cortara a la esfera
y al cono en otroscirculos de radios respecti-
vamente e. y c..

De la figura, es Hlcil deducir las siguientes
relaciones

l(AT) = c.

l(IT) 2 = c..2R
2 2 l <iI::n 2c. + e. =
c.2 2 c..2R.+ e. =

Dividiendo esta ultima relacion por (2R)~

tendremos

2 2c. + e.
(2R)2

c.= 2R

Si multiplicamos ahora la proporcion de
la izquierda por TI, tendremos

c.= 2R
o sea
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Sf miramos esta filtima identidad como una
relacion de equilibrio y si aceptamos que las
areas, y los volumenes tienen pesos iguales a
proporcionales a sus magnitudes, podemos enton-
ces llevar los clrculos de radios eye al pun
to W con 10 cual, tomando como centro de equili
brio el punta A, los circulos correspondientes
a la esfera y al cono, equilibraran cl del ci-
lindro tal como 10 indica la relacion (*). Ha-
cienda recorrer ahara el segmento GH todo e1
rectangulo CVEF y llevando al punta W todos y

cada uno de los circulos de la esfera y el cono,
tClldremos alIi a estos dos solidos y la condi-
cion de equilibria nos dar a la siguiente rela-
cion

o sea
1

E-6 6 efta. = 2 Co 110

puesto que
C~lil1dfto = 3·C0I10.

Empleando las formulas modern3s podemos
determina~ el volumen de la esfera3 pues e1 vo-
lumen del cono'es igual a

8 3= -;:;-1TRo
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y en cODsecuencia

3 3
-- 1+- nR .

Para una informaci6n m§s omp1eta, consGl
tenseademas de los libros mencionados e1 siguie~
te trabajo:

Edwards, C.H., The Hi~t04ical Development 06
the Calculu~, Springer-Verlag. 1979.


