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APUNTES DE SEMINA RIO

EL ESPACIO DUAL DE Loo(X/A/~)

MyJL-iam de MatjoJt.ga

Las presentes notas han sido el resultado de lee
turas realizadas en un seminario dirigido por la
profesora Myriam Mufioz de Ozak.

§ 1. I NTRODUCC I ON I

1 ~ P

Como sabemos, el dual del espaeio
< 00 es el espacio conjugado Lq,

LP con
1 1

+ = 1.P q

Este resultado nos sugiere la siguiente
pregunta: Es L1 el espacio dual de L

oo
? Podria

mos pensar que la respuesta a esta pregunta sea
1afirmativa ya que cada funcion n ~ L (X,A,~) d~

00

fine un funcional lineal ~ en L por medio de
la ecuaeion

00

Va. ~ L (X,A,~)
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Por medio del teorema de Radon-Nykodim,
sabemos que podemos establecer un isomorfismo
entre el espacio de medidas p6sitiv s y acota-
das en A que son ~-continuas y el subespacio
de las funciones n e: L1, positivas. Una med i da
es una funcion de conjunto contablemente aditi-
va. Como n = n+ - n y A = A+ - A qui ere d~
cir que ademas podemos establecer el isomorfis-
mo entre las medidas acotadas ~-continuas y el
espacio L1(X,A,~). Si una funcion de conjunto
A, acotada, ~-continua no es contablemente adi
tiva sino solo aditiva (finitamente aditiv
no se puede asegurar la existencia de una fun-
cion integrable 6 e: L1 tal que

A(E) = In d~ ,
E

o sea que podemos encontrar medidas acotadas
aditivas-~-contlnuas a las cuales no se les pu~
de asociar una funcion integrable. En este tra

00bajo demostraremos que el dual de L (X,A,~) es
isomorfo al espacio de todas las f nciones d
conjunto ~1 continuas acotadas y aditivas, de-
finidas sobre A1 con valores escal re~ donde
A1 y ~1 son extensiones especiales de A y ~ que
luego definiremos. De esta forma se demuestra
que el dual de Loo contierie propiamente aLl,
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concluyendo entonces que L1 no es un espacio re

flexivo.

§2. DEFINICIONES PRELIMINARES.

Partirnos de un espacio rnedible (X,),~)

con p., una a - a 1g ebra sob reX y u una fun c ion d e
conjunto sobre ) que es contablernente aditiva 0

sea que para cada farnilia disyunta A1,A2, •••

0
00 00

en )..se tiene que ~( '_ Ai) = .I ~(Ai)·
. ~-1 ~=1

Considerarnos la variacion total de ~, de-
notada por I~I(·) 0 por V~(') la cual define
una rnedida positiva; tarnbien considerarernos la
rnedida exterior asociada a u y a V~ que denotarnos
~* y V~* respectivarnente. Dirernos adernas que E
es y-nulo si Vy*(E) = o.

DEFINICION 2.1. Dado un espacio de medida (X,ft,~)

la extension de Lebesgue de este espacio es e1
espacio (X,p.*,~*) definido por

) ;': = {A U N A e: A, N s M, M e:.A, lJ(M) = o}

~;.:(A U N) = jJ(A). Debido a esta definicion iden
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tificamos las dos medidas notanda siempre la ex
tension de Lebesgue por (X,A*,~). La extension
de Lebesgue tambien se llama el completado de

Consideramos ahora el espacio F de todas
las funciones 6: X ~ B con B un espacio de Ba-
nach. Dotamos al espacio F de la topologia de
la convergencia en ~-medida, es decir 6 ~ 6

11

e s lJ-medible, sI y solo si IJE > 0, 3 N E: 1N tal
que VI1 ~ N

Esta misma topologia se puede definir a partir
de la seminorma

I 61 = .£116 AILe. ml1 {a + V ~':( {x: II 6 ( x) II > ex})} .
a>O ~

DEFINICION 2.2. Decimos que 6 es ~-medible si

i) Existe un conjunto ~-Nulo N tal que 6(X-N)
es separable.

ii) Si 6-1(B) £ A* para cada conjunto de Borel
B, en casu de que ~ sea una medida finita O.

1 ~.
iii) 6 - (B) n F E: A" par a cad a con jun t0 deB 0 -

reI B y para todo F E: A tal que ~(F) < +00
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La primera exigencia se debe a que esta-
mos tomando valores en un espacio de Banach cual
quiera y no en el conjunto de los complejos.

DEFINICION 2.3. Decimos que 6 es una funcion
n

jl-simple si U = .I b ·XE. ; donde XE' es la fun-
A..=1 A.. A.. .(

cion caracteristica de Ei y Ei E A.
Podemos ver que U es una funcion jl-medible

si y solo si existe una sucesion {Un} de funcio-
nes simples que converge a U en la topologia de
la convergencia en jl-medida.

or: IfIICIOll 2.4.
gr",tle si y solo
y la integral se

Una funcion jl-simple es jl-inte-
si bi = 0 cuando V (E.) = ± ro'\.. jl A..

define como

f 6
E

n
\' b. jl(E n E.).I.. A.. A..'

A.. =1

con la conveniencia de que 0000 = o.

Una funcion jl-medible es jl-integrable si

existe una sucesion {Un} de funciones simples
jl-integrables que convergen a ella en jl-medida
y ademas

.t-im
m,n

(16 (0)-6 (0)1 dVX n m u ::0 •
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decimos en este caso que {On} determina a O.
Si 0 es ~-integrable Y {On} determina a 6 enton
ces 161 t amb i en es lJ-integrab-le y {16n I} la
determina. Ademas

f 6 d~ I ~ J
E E

16IdVt1-

2.5. NOTA. Si 0 es ~-integrable, definimos la
funci6n de conjunto

A ( E) = f 6 d~
E

E E .A

entonces A es contablemente aditiva sobre .A y

lJE E .A.

En particular si 0 ~ 0, ~ ~ 0 entonces A ~o
yVA,~A.

DEFINICION 2.6. Una medida ~ se dice O-finita
si existe una sucesion {Xn} de conjuntos en .A
tal que

X, n X, = rI.
j p,

,(. ilj
X

00

Ux nn=1
y

n = 1,2, ...
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DEFINICION 2. 7~ Sean A, u funciones de conjunto
aditivas definidas sobre una a-algebra A, ento~
tes A se dice absolutamente continua respecto a
fl 6 fl-continua si

lim A ( E) = 0

VI/E) + 0

DEFINICION 2.8. Sea 6: X ~ B una funci6n, donde
B es un espacio de Banach, la cantidad

II 6 ( X) II

onde el in6 esta tornado sobre todos los conju~
tos fl-Nulos y ~6(x)~ es la norma en el espacio
de Banach, es llamada el fl-supremo esencial de
6, esc r ito e.6.6 .6 up I 6 ( . ) I 6

sill 611 < 00 en ton c e s 6 e s 11 amad a fl-e sen -
cialmente acotada.

00

DEFINICION 2.9. L (X,A,fl) es el espacio de to-
das las funciones de X en B fl-medibles fl-~sen-
cia 1men tea cot a d a s dot a da s con 1a nor m a II· II00
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§3. DEMOSTRACION DEL TEOREt~A.

DEFINICION 3.1. Sea (X,A,~) un espacio de medi-
da positiva, finita 0 a-finita. Sea A* la exten
sian de Lebesgue de A y sea

Al = {Ec X: An Ee:: A~': para todo Ae::A con ~(A) < oo}

Al es una a-&Igebra que contiene a ft.; definimos
u I sobre ).I por

{

~(E)'

~I(E) =

+ 00

~l es contablemente aditiva.

LEMA 3.2. n es ~-medible si y solo si n es
~ 1-me.dible .

Observaci6n: Ac:).1:c:A cA~':
po - -PI -PI'

Ademas los conjuntos ~I-Nulos coinciden
can los conjuntos ~-Nulos.

Demostracion: De acuerdo a la observacion, la
primera parte de la definicion" de f unc i Sn .medi-
ble es obvia en ambas direcciones d~ I~ demos-
traciont entonces basta demostrar que
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< 00, VB de Borel

si Y solo si

< 00
1 F n 6-1

(B) E A~, VB de Borel.

II ~ II si ~1(F) < 00, FE: Al entonces par defini
cion de WI' F c A* esto es

F = E UN, E E: )., N s M can ~ (M) 0

ademas, ~(F) = ~(E) < 00 luego par hipotesis
1 '"

En6-(B)cj;,".

_ 1
La que tratamos de ver es que F n 6 (B)

E: A:;, era

F n 6-1(B) = (E U N) n 6-1(B)

= [E n 6-1(B)J U [N n 6-)(B)J

N n 6-
1
(B) c;: N s M
- 1 j;.l·;N n ~ (B) e: y

6-1(B) E:
.',

f n A" en

can ]J(M) = en one s

como vimas ntes que
onces F n 6-1 (B) E: j;.l·; s ,Al;;

luega 6 es ]Jl-medible.

II~" Si F n 6-1(B)

f E:). par U 1 ( F ) < 00 ,
1

A~:, VB de Bar 1 y
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sea Fe:). con ~(F) < 00 entonces F e: Al Y
~1(F) < 00 0 sea F n 6-1

(B) e: f~ para B conju~
to de Borel entonces

Como E e: 1 entonces F nEe: ).~': (de.n AI) asi que
E = Fn E = E' UN', f' e:ft" N'S M', ll(M') = 0
entonces

6 -1(B) n F = fUN = (f' U N')UN = E' U(N' U N)

N' U N s M' U M y ~(M' U M) = 0 como E e: A en-
tonces 6-1(B) n F E A* luego 6 s ~-medible.

Asi concluimos que las funciones ll-medi-
bles Y las Ill-medibles coinciden y como los co~
juntos ~-Nulos coinciden con los ~)-Nulos dedu-
eimos que

00 00

L (X,A, u ) = L (X, A ),u 1 ) •

NOTA 3.3. El espacio ~b(X,A,~) es el espacio de
las funciones de conjunto ll-continuas, acotadas,
aditivas de valor escalar definidas sobre A.
L norma de un e emento en ~b(X,A,~) es su va-
r La c i Sn total es decir P,I = V.\(X). -
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TEOREMA 3.4. Sea Cfb(X,A1,fJ1) el espacio de to-
das las funciones de conjunto fJl-continuas,
acotadas, aditivas de valor escalar, definidas
sobre AI' Para cada A E Cfb(X,..A1,fJ1) definimos

co
~A sobre L (X,,A,fJ) pOI'

006 E L (X,A,fJ)

Lntonces la aplicacion ~: A + ~A es una isome-
00 ~'.tria lineal de crb(X,A1,fJd sobre (L (X,,A,fJ))".

co
Demostraci8n. Sea 6 E L (X,,A,fJ) entonces existe
un conjunto N, fJ-Nulo tal que 6(X-N) esta acot~
da pOI' definicion del supremo esencial. Sea
£ > 0, existen conjuntos disyuntos de Borel
A1, ••• ,A en el algebra de escalares tales quen

diam Ai < c , i = 1, 2, ... , n y

6(X - N) c

Como 6 es fJ-medible i) existe M fJ-Nulo tal que
6(X - M) es separable.

ii) VF A.e:: F, fJ(F) < 00 entonces 6
pOI' definicion

V. = 1,2, •.. ,11.
-<.

ft ,',EO: •, i = 1,2, ... ,n,
_ 1

=6 (A·)e::A11-<.
E.
-<.

Escogemos a.
-<.

e:: A. y definimos 6 =
-<. £
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SeaAE: crb(X,Al,fl1) como cada conjunto
fll-Nulo es A-Nulo tenemos que n(X-M) es separa-
ble con A(M) = 0 y ademas como N es fl-Nulo,
es tambien fll-Nulo y A-Nulo luego 6 es ;\-medi-
ble ya que 16( x ) - 6 (x) I < E, \Ix E: X-N enton-

E

ces 6 converge a 6 A-uniformemente; por 10 tanE _
to ~E + 6 en ;\-medida 10 que implica que 6 es
A-medible. Como A(N) = 0 y 6(X-N) es acotada
entonces 6 es A-integrable y ademas

I ~ 6 d A I -'S f I 6 I d V A -'S ~ _ N II 611 00 ,A d V A

+ ~161dVA

esta ultima integral es cero y

f II 611 00 A d V A = II 611 00 A II A II
X-N' ,

entonces

Asl, para cada AE ct'b(X,ft.l,fll)'la e cu a c i on

.006 E: L (X,A,f.!)
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define un funcional lineal acotado ~A sobre
00

L (X,A,).l) ya que

= 116 dAI ~ 1161100 A IIAII,
X '

de donde

(1)

Dado E: > 0, sean E 1"" ,E/1 conjuntos dis-
yuntos en Al tales que

/1

II A II - E: < .I I A ( E -i ) I
A.. =1

can

IA(E.)I > 0,
A..

1I-i = 1,2, ... /1

llamamos
/1

Y definimos 6 = I a'XE_
,£=1 A.. A..

Adem~s ~6~oo = 1.entonces

Ahora II 'fAil > Ii'A(6) =
/1

L a.A(E.) =
-i=1 A.. A..

/1
= I I A (E . ) I > II A II - E , en ton ces II'flA II > II A II - E: ,

• A..
A.. = 1

liE: > 0 luego

De (1) y (2) 0 bten em 0 S ~IfA 1\ :: II A \I. As i elop e-



apuntes de seminario 95

rador ~: A ~ ~A preserva las normas, teniendo
en cuenta la linealidad de l? integral respec-
to al integrando

00 .'.

\fl: Cfb ( X ,;,. 1 , u 1) ~ [L (X,ft., u ) J ..

es entonces un operador lineal que preserva las
normas, por 10 tanto es inyectivo.

Falta ver que ~ es sobreyectivo y asi ten
dremos la isometria buscada.

00 ..'.

Sea entonces ~ E [L (X,A,~)l" veamos que
existe un A e: 'tb(X,..Ai1~I) tal que 1j) = \fA'

Definimos A(E) = ~(XE)' E e: ft.1, A es aco-
tada y aditiva ya que ~ es acotada y lineal.

" A es ll-continua pues si ~(E) = Oentonces
XE = 0 en casi toda parte, luego ~(XE) = 0 =>

A(E) = 0 , entonces A e: "'b(X,A1 ,1l1)'

00Ahora sea 6 E L (X,.A,~) dado c ::- 0, anal~
gamente a la primera parte del teorema podemos
encontrar 6£ = .I aiXE. tal que 6£ ~ 6

.t=1 .t n
Loo(X,.A,ll), ~A(6t) = f6£dA = I a,A(Ei) =

X i=l .t

en
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n
= ljJ( I a. XE .) =

i=l -<- -<-

Implicitamente tenemos que ~A = ljJ para
funciones simples, por otra parte hemos escogi-
do 6 de tal forma que 6( (
tonces ljJ(6) = l~m ljJ(6 ) =

(+0 (

00

+ n en L (X ,A , ]J) en-
l~m J 6 dA = 16 dA
(-r 0 X c X

de manera que ljJ = ~A, y tenemos que ~ es una
is0 met ria 1ineaId efin ida en q-b ( X ,,4 1 ' ]J 1) sob re
[L 00 ( X ,A , ]J ) ] ~', .
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