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A XTENS I ON DEL TEOR MA

o FIJ E ROTHE

VaJL,[o L6pe.z G.

Lus presentes notas, debidas a Potter (1973),
han sido el resultado de varias lecturas reali
zddas durante un seminario llevado a cabo bajo
la direccion de la profesora Lucimar Nova G.

RESUMEN,
Rothe en 1937 probo el siguien e resul-

tado: "Sea B un espacio de Banach, M la bola

unitaria cerrada en B. Si T: M ~ B es una apli

caci6n continua y compacta tal que T(3M) s M,
entonces T tiene un punto fijo". El proposito
es generalizar este resultado a subconjuntos
convexos y cerrados arbitrarios e B.



apuntes de seminario ?7

ALGUNAS DEFINICIONES Y RESULTADOS USADOS.

DEFINICION 1. Sean X un espacfo topo16gico,
A S X y T: A + X; decimos que T es una apLtc.ac.,[on
c.ompac.ta si T(A) esta contenido en algun sub-
conjunto compacto de X.

TEOREMA 1. (Teorema de Schauder 1930).

Sean B un espacio normado, M un subconjunto no
vaclo y convexo de B. Si T:M + M es continua y

compacta, entonces T tiene un punto fijo [6].

DEFINICION 2. Sean X un espacio topo16gico,
Y s X. Decimos que Y e s un ite.tltac.to de. X, si
existe una aplicaci6n continua It: X + Y, tal
que Itly = ,[dy. (It se ~lama una retracci6n).

LEMA 1. Sean B un espacio normado y,
M = {x E BI Ix~ ~ n l . s i It: B + M e st a defini- •
da por:

x si X E M

It( x ) ;;
n.x .fXlr ' Sl x€f. M.

Entonces

(1) It es una retracci6n de B en ~
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(~ se denomina retraccion radial).

(ii) Si ~(X) c ~, entonces ~(x) = X .

(iii) Si X ¢ M, en t o.nces ft( X) €: a( M).

LEMA 2. Sean A un conjunto, X, Y espacios topo-
logicos. Si T: A ~ X es compacta y ~: X ~ Y es
continua entonces ftoT:A ~ Y es compacta.

LEN 3. Sean B un espacio normado y M un subcon
o

j nto convexo y cerra do de B tal que 0 ~ M. El
funcional de Minkowski g: B ~ ~ definido por

9 ( x) = 1 n. 6 {c. > 0 I X e: c.M}

es una aplicacion continua que adem~s cumple:

(i) g(c.x) = c.g(x) para c. ~ o ,

(ii) g(x+lj) ~ 9 ( x) + g(lj),
0

(iii) o .~ g(x) < 1, si X ~ M

(iv) g(x) > 1, si X 1:- M

(v) g(x) = 1 si X e: aM.

(ver (4]y [ 5] ) .
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DESARROLLO DEL TEMA~

TEOREMA DE POTTER. (1973).

Sean B un espacio de Banach y M un subcon
junto convexo y cerrado de B. Si T:M + B es una
apLi cac i on continua y compacta tal que T( oM) c:= M,
entonces T tiene un punto fijo.

Prueba. Sin perdida de generalidad podemos su-
o

poner 0 E M, pues en caso contrario, escogiendo
o

Xo e:: M.

Definimos T : M-xo+ B por T(x-xo) = Tx-xo
la cual satisface las hipotesis del teorema y

o----...o e:: M-xo. Considerando g: B + ~ el funcional
de Minkowski de M y ~: B + M definida por

x
~( X) = max(1,g(x»

~ es una r~traccion radial.

En efecto:

(i) ~ es contin~a pues el maximo de funciones
continuas es continua. Ademas si X e:: M

o ~ g(x) ~ 1 luego ~(X) = x.

o(ii) Si ~(x) E M y ~(X) ~ X, entonces
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xIL(X) = 9TXT yg(IL(X)) = 1, 1uego IL(X) E:aM
(absurdo) por tanto IL(X) = X.

(i-i) Si X ~ M. Por 1a parte anterior IL(X) E:aM_

Luego tenemos e1 sjguiente diagrama

T~ ~ BC'ontlnu
"o~nlacta 1 ~

IL contlnua

_~r\{'t0T
con t ir.u.i
('nmT eta

'toT: M -+ f eo; una a pLi caci Sn continua y compac-
ta lPfinjdd sabre un convexo, no vacio de un es
pacio narmada, 1ucgo por e1 Teorema de Schauder,
IL T tiene un punta fijo: y-

Si Y e: aM como T(aM) s M y IL es una re-
traccion, entonces y = IL(Ty) = Ty.

o 0

s i Y cc: M e n t on ces y = IL(Ty) e:: M y a sI por
(ii)

'LOy) - Tt}

N6tese que a pru d hi,6te.i
oM ;. ~- En c n ('8 M
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y como T(aM) sM = aM; el teorema se reducir1a
al Teorema de Schauder.

*
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