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SOBRE UN EJEMPLO DE ARTIN

Luis E. Giraldo Montes

Si X es trascendente sobre el campo K el
grupo G de los automorfismos de K(x) que dejan
fijo a K esta constituido por los automorfismos

ax + b

d(x) = con ad-be # 0.

Ya,b,e,d Homds; 0 cX +

a,b,c
G es isomorfo al grupo proyectivo lineal de gra

do 2 sobre K,

PLGz(K) = GLZ(K)/{klzl[ZC K*}'

ya que la aplicacidn

a b
c d *%,b,e,d

es un epimorfismo del grupo general lineal de
grado 2 sobre K en G cuyo nficleo es precisamen-

te el subgrupo de GL2(K) formado por las matri=-
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ces escalares no nulas. Usando el Teorema de Ar
tin-Kronecker el cual nos dice que si L es un
cuerpo cualquiera y T un grupo ginito de automor
fismosde L entonces L es extensidn galoisiana
del campo fijo LT de T y el grado de L sobre

LT es [L:LT] = 8(T) (el orden de T), vemos que
si un grupo finito H se sumerge en PLG,(K) pode

mos realizar a H como un grupo de Galois.

En efecto, como T es subgrupo de
Gal(L/LT) (el grupo de Galois de L sobre LT)
y 8(Gat(L/LT)) = [L:LT]
T = Ga((L/LT): todo lo anterior se hace en [2]

6(T) tenemos

como una disgresidn en el transcurso de la de-
mostracidén del Teorema de Luroth sobre Extensio

nes Trascendentes (ver [3]).

El ejemplo usual cldsico debido a Artin

(ver [1]), que ilustra la situacidn anterior es

el siguiente: El1 subgrupo S de G generado por
X 1 y 1
X —>3 » X 71x

es isomerfo al grupo simétrico S3 y un elemento
y de K(x) que genera al campo fijo de S sobre K
(es decir, K(y) = K(x) ) es

(x2-x-1)3

y:
x2(x-1)?2
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por lo tanto S3; A& Gal(K(x)|K(y)).
Las dos preguntas naturales son:

(1) Es cierto que Y e K(x)s ?

(2) En caso afirmativo, cémo hizo Artin para en

contrar tal y?

La veneracidn que yo siento por Artin me
impidid tratar de responder la primera pregun
ta, abordando directamente la segunda: Para ello
recordemos que una manera de producir elementos
o si Tz {tl,...,tm} es considerar funciones
simétricas de los elementos £1(L),...,¢yu(£) para
£ [l. En particular, las funciones simétricas

elementales de dichos elementos

0,(L) = t;(£)+...+tm(£) 0 1T yealfEm sdier L1,

o.(L) = ) t; ()t (&)...t; (L)

g 1€41<. .. <4 jom I3 12 I¢

0, (£) = £1(£)22(L).. .2, (L) = N(£) = Norma de L.

pertenecen a LT para cada £ € L.

Si L como extensidn de K tiene un elemen-

to primitivo & (o sea L = K(n)) y queremos en-
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contrar un £ que genere a LT sobre K, se acos-
tumbra tomar £ = & y tratar con 031(1) y om(n)
que son las mds sencillas. Si no funcionan se
consideran funciones simétricas mas complica-

das.

Ilustremos lo anterior con un ejemplo sen

ciftlo.

PROBLEMA: Determinar el grupo de Galois de
§(x) = x* - 10x? + 1 sobre los racionales Q@ e
ilustrar la correspondencia galoisiana exhibien
do cada campo intermedio entre Q@ y el campo de
descomposicidn L de g(x) como una extensidn sim

ple de Q.

Solucion: Como §(x) es bicuadrdtico sus raices
son las raices cuadradas de las raices de

vZ - 10v + 1 o sea */5%¥2/6 vy ya que (5+2/8)-

-1

(5-2/6) = 1, las raices de §(x) son 4, -n, 1.
i

y -4 si hacemos & = 5+2v/6. Luego L = @(n) y

como f(x) es irreducible sobre Q tenemos

8Gal(f(x)|@)) = [L: @] = u.

Por lo tanto Gal(x"“-10x%2+1/Q) es ciclico o el

cuarto grupo de Klein V.

A continuacidn lo describimos como grupo
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de permutaciones de las cuatro raices para ave-

riguar con cual alternativa nos quedamos:

Raices R n -n n—l -n-l
T,.(R) 1 -1 e -n~?
72 (R) =t “p=* 1 -n
T3(R) -n " -n ! n-t
T4 (R) -n ! ATH -1 "
O .sea

T, = 1id

T2 = (A A ) (-0, -2~ 1)

Ty = (n, -0, -nT

Ty o= (n, -7 )(-n, 1Y)

Por lo tanto Gaf(x"-10x2+1|Q) es V y su diagra-

ma de subgrupos con indices es

N

/
\

De acuerdo al Teorema Fundamental de la Teoria
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de Galois el diagrama de campos intermedios con

grados entre Q@ y L = Q(n) es

L{L} ¢ L4 gt

LT27=q(/3) LT3 o(v/B) LT =q(v/2)
2
2 2
e=1"
<Ta2> =
Como :<t3> ne {bkiyns); “en: b estdn nt1,(n) = 1 y

1
o1(n) = n+n” = /54276 + V/5-2/6 = p, p? = 12,
p = 2V/3 luego L<T2> Q(V3).

En forma similar se puede observar que

ig(vE) 3y LT =i/,

<T3>

L

NOTA: §(x) tiene la interesante propiedad de ser

irreducible sobre @ pero §(x) € Zp[x] es reduci-

ble para cada primo p. En efecto, si p = 2 5
p = 3, F(x) = (x*+1)* . Para p % 5 como
£'(x) = ux3%-20x = 4x(x*-5) = 0 s8i y sbdlo si

x:5:0.8.%% = 5§ y cuando reemplaZamos xzpor 5 en

§(x) obtenemos -2u4 # 0, §(0) = 1 vemos que §(x)
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es separable sobre Zp para p 2 5. Si K(x) fuera
irreducible en Zp, GaZ(Z(x)|ZP) seria ciclico
de orden 4 a lo menos (recordar que todo grupo
de automorfismos de un campo finito es ciclico

y generado por una potencia adecuada del auto-
morfismo de Frobenius) y como GaZ(K(x)IZp) pue-
de considerarse como subgrupo de Gal(§(x)]|Q)
(ver [4]) obtenemos una contradiccidn, luego

4(x) es factorizable no trivialmente en Zp para

p > 5.

Volvamos al ejemplo de Emile Artin:

Para ver que S = <X,Y> % S; basta mostrar que

6(X) =2, 8(Y) =3 y XY =:¥2X (yd que éstaces

la presentacién de S3). Verifiquémoslo:
X Fﬁa-% Hﬁw %% = X luego 06(X) = 2

NG >
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X Fﬁ&; 1 »~11+ LA ) OB Por tanto XY = YZX
y, X S T 5
X
(i o
o (s 2. 0X top g
. 3 33 et 3 7, x *
"l
x.—-)—(—»%, xhi(!;;f—i, r &Y 1-x }

Buscamos un generador z de K(X)S sobre K

(o sea z tal que K(X)S = K(z)) teniendo en cuen-

ta que

[K(x): K(0®] = [K(x): K(2)]

6 6(S)

i

"

gn(Trn(x, K(z))),

y nuestro mecanismo de produccidn de elementos

en K(X)S:

L Lyd f ix-131 %
0 (%) = XV (x) = xegieEhedeTea0) = 1
£=0 §=0
s o 1 %=1 1. oX%
0,(x) = LZO jzo X)) = Xttt v1x =3

Observamos que ninguna de las dos funcio-
nes simétricas mids sencillas nos sirvid,luego

no queda mis remedio que considerar funciones

simétricas mas complicadas:
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) Loodvdyool-[oxE v ool

£,£'=0 §,{'=0

02(x)

(4,§) # (435"

2
% X + N Z(___'_ . 1 X'l
1+t Xl g x(1-x)+ 6 573 Py +
1 . | -X “fgea)®,
L S SR e A 8 +————§——-(—x)

xS +3xt-52 48 -1
li-0t

: S
Si tomamos Z = -03(X) tenemos zZ € K(x)

luego K(z) es subcampo de K(x)S asi

gu(Tn(x,K(2))) = [K(x):K(2)]

(K0 :K(0S] [K0S k(2)]

6 [K(0 :K(2)]

i

(ya que por el teorema de Artin-Kronecker
[K(x) KOS ] = 8(S) = 6) o sea gn(Ina(x,K(2)))36.

6 5 3
x°-3x+5x"-3x+1
s £ 4
Pero de la expresidn Z XZ(1-%) 2 se de

duce que X es raiz del polinomio

g(8) = (85-345-28"+(22z+5)4%-24%-35+1) < K(z)[4]

luego de necesidad g(4) = Tan(x,k(z)) vy
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 JEve [K(x)s: K(Z)] 6 sea K(x)S = K(z) y tenemos

que Zz es un generador de K(x)s sobre K

p ; 6 ST T
Como (seglin Artin) Y = (-7 e8 tam-
bién generador, entonces K(z) = K(y) de donde

gn(Ian(y, K(z))) = 1 1lo que induce a sospechar
que z y ¢y deben coincidir. Para tratar de veri

ficarlo calculamos (x%2-x-1)°3 y obtenemos
(x2-x-1)°% = x%-3x%+5x%-3x - 1.

0 sea que las expresiones de z y y solo
difieren por el signo del término constante de

sus numeradores!

Esto me hizo revisar las operaciones para
encontrar el error aritmético que yo habia come
tido. Al no encontrar el error busqué la Trespues-
ta a la pregunta <&y € K(x)b? Como 8i=" <X, ¥Y>
bastard ver que Yy es invariante tanto por X co-

mo por Y

3 v 433 (1{l_ g L 3
_0¢-x-1)? X ((-x-1) _ (-x"-x41)

Y= XZ(X“l)Z (1)2(1_1)2 x2(1_x)2 f Y
X X

Por ende y ¢ K(x)s. Pero como fdcilmente

2 3
¥ -x+1 " : .
se verifica que Sé——5~—%— es invariante bajo
x2(x-1)

X ello 1lleva a pensar que hay un error de sig
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no en mis apuntes y que el Y que Artin pensd es
(x*<ke¥) L
x2(x-1)2

Aplicamos Y a este w:

en realidad w .

Luego K(w) = K(X)S y es cierto lo del error de
signo en mis apuntes. A continuacidén verifiqué
que z es invariante bajo X y bajo Y de donde
K(w) = K(x)S = K(z) 1o que confirma que Z es

también generador.

Como (x2-x+1)3 = x®-3x%+6x*-7x*+6x?-3x+1
tenemos zZ # wy continla sin respuesta la segun-
da pregunta natural. Surge otra pregunta inte-

resante:

Como K(w) = K(z) tenemos que w € K(z) lue
go existen @ ,...,a,, bo,...,bm en K tales que
n
a. e, ¥t . «+a_ 2
g 1 n
(a, # 0 # b))

w = ST
bo+blz+"'+bmz

La pregunta es cb6bmo hallar los a; ¥ los

Usando las primeras idecas de la demostra-

cidn del Teorema de Luroth simplificamos conven
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a0+alz .
ciéndonos W = E;:E;E (ay o0 F by) y luego
por tanteo vemos que W = Z + 6 vislumbrando asi

la respuesta @ la segunda pregunta natural.

td
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