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SOBRE UN EJEMPLO DE ARlIN

LuJA E. G-i.Jta£do Mon;tef.,

Sf x es trascendente sobre el campo K el
grupo G de los automorfismos de K(x) que dejan
fijo a K esta constituido por los automorfismos

ax + b
(j b d don de (J b d ( x ) = d con ad - bc. i O.a.,.',c., a, ,c., c x »
G es isomorfo al grupo proyectivo lineal de gr~
do 2 sobre K,

PLG2(K) = GL2(K)/{kI2Ike: K~':l,

ya que la aplicaci6n

~ (Ja,b,c.,d

es un epimorfismo del grupo general lineal de
grado 2 sobre K en G cuyo nucleo es precisamen-
t~ el subgrupo de GL2(K) formado por las matri-
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ces escalares no nulas. Usando el Teorem deAr
tin-Kronecker el cual nos dice que si L es un
cuerpo cualquiera y T
fismosde L entonces L
del campo fijo LT de
LT es [L:LTJ = EJ(T)

si un grupo finito H

un grup.o 6in..-[;to de automor
es extension galoisiana

T y el grado de L sobre
(el orden de T), vemos que
se sumerge en PLG2(K) pod~

mos realizar a H como un grupo de Galois.

En efecto, como T es subgrupo de
GalCL/LT) (el grupo de Galois de L sobre LT)

y 8 ( Gal ( L / L T ) ) = [L:LTJ = 8(T) tenemos
T = Gal ( L / L T ) : todo 10 anterior se hace en [ 2 ]

como una disgresion en el transcurso de la de-
mostracion del Teorema de Luroth sobre Extensio
nes Trascendentes (ver [3]).

El ejemplo usual cl&sico d~bido a Artin
(ve r [1]), que i1ustra las ituacion an te r ior es
el siguiente: El subgrupo S de G generado or

X 1
X--

X

y
X-

1
i-X

es isomorfo al grupo simetrico S3 y un elemento
y de K(x) que genera al campo fijo de S sobre K

S(es decir, K(y) = K(x) ) es

y =
(X2~x-1)3

X2(X-i)2
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por 10 tanto Ss % Gal(K(x)IK(y».

Las dos preguntas naturales son:

S(1) Es cierto que y E K(x) ?

(2) En caso afirmativo, como hizo Artin para en
contrar tal y?

La veneracion que yo siento por Artin me
impidio tratar de responder la primera preguE..
t a , abordando directamente la segunda: Para ello
recordemos que una manera de producir elementos
en L T siT = {t 1 ••.• , tm} esc 0 nsid era r fun cion es
sim~tricas de los elementos tl(l), ...•tm(l) para
l E L. En particular, las funciones sLm et rLc as
elementales de dichos elementos

pertenecen a LT para c da l E L.

Si L como extension d K tiene un elemen-
to primitivo n (0 sea L = K(n» y queremos en-
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Tcontrar un i que genere a L sobre K, se acos-
tumbra tomar i = h Y tratar con 01(h) y 0m(h)

que son las mas sencillas. Si no funcionan se
consideran funciones sim~tricas mas ~omplica-
das.

Ilustremos 10 anterior con un ejemplo sen
cillo.

PROBLEMA: Determinar el grupo de Calois de
6( x ) = x " - 10X2 + 1 sobre los r a o i o n a Le s (Q e

ilustrar la correspondencia gClloisiana pXhihie~
do cdda campo intermedio entrp. ~ y el campo de
descomposicion L de n(x) como una extension slm

pIe de ({l.

Soluei6n: Como n(x) es bicuadratico sus raices
son las ralces cuadrad
v2 _ 10v + 1

(5-216) = 1, las ralces de

las raices de
y ya que (5+2~)·

-1
n(x) son h, -h, n.

_ 1

y-h si hacemos h = 5+2 6. Luego L = <\l(h) y

como 6(x) es irreducible sobre ({l tenemos

8( Gai ( 6 ( x ) I (Q )) = [ L : = 4.

Por 10 tanto Gae(Xlf-10x2+1/~) es clclico 0 el
cuarto g upo de Klein V.

A continuacion 10 describimos como grupo
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d~ permutaciopes de las cuatro raices para ave-
riguar con cual alternativa nos quedamos:

Ra Ice 5
- 1 - 1

R Jt -Jt Jt -Jt

T 1 ( R ) Jt -Jt Jt- 1 - 1-Jt
T2(R) - 1 _Jt-1Jt n: -Jt
T3(R) -Jt Jt _ n. - 1 Jt - 1

'[Ifon - 1 Jt-1 -Jt n:-Jt

0 sea
T 1 = id

-< 1 -i: - 1 )T2 = ( n. , Jt ) ( -Jt ,_ 1 _1
T 3 = ( n. , -Jt)(Jt , -Jt )

- 1 - 1TIf = ( Jt , -Jt )(-Jt, Jt )

Por 10 tanto Gat(xlf-l0x2+11~) es V y su diagra-
rna de subgrupos con indices es

De acuerdo al Teorema Fundamental de la Teoria
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de Galois el diagrama de campos intermedios con
grados entre ~ y L = ~(~) es

~(~)

2

<T >L 2 =Ql( 13') <T >L 4 =Ql( 12)

2

2

En forma similar se puede observar que
L <T 3> = Cll (16) y L < T 4 > = (l,l ( 12') .

NOTA: 6(x) tiene la interesante propiedad de ser
irreducible sobre (Q pero 6( x) lL: l;r-JXJ es reduci-
ble para cada primo p. En efecto, si p = 2 0
P = 3, 3(x) = (x2+1)2 Para p ~·5 como
6'(x) = 4x3-20X = 4x(x2-5) = 0 si Y solo si
X = 0 0 X2 = 5 Y cuando reemplazamos x2por 5 en
6(x) obtenemos -24 ~ 0, 6(0) = 1 vemos que 3(x)
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es separable sobre £ p para p ~ 5. Si b( x ) fuera
irreducible en £P' Gaf(b(X)/£p) seria ciclico
de orden 4 a 10 menos (recordar que todo grupo
de automorfismos de un campo finito es ciclico
y generado por una potencia adecuada del auto-
morfismo de Frobenius) y como Gaf(n(x)l£p) pue-
de considerarse como subgrupo de Gal(6(x)I~)
(ver [4]) obtenemos una con t rad i cci Sn , luego
n(x) es factorizable no trivialmente en £p para
p ~ 5.

Volvamos al ejemplo de Emile Artin:

Para ver que S = <X,Y> % S3 basta mostrar que
veX) = 2 , 8 (Y) = 3 Y XY = y2X (ya que esta es
la presentacion de S 3 ) . Verifiquemoslo:

X 1 X 1 luego 8(X) 2X

~

X =
X2

Y 1 Y 1 1- .1- y 1
X ~ = ~yxl-X 1 X

1--1--X l-X

y3 lu go 8( Y) = 3

Y 1 X 1 X
X ~ i-X r.-- .• --1 = X-l

l-X
XY



apuntes

X 1
X~-
~ x

x
x-i

s {X
-<. Y 1 y2 .1(-1

= ----- X, X ~ i-X' X --- --Jr. •
X 1 Xy X Xy2

11-.J( }X t----+ X' X ~-- X ~
x-i'

(0 sea

SBuscamos un generador Z de K(x)

z tal que K(x)S = K(z» te~iem~~
so re IK.

en C1lllel!ll-

ta que

6 = e( S )

= g~(I~~(x, K(z»),

y nuestro mecanismo de produccion ~e elemeDt~s
en K(x)S:

1 2
°6(X) =n n (xiy])(x) 1 x-i:ll X

= X·---·---·-·----(l-~) = 1
i=O ]=0 i-x x :r :1'.-1

1 2
o 1(X) I I (X-<-yJ )( x) 1 x-i 11 :I'. + 1.-~ 3= = X+-+-+--'~ =

i=o ]=0 i-x X X x-l1

Obs0rvamos que ninguna de las dos n io-
nes simetricas mas sencillas nos sirwi621ueg~
no queda mas remedio que considerar £1lll1!ll iones
simetricas mas compli~adas:
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1 2

:; I L
i-,i-'=O i,i'=o

{ [ (xi-yi ) ( x) ] • [ (xi.' yi' ) ( x) ] }

X X
2 1 x-1

:; 1 + 1-X+ x-1+ X_1+X(1-X)+ X(1-X) + ~ +

1 1-x -1 -x _(1-X)2+
+ x-1 + X- + X + (1-X)2 + 1 + 1 + X (-x)

_x5+3x5_5X3+3X -1- .

X2(1_x)2

Si tamamas z:: -02(X) tenemas z e: K(x)S
Sluega K(z) es subcampa de K(x) asl

g~(I~(x,K(z») :: [K(x):K(z)]

:; [K(x):K(X)S] [K(x)S:K(Z)]

:: 6[K(x)S:K(z)] ,

(ya que par el tearema de Artin-Kronecker
[K(X):~(X)S]:; 8(S) :: 6) a sea gJt(IM(x,K(z»)~6.

x6-3X5+5X3-3X+1
x2(1-X)2 se dePero de la expresi6n z :;

duce que X es ralz del palinamio
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1 = [K(x)S: K(z)] 6 sea K(x)S = K(z) y

z es un generador de K(x): sobre K
tenernos

que

Como (segun Artin)
(X2_X_l)3

tj = x2(X-1)2

K(z) = K(y) de

es tam-

generador, entonces donde
g~(I~~(y, K(z))) = 1 10 que induce a sospechar
que z y y deben coincidir. Para tratar de verl
ficarlo calculamos (x2_X_l)3 y ob enemas

o sea que las expresiones de z y y solo
difieren por el signa del t~rmino constante de
sus numeradores~

Esto me hizo revisar las operaciones para
encontrar el error aritmetico que yo habia come
tido. Al no encontrar el error busque la respues-
ta a la pregunta ltj E ~(X)S? Como S = <X,.Y>

bastara ver que y es invariante tanto por X co-
mo par Y

(X3_X_l)3
tj = X2(X-·l)2

ende S Pero facilmentePar tj ¢ K(x) . como
verifica (x2-X+1)3 invariante bajase que X 2 ( X'-l ) 2 es

X ella lleva a pensar que hay un error de si~
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no en mis apuntes y que el Y
realidad (x2_X+l)3_

x2(X-l)2 w.

que Artin penso es
en

Aplicamos Y a este w:

Y
W l-----+

1 2 1 3
( ( 1=X ) - .r:x + 1)
1 2 1 2

( 1- X) (l~X - 1)
= w

Luego K(w) = K(x)S y es cierto 10 del error de
s~gno en mis apuntes. A continuacion verifique
que z es invariante bajo X y bajo Y de donde
KCw) ~ KCx)S = KCz) 10 que confirma que z es
tambien generador.

Como (x2_x+l)3 = x6_3x5+6X4_7x3+6X2_3X+l
tenemos z , w y continua sin respuesta la segun-
da pregunta natural. Surge otra pregunta inte-
resante:

Como K(w) = K(z) tenemos que w E K(z) lu~
go existen a

O
, ••• ,a/1' bo, ... ,bm enKtales que

/1aO+a1z+ ... +a/1z
w = m ca/1 1 0 f bm)bO+b1z+ ... +bmz

La pregunta es como hal1ar los a. y los
-t

Usanda las primeras ideas de la demastra-
cion del Teorema de Luroth simplificamos conven
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aO+a1z

bO+b1z
por tan teo vemos que w = z + 6 vislumbrando aSl

w =ciendonos

la respuesta a la segunda pregunta natural.

,;':
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