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UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE DE DIMENSION 5

Chwuan ChaJUUeA

INTRODUCCION,

El proposito de este articulo es mostrar
que el conjunto de las sinusoides del plano re-
presentadas por la ecuacion

lj c.0.68+x .6e.n8 = U+V .6e.n {W(x c.0.68 - lj -6en8 ) +'f}

donde x, lj son las coordenadas cartesianas, es
una variedad de dimension 5. Nos limitaremos
a las "verdaderas" sinusoides que corresponden
a v # 0 y w # o.

II INTERPRETACION DE LOS PARAMETROS (u,v,w,8,~)

Sea
S(u,v,w,8,'f) =
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= {(x,Y)ER2IY eM e + x;.,e.n e =
u + V MJ1 [w(x cos e - Y ;.,e.n. e) + If]}

1. S(O,l,l,O,O) = {(X,Y)E]R21Y = ;.,e.n x l

Y

---r---~--~------+---~x

2. S(O,v,1,O,O) = {(x,Y) E]R2!Y = IJ .6e.n. x l

v > °
v

1

x

-1

v representa la"amplitud de onda".
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3. S(O,V,W,O,O) = {(X,y) E:R2IY = V .6e.n. WX}

2TIEn este ejemplo el periodo es T = w que puede
ser interpretado como la"1ongitud de onda"

y
v

v > 0

4. S(O,v,w,o,'f') = {(x,y)e::p2IY = V .6V'l (WX+'f)}

y
V > 0

x

~puede ser interpretado como la fase inicial.
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5. S(u,V,W,o,'f) = {(X,tj)e:R2Iy = u+v .6e.n(wx+'P)}

Debemos transladar la grafica precedente a 10
largo del eje tj una cantidad u.

u > 0 v > 0

tj

x

S(u,V ,w,e ,'P) = {( X,tj) e:R21 Y c.0-68+ X -6e.n8 =

u+V -6 e.n [we X c.o-68 - tj c o s e ) + '1'] } .

Sea X Y un sistema de coordenadas con

y = u + V -6e.n(w X+ 'f).
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Aplicamos la rotaci6n de &ngulo e.
Sean (x,y) las nuevas coordenadas. Entonces

(X) = (CO.6 a - .6 en. e)' (X) = (X
Y .6e.n. a +COI.> e y x

COl.> e - y l.>el1 ae)
.6 en. 8 + Y C.OI.>

Como Y = u + V I.>en. (w X + 'f)

Entonces

X l.>en.8 + y cOl.>8 ;: u+v I.>e.n{ w(x c..o.o8 - y .oen.8) + 'f}

\l-Y Y
\
\

U+1r
\
\
\
\
.\
\
\
\

..-~
If-~ __ ,,\ .x X
W __,--\ \
" \_, -'

~.

I v I
\

\--:::~-=-----':'--j71F-----L.--~~\-+-..L_~ X,
\ \

\
\

U + VI.>e.n.'P

.U ,.-,.....'
.;-

,'",'"

,,
,,,
\ "U ~,',,
\

\
\
\

_.::>?
\ ..
\ "\ \

. \ '.

\ " "...,...-:-
~~

"...,.

\,
\,



34 apuntes

III CONSTRUCCION DE UNA RELACION DE EQUIVALENCIA.

El problema plante ado en esta seccion es
el siguiente: Dado (u,v,w,e,~), encontrar
( U I ,v' ,W I ,e I , 'fl') tal que

S(u,v,w,e,lf) = S(u' ,v' ,W' ,8' ,If').

Un analisis de la representacion grafica
de S(u,v,W,e,~) nos indica que:

I u I = I u I , I V I = I v ' I , I W I = 'w'lI ,

e I = 6 + 2 I<.'IT, 0 , e' = e + (2 I<.+ 1 ) 7T (una vuel
ta 0 una semi uelta)

i' =! '1'+ 21<.7T, 0, 'fl' = ~~+ (21<.+1)'[f

1. e'::: e [21<.7T] o ~ e < 27T, 0 ~ ~ < 27T

S ( u' .v I ,W' ,e + 2 1<.7T, If") = {( X , Y ) E: lR 2 I x -6en (e+21<.7T)
+ y c.0-6(8+21<.7T)

= u'+v'-6en{w'(x C.0-6(e+2I<.n)-y -6en(8+2k.7T»+~IJl

= {(x.,y) E,R2j x -6ene +yC.O-6e = u'+v' -6en

{W'(X C.O-6e-y -6ene) + 'f}}

Luego
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s (u , v ,w , 8 , 'f) = s (u' , V I ,W' ,8+ 2k:rr , f" )

si y s610 si

u' + v' -6e.n{w' (x c.o-68 - lj -6e.n8) + ~,}

= u + v -6e.n{w(x c.0-68 - lj -6e.n8) + \.fl}

entonces
u = u'

1.1. La primera posibilidad es

V I = V

W' = W

\fl' = ~ + 2k.'TI

es decir

s ( u " v , W , 8 , If) = S ( u , v , W , 8 + 2 k.TI , If + 2 k. ' TI )

1.2. Podriamos cambiar 'f> por - ~, es de-
cir transformar la sinusoide en su simetrica
con respecto a la recta (u,e). Luego -para re-
encontrar la misma sinusoide basta cambiar V

por -v, y para que el punto -~/W, de la recta
(u,e) no varie reemplazar W por -W entonces
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S(u,v,w,e,~) = S(u,-v,-w,e+2kn,-~+2k'n)

1.3. Si a ~ Ie surnarnos (2k+1)n hay tarnbien
transforrnacion de la sinusoide.

v'-6en 'P' = -v';.,en'f' 1uego se necesita cam
biar v por -v, es decir

S(u,v,w,e,'f) = S(u,-v,w,e+2kn ,'f+(2k'+1)n)

1.4. Si a - \f Le surnarnos (2k+1)n entonces
v';.,en'f' = v';.,en\f' 1uego

S(u,v,w,e,'f) = S(u,v,-w,e+2kn,-'f+(2k'+1)n)

2. e'::: e [(2k+1)n] a ~ e ~ 2n, a ~ ~ < 2n

Haciendo e1 rnisrno tipo de consideraciones georn~
tricas y trigonornetricas, tenernos

S(u,v,w,e,'fl) = S(-u,-v,-w,e+(2k+1)n ,'f+2kn)

= S ( - U , v , -w , e + ( 2 k + 1 ) 7f, If + ( 2 k + 1 ) rr )

= S(-u,v,w,e +(2k+1)n, - "f'+2Rn)

= S(-u,-v,W,e +(2k+1)n, -'P+(2k+1)n)

3. Existe una re1acion de equiva1encia R
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sabre JR.#: = {(U,V,W,e,\f') I v f 0 y W 1- O}
tal que

(U,v,W,e,'P) R (U',v',W',e','fl')

si y s610 si S(u,v,W,e,'f) = S(u',v',W',e','f')

De 1 Y 2 tenernos que

(u,V,W,e,~) =

{(u,V,W,e + 2R.n, 'f + 2R.n) ,

( U , - V , -W , e + 2 R.n , - If + 2 R.' rr ) ,

(u,-V,W,e + 2R.lf, 'f+ (2R.'+1)n) ,

( - U , - V , -W , e + (2 R.+ 1 ) tr , 'f + 2 R.n ) ,

(-u,V,-W,e + (2R.+l)n,'f+ (2R.'+1)n),

(-u,V,W,e + (2R.+1)n, - '?+ 2R.n) ,

(-u,-V,W,e + (2R.+1)n, -'1'+ (2R.+l)n)}

IV CONSTRUCCION DE UN ATLAS SOBRE
{S(U,V ,w,G ,tf) I (u,v ,W,e ,\fJ) e: ~#

5
P = F#

(u,V,W,e,'fJ) ----~~ (u,v,w,e,~)-
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donde Vs est a provisto de la topologia cociente,
es decir la topologia mas fina que hace que p
sea continua (entonces lOs abiertos de Vs son

-1los conjuntos A tales que p (A) es un abierto
d . s )e R# .

p es sobre perc no es uno a uno. Sin embar
go existen abiertos 6i de R# tales que Pl6i es
uno a uno y los p(6.) = u. forman un sistema de

,{. ..(.

abiertos que recubre a Vs

Por la construcci6n misma de las clases,
existe siempre un unico representante

(u'v'W'8''f') E (u,v,w,e,'f), , , ,

con v' y w' positivos y

c: .: Ij
6
~ 'f <

podemos recubrir [O,2TI) con los abiertos siguie~
tes 11 = (-n/2, 1T/2), 12 = (O,Tr), 13 = (n/2,3n/2),

1~ = (n,2n) entonces

lli={(u~lR, V>O, W>O, GElp' fe::lk.)P,k.=

1,2,3,4}
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Luego los p. :: p 16 .: 6. --- U. son ho-
.{. .{. .{.

rneornorfisrnos .{.
y

16

U U. :::> Vs
..i.:: 1 .{.

Sea -1A :: {( U . , p. )/ ..i. :: 1,,,16}
.{. .{.

para establecer si A es un atlas sobre Vs' solo
falta verificar las relaciones de compatibili-
dad (cambio de cartas)

lJ. .-c , j
-1 -1-1p. (u . n u.) :: p. (u.) n p (u.)
.{. .{. j .{..{. j

6. es un abierto de RS •
.{.

P-1(u.) es b iun a lerto puesto que p es
j

continua.

-1 sLuego p. (11. n u
j
.) es un abierto de lR •

.{. .{.

Mostremos que el cambio de cartas se hace de
rnanera sua ve

-1 -1v . op.: p.-(u. n u.)
j .{. .{. .{. j

(u,v,w,8,t,p) -- (u',v',w',8','f')

-1per 0 ( u ,V , W , e , 'f) E: P..i. '», n 11j) C I:::. ..i. entonces
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v, W son positivos.

Lo mis.mo sucede con (u' ,v' ,W' ,8' ,"P') en-
tonces

-1
P j 0 P -£ = (6 1 ' 6 2 ' 63 ' 64 ' 6 5 )

con
1) 1 = ± 7T 62 = 7T 2 ' 63 = 7T 3 ' 64 = ;to 7T4 '1

65 = ;t'o7Ts

donde los 7T. son las proyecciones sobre la
.{.

~-esima coordenada y ;t, t' son translaciones.
Estas aplicaciones sonde clase coo, luego el
cambio de cart as se hace de manerasuave.

Tomando el atlas maximal correspondiente
obtenemos una estructura de variedad diferencia
ble de dimension 5 de clase COO sobre V5 ,

V CONCLUSION,

El conjunto de los mo~imierttos armonicos
simples del plano constituye una variedad de di

00mens ion 5 de clase c .
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