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UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE DE DIMENSION 5

Chruistian Charvlen

I INTRODUCCION.,

El propdsito de este articulo es mostrar
que el conjunto de las sinusoides del plano re-

presentadas por la ecuacidn
y cosb+x send = utv sen {w(x cosd - y send ) +¥}

donde X, Yy son las coordenadas cartesianas, es
una variedad de dimensidn 5. Nos limitaremos
a las "verdaderas" sinusoides que corresponden

av 0 y w#O.

11 INTERPRETACION DE LOS PARAMETROS (u,v,w,6,+¥)

Sea

S(u,v,w,0,9¥) = -



30 apuntes

= {(x,y)=R?*|y cos 6 + x sen 6 =

w+ v sen [w(x cos 8 - y sen 8) +9]}

1. S(0,1,1,0,0) = {(x,y)eR?|y = sen x}

1#

2. S(o,v,1,0,0) = {(x,y) eRr?|Y = v sen x}

v > 0
y;\
v
# > X
m
-1 4
N\,

V representa la"amplitud de onda".
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3. S(o,v,w,0,0) = {(x,y)eR?|Y = v sen wx}
. - 2m
En este ejemplo el periodo es T = W due puede
ser interpretado como la'"longitud de onda"
YA v >0
V1-
/ > X
ol
w

4. S(o,v,w,0,9) = {(x,y)eR?2|y = v sen (wx+¥)}

y
] v > 0
V]
vaenv
/ s
- ¥/w L 4
w

@ puede ser interpretado como la fase inicial.
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5. S(u,v,w,0,9) = {(x,y)eR*|Y = u+tv sen(wx+?)}

Debemos transladar la grafica precedente a lo

largo del eje y una cantidad u.

utv

u+vsent)

6. S(u,v,w,8,¥) = {(x,y) €eR?|Y cos6+ x senb =

utv sen[w(x cosd - y cosd) +'P]}.

Sea X Y un sistema de coordenadas con

Y = u + v sen(w X+ ¥P).
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Aplicamos la rotacidén de &dngulo 0.

Sean (x,Y) las nuevas coordenadas. Entonces
X cos 0 -sen 6 X X cos 6 -y sen O
y)  \sen 6 +cos 6><y "\ x sen 6 +y cos 0

Como ¥ = u + v sen (W X + ¥)

Entonces

x senb + y cos8 = utv sen{ w(x cos8 - y send) + 9}

'y )Y
utrv=
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CONSTRUCCION DE UNA RELACION DE EQUIVALENCIA,

El problema planteado en esta seccidn es

siguiente: Dado (u,v,w,0,¥), encontrar

(u'",v',w',08',¥) tal que

de

S(u,v,w,8,¢) = S(u',v',w',0',¥").

Un andalisis de la representacidén grafica

S(u,v,w,0,9) nos indica que:

6 + 2ku 6, OV 04 (2R +1)m (una vuel

2

]

1 O una semivuelta)

t

Tw+ 2km, 6, P =1+ (2k+1)m

1. 0" =0 [2kn] 00 <2m, 0<¥Y<oom.

S(u',v',w',0+2km,P") = {(x,y)ermzlx sen(0+2km)
+ y cos(0+2kRm)

u'+v'sen{w' (x cos(0+2km)-y sen(6+2km))+¥'}}

{(X,y)e:Rzlx senb +ycos® = u'+v' sen

{w'(x cos6-y send) + 1}

Luego
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S(u,v,w,0,9) = S(u',v',w',0+2km,¥")
si y sblo si

w' + v' sen{w' (x cosd - y send) + '}
= u + v sen{w(x cos6 - y send) +¥P}

entonces

1.1. La primera posibilidad es

v! = v
w' = w
Wy =\ 40k Y1

es decir

S(u,v,w,6,¥) = S(u,v,w,0+2kRT,\p +2k"'m)

1.2. Podriamos cambiar P por -9, es de-
cir transformar la sinusoide en su simétrica
con respecto a la recta (u,0). Luego para re-
encontrar la misma sinusoide basta cambiar Vv
por -v, y para que el punto -¥Y/w, de la recta

(u,06) no varie reemplazar W por -wW , entonces
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S(u,v,w,6,¥Y) = S(u,-v,-w,0+2krT,-P+2kR"'mT)

1.3. Si a ¥ le sumamos (2k+1)T hay también

transformacidn de la sinusoide.

v'sen P' = -v'sen'P luego se necesita cam

biar v por -v, es decir
S(u,v,w,0,¥) = S(u,-v,w,0+2km P +(2kR"'"+1)m)

1.4. si a -¥ le sumamos (2kR+1)T entonces

viseny' = v'sen'? luego

Stu,v,w,0,%9) = S(u,v,-w,0+2ky,-P+(2k"+1)m)

2m, 0< P < 2m

N

2. 0'= 06 [(2k+1)T7] o0<x 6

Haciendo el mismo tipo de consideraciones geomé

tricas y trigonométricas, tenemos

S(u,v,w,0,¥) = S(-u,-v,-w,0+(2k+1)qy ,¥P+2k m)

1

S(-u,v,-w,0+(2k+1)nw, ¥ +(2k+1)™)

n

S(-u,v,w,0 +(2k+1)m, - P+2kmw)

i

S(-u,-v,w,06 +(2kR+1)m, -P+(2k+1)m)

3. Existe una relacidn de equivalencia R
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sobre R; = {(u,v,w,8,9) | v Z0ywi# o0}
tal que

(u,v,w,0,9) R (u',v',w',0',9")

si y sélo si S(u,v,w,0,¥) = S(u',v',w',0',¥")
De 1 y 2 tenemos que

(u,v,w,0,9) =

[(u,v,w,6 + 2T, P + 2kT ) ,
(u,-v,-w,0 + 2km , -P+ 2k'TW) ,
(u,-v,w,0 + 2km,p+ (2R"+1)W) ,
(u,v,-w,0 + 2km, ~¥+ (2kR'+1)7),
(~u,-v,-w,0 + (2k+1)7, Q9+ 2km),
(-u,v,-w,0 + (2kr+1)W, 9+ (2kR'+1)m),
(-u,v,w,0 + (2k+1)T, -+ 2kw) ,

(~u,-v,w,0 + (2k+1)m, -+ (2k+1)m)}

IV CONSTRUCCION DE UN ATLAS SOBRE

{S(u,u,w,@,*{’)l(u,V,W,e,‘P)’:R; }
RS

ea p=R; — Vs =

(u,v,w,8,9) — (u,v,w,0,v)-

37
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donde Vs esta provisto de la topologia cociente,
es decir la topologia mds fina que hace que p
sea continua (entonces 10s abiertos de Vs son
los conjuntos A tales que p—l(A) es un abierto

5
de R# ).

p es sobre pero no es uno a uno. Sin embar

go existen abiertos A. de R tales que p| es
L # Ag

uno a uno y los p(Ai) = W forman un sistema de

abiertos que recubre a Vs

Por la construccidn misma de las clases,
exi=ste siempre un Unico representante
(u'v'w'6'®) « (u,v,w,06,%)

con v' y w' positivos y

0 € @ <% 0 € Y.<
( 5 ) ;
mT< 6 < 2 Y mT< Y < 27

podemos recubrir [O,QH) con los abiertos siguien
tes Iy, = (-n/2, w/2), 1, = (O,m), I3 = (n/2,3n/2),

I, = (m,2m) , entonces

A, ={(uerR, v>0, w>o0, 0el

£ p: \Pelk) pak i

1,2,3,u4}
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Luego los p. = —> U . son ho-
A A

Phajisty
meomorfismos y o g

&, DV
: A 5
£=1

Sea -1
A = {(u/(:, P&» )/ L GE 1,9516} D

para establecer si A es un atlas sobre VS, solo
falta verificar las relaciones de compatibili-
dad (cambio de cartas)

-1

~1 -1
4’ P (ui)ﬂp (u:)

J

1

(uL. n uj-)

£, 4
-1

:Ainp (uj)

AL es un abierto de R®.

-1 . .
P (u.) es un abierto puesto que p es continua.

i

Luego pil(ui n uj) es un abierto de R®.

Mostremos que el cambio de cartas se hace de

manera suave

-1 -1

I - o .
P A

P opy:

-1
p (uL.n uj-) —p. (uL.n “j)

]
(u,v,w,8,9) —> (u',v',w',8',¥")

pero (u,v,w,ﬁ,\P)cpzl(uL- n uj)cAA', entonces
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V, W son positivos.

Lo mismo sucede con (u',v',w',0',¥') en-

tonces
-1
pj Opi = (61a6296.3364165) s
con
§,: = ¢ T s 62 A e 63 Ny, i, BiBeWl
65 = »t'o'ﬂ's

donde 1los WL son las proyecciones sobre la

{-ésima coordenada y £, &' son translaciones.
. . (e}

Estas aplicaciones son de clase ¢ , luego el

cambio de cartas se hace de manera suave.

Tomando el atlas maximal correspondiente
obtenemos una estructura de variedad diferencia

ble de dimensidén 5 de clase ¢® sobre V?®,

V CONCLUSION,

El conjunto de los movimientos armdnicos
simples del plano constituye una variedad de di

e [e o]
mensidn 5 de clase ¢ .
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