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NO HAY PLANOS PERPENDICULARES EN TRES DIMENSIONES

Alberto CAMPOS

I. AXIOMATIZACION EN EUCLIDES Y EN HILBERT

Sa supone qua Euclidea compueo loa Elementos de La

Gaometria, siguiendo loa preceptoa de Aristoteles , por

eso, as muy difioil hallar una explicacion para ciertos

procedimientoa que alIi figuran y qua contrarian las ensa

~anza8 del fi1680fo en algunos puntos de logioa. Es al

oaso de las definiciones. En divaraos lugares ense~a ~l

qua no se puede definirlo todo y que la definioion decla-

ra la esencia de las oosas, sato segundo agrava la 8i-

tuaoion dado que Euelidea no se atiane a 10 primare •

Llega a forjar dafiniciones oomo 1a del Angulo, que til

da Bourbaki I liestan oonfusa 8 inutilizable como las

que da de reota 0 de plano". El mismo Euolides no las

emplaa posteriormente, por 10 que Blanoh~ (L'Axiomati-

que. 1959 • PUF. Paris. 102 pp.) en el parAgrafo 5
del primer oapitulo, conoreta una or!tioa, apoyada ert



una.observao i Sn de Leibniz I f1Eetadisoordanoia entre las

propiedadea enunoiadaa an la pseudodef1nioi6n y las propie-

dades efeotivamente utilizadas de8pu~s, conatituye una

faita l6gioa grave, porque haoe nacer una 80specha sobre

La identidad de la nooi.6n; qu~ nos ase gur-aque La recta

de 1a que hablan 108 teoremas 8S exaotamente la rniama que

In que la definioion estaba enoargada de introduoir ? " ~

E1 CarAoter inmutable de las definioionsB, por ser como

refleJoB de la easncia de lao oosae, e8 10 que haae mas

en las 23 definioions. del 11
- --

bra ~rim~ro, de 1a reduooion a nooiope, que sS llaman 60-

tualmente, terminoa no definidos •

En la axio~ati~aci6n de Hilbert de 1& gsometria •

paradigms ~e 180 matematioa oontemporanea, las noatons. de

pun to , reota, plano Bon 108 termino. no definido8 , 1

no oonllevan un oontenido determinado. ~s 1. Baometr!a p~

r~ f de la oual pueden obtener8e geometrias ~pltQad~, ••-

diante oiertas ~nt.rpretaoione.. Que punt0 , 09~o ~'rm1-
,

no no detinido, 8. vaol0 1 4ue ha de tomar •• Gomo una .,-

pe oIe de variable, ,uede ""ree porque admi te v~rilt:'real!

zaaiones. Punto puede ear un nUmero real par. 1& '-ome-

tria de 1. reota, una pareja de n~ero. ~a18' par. 1&
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geometrta del plano, una tripla de nlimerQs r-e a.Ie s para la

geometria del espao-ro tridilllQll:aiona.lComo esta aplica-

oi6n entre puntos y ntimeros es biyectiva, la noo i cn de

punto no puede signifioar, sin mas 10 mismo, asi se

este pensando, suspica~mante, en un miamo puntico ne-

gro como elemento oomtinde una recta, un plano y el asp~

cia, qua se han dado eita preciaamente alli, an al pu~

tico negro. Esta idea eataba ya muy clara en la mante de

Hilbert, unoa ooho anos ante'sde publicar Los Fundamen-

tos de la Geometria, cuando observaba que punto, recta,

plano debIan de concebirse como reemplazable a por mesa ,

taburete, vase de oervaza ,

as que signifiquen astas formas

relaoiones que guardan entre sf ,

pues, Lo iq.ue importa no

(sin materia) sino las

que , a la postre ,

resultaran definiendolas, perc implicitamente. Si se

tiene dificul tad oon este desprendimiento de la ootidia-

neidad, as preferible emplear letras, esta es el papel

de la simbolizaeion, es digno de notarse, empero,

que ni Hilbert, ni Bourbaki, BU discipulo mas distin-

guido, den, ni de muy lejos , a la simbolizacion , la

importanoia que Ie dieron, me refiero a la praotioa ,

logioo8 oomo Russell y Whitehead.



En la axiom'tica a la manera de Hilbert las defini-

ciones pierden el aspecto esenoialista de que estaban ungl

das en la axiom'tica a la manera de Euolides. Segun la

expresion de Bourbaki, son meros simbolos abreviadores •

Ahora bien J dada la impreoision de algunas defini

ciones en Euolidea y el papel que aoabamoa de anotar ,

Ie ooncede la axiom'tica actual a la definicion puede

haber nociones que no se refieran a 10 mismo en la ya ane-

ja conoepcion del matem'tico alejandrino y en la aotual •

NOB proponemoB indagar eate punto, en el caao eapecifico

de la perpendicularidad •

II. LA DEFINICION 4 DEL LIBRO XI DE LOS EL~~~NTOS DE

~UCLID~S

En 10 referente a Euclides sigo el texto de

HEATH Thomas. The thirteen books of Euclid's Ele-

ments. Vol. 3. Books I-XIII. Seoond edition. 1956 Dover

republication. New York. 546 pp.

El origen de toda la discuai6n estA en la defini-

oion 4 del libro II •

Un plano estA en Angulo reoto reepecto a otro plano

cuando las lineae rectas trazadas, en uno de ell08, en



�ngulos reotos oon la se,coi6ncomiinde Loa plano,s, est)�n

en angulos rectos can el otro plano •

Transoribo la definicion 3 del mismo libra para

contraponerla a la 4 .

Una linea reota esta.en angul,orecto respecto a un

plano, cuando forma angulos rectos con todas las lineas

rectas que la encuantran y qua estan enal mismo plano •

Esta es una ver-s i.cnmas'litara1 que La de los tra-

ductores qua han empleado sistematicamente el vocablo per-

pendicular •

En la definicion 10 del primer libra, para in-

troducir la naoion de recta perpendioular, Euclides se

sirva de una palabra cuya transcripcion fanatica al espa-

nal seria I Kathetos; mientras que para las definicio-

nes 3 1 4 del libra XI 10 hace de otra cuya trans-

oripoion seria. orthon, generalmente usada para 10 que

8S recto, oomo al Angulo. Si hubiera utilizado orthon

para 1a definioion 4 y kAthetos para 1a 3, oomo para

1a 10 del libro I, los ep{gonoB de Euclides habrian

observado que no hay anaLogLe entre las definiciones 3 y

4, a pesar de las aparienoiae. Cuando una recta es

perpendioular a un plano, es perpendiou1ar a todas la&
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reotae oontenidas en ese plano e inoidentes oon ella en el

punta en que ella incide oon e1 plano. Hubiera sido

pues, de esper~r, cuando menos par analogia, un enun

ciado universal en e1 O&SO de la perpendioularidad de pla-

nos, eete precisamente •

Si dos planos son perpendiculares, toda recta de

uno de 108 planos as perpendioular a toda reota que la cor

te del otro de los planos •

Evidentemente t con 1a evidencia de la intuicion ,

ningUn par de planos en tres dimension8s puede verifi-

car tal enunciado. En consecuencia, no habrla planos

perpendioulares en tres dimensiones. Aspiro a mostrar

que eeta 8S la situacion mas convenients para la claridad

de los conceptos y, por ends, para la facilidad de la

ensenanza •

Es de observar, para volver al texto en cuestion,

que nadie controvirtio el especioso parentesco de las dos

nooiones, sino mAs bien el hecho de que Euelides se va-

liera del enunoiado que afirma que ai dos planas Be oor-

tan la ssceion es una linea recta t por no ser eate legi-

timado sino hasta el teroer teorema del libra •

Es interesante apuntar que kAthetos proviens ds un



verba (griego) que signifies s tirar de arriba abajo •

La nocion de linea recta perpendicular es la de una linea

recta que se deja caer sobre la superficie de la tierra ,

la cuerda de plomada, tan utilizada en la construccion ,

a 10 eual anade Heath que segun Proolo, la perpendicular

era llamada deede tiempos antiguoB, gnomonica, a manara

de gnomon, por su semejanza eon esta, una aspecie de

estilo vertioal,reepecto al horizonte. Asi pues, Eucli
-dee est' en la linea de La tradicion. Y, par 10 demAs,

en la del pensamiento de Aristotelea an divarsoB pasajes

en particular en aqu~l (VI.Cielo. 1 268 a) en el que al

fi losofo anse~a

La magnitud que se extiande en un solo sentido es

la linea, 1a que 86 extiende en dos sentidos es la BU-

perficie, la que Be extiende en lOB tree sentidos 8S 91

cuerpo, y fuera de 'stas no existe ninguna otra magnitud,

por ser laB tr8s las Unicas posibles y par ser al mismo

tree la totalidad t •••

Exponents dal penBamiento griego t Euolidee hacla

geomatria t en cierta manera como si hioiera fieioa ,

(todav{a Comte, a1 firialde la Begunda 1800i6n, la de

au o'lebre olasifioae16n de las oienoia8, dietingue



lilamatelDatica abatracta 0 calculo" de las "matemati las

concretas , la geometria y la mecanica racional , ... ,
verdaderas ciencias naturales basadas como las restan-

tea en la observaci6n") ; abstraia del espacio ambiente ,

a 1a manera de Aristotelea, esta es, ae restringia a

la coneideracion de unas pooas propiedades de los objetos,

las que Ie interesabaTh para eu elucubracion racianal 0

Las tres magnitudes de la realidad aristotelioa son las

tres dimensiones de la geometria. Y no hay mas. La

cuestion de generalizar no se presenta 0 Y mientras no

haya que tratar mas de tres dimeneiones no hay razon para

que 1a de pIanos perpendiculares sea una nocion incomoda.

Con la definicion 3 del libra XI tienen que ver

especificamente las proposiciones 4 y 5 del mismo li-

bra 0

XI.4. 3i una linea recta forma, en el punta de

intere8ccion, angulos rectos can dos lineae reotas

que se cortan, tambien formara angulos rectos con el

plano que las contiene •

XI'5o 3i una linea recta forma, en e1 punta de

intersecoion, angulos rectos can tres lineas rectas que

se oortan, las tres lineas rectas astAn en un plano •



Segun He.ath ,

en la definicion 3

atribuye Crelle a Four-ie.r el eetribar

con la intencion no de1 todo via-

ble, de 10grar una definioion de plano , que eeria as!

Un plano eeta formado par la totalidad de las lineas

rectas que pasan por un miemo punta de una recta en el e8-

pacio y aon perpendiculares a ella.

Con la definicion 4 del libro XI eeta particu-

larment~ relaoionada la proposioion 18 del mismo libro.

XI.lB. Si una recta forma anguloe rectos con un

plano cualquiera, todoB los pIanos que paean por ella

forman anguloe rectoB con el mismo plano •

Ee curioso que ~uelides no quiera eacar todaa las

coneecuencias de sue premieas, como lae que se leen en

dos autores que me permito citar a continuacion •

En elementos de Geometr!a, de Rey y Puig (ver el

dato completo en la quinta parte del presente artioulo)

se encuentran doe •

TodoB los pIanos que pasan por una recta perpendi-

cular a un plano, Bon perpendicularee a dioho plano •

Por un punto 8e pueden trazar infinitoB plano8

perpendioular.8 a uno dado I todos lOB.que pa8an por la



recta perpendicular trazada por este punta •

FraS8S muy similaree figuran en Elementos de Geome-

tria (ver la parte qUinta) , de un buen matematico italia

no, Severi.

Dos planas se llaman perpendioulares, cuando uno

de elloa oontians una recta perpendicular a1 otro , y ,

par consiguiente eate una recta perpendioular al prima-

ro. Cuando daB pIanos son perpendiculares, toda recta

trazada sobre cada uno de 108 dOB planas perpendicularmen-

te a BU interseccien es perpendioular a1 otro • (p.166).

Par un punta paean infinitos planas perpendicu1ares a un

plano dado y son todoB loa planas que oontienen a la rea-

ta perpendicular al plano, trazada par el punta. (p.

167) •

L08 traduotores (notese que hay exoepcionea, co-

mo Heath) que han inducida a los autores de text08 a tra

tar de plano perpendioular a un plano en sentido anAlogo

al de recta perpendicular a un plano, en realidad no

han traioionado a Euc1ides, quien no se sabe porqu' ra-

zon utilize dos terminos para 10 mismo, los que, por

ende, se vuelven slnonim08. Es d~ advertir, empero,

que oon la definioi6n 3 puede aspirar Fourier a determl-
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nar la l1oc16nde plano, Ilientr&s que con 1& definicion

4, Rey y Puig, 0 Severi alcanzan una familia de planas

que cont1~nen a una rec~a perpendicular a un plano, que

parece poder engullir, por cierto, a 180nooion de rec-

ta perpendioular a un plano, tanto Is envuelve y 180de,s-

dibuja
•

Mayor indeterlJ!lnacionhabria si se eneayara pa aar

a cl.latrodimensiones, pU8S, a mas de ssta perpendicul~

ridad heredada (0 si alguien 10 prefiere, una teoria pa-

ra ouatro dimensiones, debe oontener par reetriccion los

resul~adoB del geometra alejandrino ) , habrA 1a que re-

sulta apropiada para ouatro 0 mAs dimen&ienes, en linea

direota, como era de eeperar oon 18 no010n dada

por la definioion 3. E.ta, es aoomodable, o.i se

qUier., tiene BU anAlogo en laB dimensianes auperioree ,

a m!e de a.tar de acuerdo oon la intuicion de tipo espa-

oial. La de planoe perpendioulareB, e8 verdad que es-

t' eacada d. la experienoia, pero.u oaraoterizaoion en

tr•• dimen.ion.., a saber, qua uno de lOB pIanos oon-

tenga una reata perpendicular a1 otro, nO eB gen.rali&~

bl. oomo Beria d••• perar para 1a intuicion d. tipo aat.-

m'tioo (no forzoe&mente de tipo'espaoial) • Naturalment.



ae podris pensar un ooncepto generalizado que contuviera ,

entre otroa, al emparentado oon la definici6n 4 , y un

ejercicio de Bourbaki, que oitaremos mas adelante, a

pesar de no dar razen a Euolides, es La reali eacLor, de

dioho pensamiento •

Sin embargo, al estudio de diversos tiPOB de per-

pendiou1aridad es inneoesario inolusive en la preparaoion

profesional de un matem~tioo, y seria aventurado oonjet~

rar que eu exarnen a nivel avanzado sea m~s prometedor de

10 que Bupone Bourbaki al proponerlo oomo un ejercioio •

En oambio, al heoho, sin oonseouancias dentro

de eu sistema, de que Euclides haya oonoebido pIanos pe£

pendiou1sres en tree dimeneiones, sf puede tenerlas pa-

ra una expoaici6n aotualizada de 1a gaometria y, 1uego,

para Is dooencia. Porque a1 oontaoto oon la rutins de la

ssouela., se oonvirti6 1& definici6n de Euo1idea, en .!!

oa especie de segunda naturaleza, a 1a oual auohos no 80

laments no quieren renunciar (oonduota que oareoeria de is
portanoia) aino que se obetinan en oontinuar oultivando

en SUB oyentes, a pesar de reoonocer, algunos por 10

menos, que, minimo, se oomete un abuso de lenguaje

(ver 1a ultima parte) •
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Puede aLguien creer que insisto en demae ia sabre un

asunto, para cuya exploracion unae cuantas lineas sarfan

bastantes. Dado, ampero, 10 inveterado de la costum-

bra que testimonian la multitud de los autores y ese gran

repertorio de sentido oom~n que 80n los diocionarioB

juzgo oportuno recordar someramente las grandes lineae de

una exposicion aotualizada de la geometria, faltarfa

ver que dentro de ella caben, sin eafuerzQ, loa resul

tadoB m~s signifioativ08 de Euclidea. pero no esbozare

aqui aino 10 tocante a la perpendicularidad, objeto de

eBtas reflexianes •

Una exposici6n de la geometria elemental, a la

altura de la matem~tioa oontemporAnea, es la que aa.h~

oe algebraioamente mediante oonjuntos los cuales se han

doiado de una estruotura asooiada a Rn •

Ee oierto que, en un nivel avanzado, Rn ea

tanto un espaoio veotorial, oomo una variedad afin ,

oomo un espaoio topol6gioo. Pero esta oonvivenoia ,

fruto de 1a madures que permits di.oernir las estruotu-

rae 81 ss _1 oaso, es muy mal vista, y, quiZ' no

dntoaaent. en 10. primero. semestreB de entrenamiento ,

par 10. futuro. aatem'iioos; a81 vayan haoia la inven-
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ci6n 0 la ensenanza. Cito en mi apoyo a quienes, lnalu

idos profesores bien preparados, no eneuentran nada fA-

ei1 el libro de Dieudonne a pesar de un titulo que puede

inepirar eonfianza, aomo es e1 de Algebra lineal y Oeo-

metria elemental. Yo lei en alguna parte que una de las

razones que aducia era al designar con la miema letra al

que el discernimiento del lector y la atenci6n de ~ste en

el proceeo del razonamiento, deberia reconocer, como

un elemento del espaoio veotorial 0 oomo un elemento de la

variedad afin aaociada. Aunque baya un lsomorfismo ,

oreo que as 10 mas indioado mantener, sobretodo inicial-

mente, parale1amente e1 1enguaja algebraico y el geome-

trico •

El maroo general de la exposioi6n es 1& teorla de

las formae seaquilineares, que puede oonsultarse en el

capitulo de Bourbaki oitado en la parte quinta. MAs par-

tioularmente, la teoria oonoerniente estA expuesta en el

parAgrafo 36 de

OODEMENT Roger. Cours d'algebre. 1963. Paris. Hermann.

633 pp.

teniendo eiempre en mente e1 OBSO ortogona1 real. MAs di

reotamente, para dOB y tres dimensiones a nivel de u1ti-



DlO &nO de ensenan.a aeoundaria en Franoia , 'prillero. ..-

mestres univerBitarioa entre nosotro. t 1 tanto para la

parte algebraioa oomo para la de geometr{a, puede verse

CONDAMlNE M. aeomstria. Terminale. C-E. 1971. PariB.

Delagrave. 751 pp.

En una nota de oarAoter divulgaiivo 1 que oonoierne .obr~

todo a loa prinoipio. ( 10 oual autoriEa una oon8tant.

preooupaoi6n por la viB16n de oonjunio y dispen8a de 108

detallea, porque pueden diatraer ) , 7 no otra oosa pr~

tend. la presente t aabra el tran.oribir las demoBtraoio

nee que t per 10 dem~., el eventual leotor puede enoo~

trar oompletaB t oon las aootaoiones ya baohaB t en loa

exoelentes libroa oitadoB, 0 t on otroB similare., T de

au partioular preferenoia •

III. SUBESPACIOS VECTORIALES ORToaONALES

111.1. Le78B de oompoBioi6n oon aube.paoioa de Rn

Sean U t V do •• ube.paolo. veotoriale. de RD.

Se 11Ma.!!!!!! de 10. do. 8ubeBpaoi08 t 1 .1 e8 e1

oa80 .. noia U+V. a1 oonjunto de 108 v.otorea de la

toraa u+Y, 40nde u •• un .veotor ,. U , .., •• \Ill
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vector de V. La suma de dOB subeSpaciOB de Rn es un

Bubespacio de Rn•

Se llallainterseooion de los 8ubsspacioB, y 81 ss

el oaBO se nota u n V, a1 oonjunto de los vsotorss 00-

munas a los dos Bubespaclos. La 1ntsr~~ci6n de dos Bub-

sspacios de Rn es un 8ubespaoio de Rn• En 6fsoto ,

ella nunoa aa vao!a, por 10 menos oontiene al veotor nu-

10 •

QUizA sea oonveniente explioitar que 108 subconjun-

toe obtenidos de lo~ subaspacios mediante la Buma y la in-

tersecci6n, son subespaoi08 respecto a 18 re~tricoi6n a

ell08 de la adioion de veotores en Rn •

Si dos BUbeapacio8 no t i e ne n comun sino el vector

nulo , sa dice que eu Burna8S surnadireota . Para que

if se a 8uma directa de U y V se requieren , pue s ,
dos condiciones if .. U -+ V Y , U II V se reduce al

vector nulo . Cuando W- es Rn se dice que 108 do.

subespaoioB U, V 80n 8uplementario8 •

En el oonjunto de 108 8ubespaoio8 de a cada

8ubespacio quedan, de eata manera, asooiados dOB Bub-

espacioe. U n V e1 mayor 8ubsspaoio oontenido a la

vez en U y en V. En segundo lugar, U -+ V, 81 me



nor subespaoio que oontiens a 1a ve,s a U .
ya V. Se di

oe que el oonjunto de los Bubespaoios de Rn tiene una ea

truotura de red •

111.2. Ortogonal de un aubespa010

Sobre 81 espaoio veotorial real Rn se considera

ahora la forma produoto escalar euo1idiano, aplicacion

bi11nea1 sim~tr1ca defin1da positiva, que ados vecto-

res de Rn baoe oorresponder un numero real, au prodU£

to escalar. 81 ~ste es nulo, ae dioe que 108 dos veo-

tores, no nulos, son ortogonalea •

8i V es un subespacio propiode se llama

ortogona1 de y, y ai 8S e1 oaso se nota VO a1 sub-

conjunto de los vectores de Rn ortogonalee a oada uno de

108 veotore. de V •

Citanse (sin demostraci6n como ya se expli06) los

teoremas importantes para diluoidar la ouasti6n propuesta.

Teorema

(VO)o • V, oualquiera sea el subespacio V d.

Teorema
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8i V e8 un Bube8paoio veotorial de Rn, de m

dimensiones, m menor que n, par 10. teoremaB anota-

do. el orotogonal de V e. de dimensi6n n - ••

Teorema

Rn ea .uma direota de V 1 del ortogonal de V.

Par trat&rse de sumA direota de d08 BubeBpaoioe, todo

veotor de an e., de manera unioa, .uaa de doe veoto-

re., re8peotlvamente elementos de cada uno ds loa .ubss-

paoioa aumandoa •

El BUbeBpaoio V ee estable mediante biyeooionea

lineales ortogonale. en a dimensioneB, ea deoir, me-

diante elementos del grupo lineal general OL(n,R) talea

que laa primeraa a linea. y lae prime rae a oolumnae de

eua matrioe. formen matrioe. ortogonalea •

AnAlogamente, .lortogonal de Y •••• table ..-

diante biyeoolone. linealea ortogonale. en Cn - m) dimeA

eionea •

Zato. doa enunoiadoa traen oomo oon.eouenoia .1 que

do. aub••paoloB ortogonale. &1 aiamo Bube.paolo aon i.o.o~

fOB.

160



IV. SUBVARIEDADES AFlNES PERPENDICULARES

IV.l. Variedad af!n asociada a Rn

El objeto fundamental

para el estudio de 1a geometria afin y euc1idiana, llama

do variedad af!n real n-dimensional, es un conjunto con

una estruotura mode1ada sobre Rn, ouya construocion me

perroito reoordar brevementa •

Sea (p) -un oonjunto, cuyos elementos llamam08

puntas y notamas, s1 ss a1 oaso, O,P,Q,R, •••

Deoir que el grupo (Rx•••xR, +) opera sabre (p)

ee equivalente a decir, que existe una aplicacion, que

puede 11amarse translacion de EuntoB ,

(Rx•••xR, +) x (p) ~ (p)

(v , p) ~ Q - v + P

que a un punto P haoe oorresponder, mediante un veator

Y _1 punto Q, aplioaaion que .ati.taoe las dos oondi

oione. sigutente. I

• oy.+ Coy + p) • (v" + v) + p

if+,.,••

s.c4A ••ta oonoepo16n, 10. ele..nto. del grupo
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(Rx ••• IR, +) , es deoir , lOB veotores de apare-

oen oomo operadores que 90ctuan sobre puntos

nera se aplioan puntos en puntos •

de ssta ma-

El primer axioma indioa que entre los operadoree rl

ge 190oomposioion de funcionee, que en eate oaso es 190

Buma de veotores •

E1 segundo axioma indioa que el vector nulo ,

O. (0,..•,0), de Rn, deja todos los puntos invarian-

tee •

A 190pareja formada por _1 oonjunto (p), 7 81

grupo adittvo del e.paoio veotorial Rn como grupo de op~

radores sobre (p), en 1908oondiciones dioha., •• 190

designa variedad arin real n-dimensional, A(Rn) •

Se puede exprea90r toda 1& situaoion en e.te solo e-

nunoiado I

Deoir que A(Rn) e. una vartedad afin real n-di.e~

sional, ea equivalente a deoir , que

dados dOB punto. P,Q de

existe un unioo veotor v

tal que v+P-Q.

En ve. de v + P • Q se puede a.plear 1& nota016n de
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Grassmann , v • Q - p , a la de los fisicoa', v • PQ •

Cuando n • 1 , A(R) Be llama recta afin real .
Cuando n • 2 , A(R2) 8e llama plano afin real .
Cuando n • ) A(R) S8 llama 8spacio afin real

IV.2. Subvariedades Perpendicularea

A Rn , 1se aSOC18o a

varied80d afin A(Rn) •

A los subespaoios vectorialea de Rn se asooian

las subvariedades afines, de 180siguiente manera •

En A(Rn)xA(RD) se define una relaci6n aaociada a

b ' V de Rn, ,un au espac1o" aS1

P IreI',Q es un veotor de V

Se demuestra que eeta relaoi6n es de equivalencia •

Cada olase de equivalencia 88 una subvariedad afin

asooiada a V, 0, oomo tambi~n .e dioe, ouya direooi6n

ea V.

Dado un aubespaoio propio, V, de oada pua

to P de AeRD) determina 0 f1ja una relaoi6n de equiva-o
1en01a , 1a .ubvar1edad afin d. que pa8a par p

o

7 oUla d1reooi6n.a V. 51 •• e1 oa80 se 1. nota
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«p ) • v) • Cada punto de A(Rn) pertenece a una unioao
olass de squivalencia ,siemprs r8spsoto al mismo subss-

paoio V. En otras pa1abras, a1 Qo es un punto de 1a

subvarisdad «p), V) se tien8 quso

«Q ) , V) • «p ) , V) •o 0

Si Qo no 8S un punta de «po)' V) entonoss

8S el oonjunto vaclo e En este oaso, las aubvariedades

se dioen £aralelas e. Ee deolr, doa 8ubvariedadsa de

A(Rn) son paralelas si tienen 1a misma dlreooi6n •

Como caso particular, al n· 2, las subvarie-

dades propias de A(R2) son las rsetae del plano. Dos

de ellas Bon paralelaB a1 tienen .1 mlsMo veotor direotor

v. Si Po' Qo son dOB puntas del plano, al 81 con-

junto de las oombLnao i cnes lineales, f rv t donda r

e8 un numero real oualquiera, e8 el sube8paoio veoto-

rial unodlmensional, direooi6n de &mba8 reotaB 1 ai

Q no 8S un punta de «p), t rv t) .ntonoea exiats unao 0

u.nioa reota « Q ), f rv ] ), parale 1a, par tanto a
a

«p ), 'TV t ) •o

El qUinto p08tulado de Euolid.a re8ulta oomo teo-
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rema en esta axiomatizaoi6n de la geometria •

Se puede mostrar que

dim «p ) , V) - dim Vo

Si U es un subespaoio de diatintode V, hay

las subvariedades afines de A(Rn) asooiadas a U y sur

ge el problema de determinar las posioionss relativas de

daB subvariedades dadas, a de subvariedades de astas •

Como los elementos oonstitutivos de 1a nocion de Bubvarie

dad son lOB puntas y los Bubaapacios, hay que tener en

ouenta, por una parte 108 puntas comunes (dajamos de la-

do el paralelismo) y, por otra, 1a intarseocion de

108 8ubespaoioB a los ouales estan asociadas. A eate

r8speoto, son tres los teorema8, ya ol&siooa, que

ae van a enunoiar sin demoatraoi6n, oomo oonvenido .

TeQrema

8i dOB subvariedade. afines asooiadas a U 1 V
re.peotivament., tienen un punta aoman , entonoes,

1a interseooi6n d. la8 daB subvariedades .s una 8ubvarie-

dad atin, asoolada a U n V •

Te01'ema

Las sUDvariedades afine. «PI) , U) , «P2), V)



-tienen puntas comunes si y solo si PIP2
U + V •

es un veotor de

Un caso partioular de este, S8 pone tambien oomo

teorema, por la importancia que tiene, sobre todo para

la afirmaoion principal del presente esorito •

Teorema

31 U,V son subespacios suplementarios en Rn ,

entonces, las subvariedades «PI)' U) , «P2), V) tie-

nen un unico punta oomun •

Por definici6n, eetas dos subvariedades se llaman

perpendioulare8. Para que dos subvariedades sean perpen-

diou1ares es necesario y 8ufioiente que tengan un punto o~

mUD y que a1 1a una eeta asooiada a1 8ubespao10 V, la 0

tra 10 este al subespaoio ortogonal de V. Pero tambien

hay la nooion de subvariedades de setas 8ubvariedadea per-

pendiculares entre sf •

En A(R3) , una reota es perpendioular a un plano,

pero en el plano mismo hay inurnerables pareja8 de reotas

perpendioulares entre sf •

Para que d08 Bubvariedades oualeequiera sean perpe~

dicularee 8a neoesaria y aufioiente que est'n asooiadas a
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subespaclos talea que todo veotor del uno e·8ort ogo.na I a

todo veotor del otro (se 8ubentiande siempra que 108 veo-

tores en ouest ion son no nulos) •

En efeoto, para m menor que n estriotamente ,

e's R- un subespaoio propio de Rn, por 10 tanto, La

variedad &sooiada a Rm es subvariedad de la variedad aso

oiada a Rn d 1 d i 1Y para Oa a va or e m mayor 0 gua que

dos, vale el ultimo teorema enunoiado a partir del oual

se ha definido la perpendioularidad entre dos subvarieda-

des.

En una dimension, no hay perpendioularidad, pr2

piamente hablando, por aatar la nooion asooiada a suboe-

paoios veotoriales propioR, y no haberlos en dimensi6n u

no •
En dos dimansiones, las aubvariedadaa afine. uno-

dimensionales son las rectas •

D&dos doe veotoree linealmente independientee , oa-

da uno genera un subeepaoio veotorial unodimensional y ha-

br' .enda. faailiae de reota. aeooiada. a oada uno de los

do•• ubespaoio ••

F1jado un punta del plano, pasa par '1 una Unioa

nota d. oada familia. 5i los do. veotone generadores



son ortogonales, laB dOB recta. son perpendioulares •

Cada reota de oada una de las dos familiae cumple en

tonc9. una de las oondioiones de perpendioularidad, la de

que SUB veotores direotores son ortogonalos. Para oada

reota de oada familia exist. un Unioo punto del plano donde

8e oumple tambi~n la segunda, al enoontrar una unioa reo-

ta en dioho punto I entonoes las d08 son perpendioulares

entre sf •

La variedad bidimensional asooiada a los dOB veoto-

res ortogonales es un plano •

-Si a lOB dOB veotores ortogonaleB anteriores anadi-

mos un teroer veotor ortogonal a los dos veotore. dados ,

al espaoio veotorial tridimensional obtenido .sta asooiada

una variedad afin tridimensional, de la oual, en p&£

tloular, son .ubvariedades las rectas asooiadas al ter-

oer veotor y el plano aeoolado a los dos prlmeros. Un

vector direotor de la reota es ortogonal a 'odo veotor del

8ubespaoio veotorial &1 oual est! a8001ado _I plano. La

recta 8S perpendioular a todo el plano 7 tambi'n a oada u-

na de las reota. del plano que pas. por el punto donde la

recta .nouentra al plano •
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Y no hay mas oas08 posibles de perpendicularidad ,

que no 8ea el de otr&8 reotas ouyo vector direotor es e1

mismo teroer veotor ya dioho •

Desde luego, entre las reota. de esta familia ,

se puede oonsidarar la Bubfamilia que oorta al plano 89-

gUn una reota del plano que paBa por al punto donde 1& reo

ta ouyo veotor director ee el tercero dado, oorta a1 pl~

no •

Est&s reotas astan en un plano que algunos persis-

ten en oonsiderar, oomo hizo Euclides, perpendicular

al primer planQ •

Pera eBtos dOB planos tienen una reota oomun, y

no un unioo punto oomUn oomo se requiere para la perpendi

oularidad definida de manera que oonvenga para cualquier

dimension finita. Los 8ubespaoi08 vaotoriales , a lOB

cuales Bstan a80oiados 108 dos planos, tienen en comun

un Bubespaoio veotorial unodimen8ional •

5i hubiera planos perpendioulares en tres dimen8io

ne. 1 a1 iuara V el 8ubespaoio veotorial bidimensional

en R3 al oual estuviera aaooiado uno de 108 planos ,

un plano perpendioular a ~.t•• etaria neceeariamente a80-

olado a1 .uba.paolo oriogonal da V, ahora bien, en
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tres dimensiones el ortogonal de un subespaci.obidime,nsio-

nal as un Bubespaoio unodimensional en oonsecuenoia ,

no hay pIanos perpendicu1ares en tree dimensionee •

Analogamente suoedera en dimensiones Buperiores en

Quanta a la relaci6n entre subespaoios y 8ubvariedades •

Habra una familia de subvariedades asociadas a un 8ubesp~

oio vectorial , v de y una familia asociada al

ortogonal de V, referido Rn desds lusgo a una baae

Y, por cada punto de A(Rn) una unioa subortogonal

variedad asociada a V, perpendicular a una unica sub-

variedad asociada a1 ortogonal de V. Sea P eate p~o

to. Cabe oonsiderar las subvariedades de la subvariedad

«(p ) , V)
o

que paean por Po y , la8 subvariedades

de 1a subvariedad que pasan por Po aetas

son las Bubvariedadss afines euclidianas asociadas a sub-

espacios propios del Bubsspacio propio V y, las Bub

variedades afines asooiadas a Bubespacios propioa del sub

espacio propio ortogona1 de V, respeotivamente que

oumplan la condioi6n de pasar por p
o Estas subvarieda

des de las subvariedades asooiadas a V y a1 ortogonal

de V que paBa por P ,
o

y , por 10 tanto , perpendi-

oularss, Bon tambien perpend1ou1ares, entre st, y,



de una familia a 190otr'a, una 8ubvar1&Qoo, empelro,

no es perpendioular consigo m.t-sma, 10 oual s1 aco.nte-oe-

ria en tree dimensiones, en el casa de que hubiera pla-

nOB perpendioulares s 190recta comun, par pertenecer a

los dOB planos perpendiculares en un punto dado, seria

perpendicular a s1 misma, en dioho punto Lo oual no

tiene sentido segUn las definiciones y teoremas citadoB •

Las u1timas consideraoiones generales se concretan

en el conocido teorema que se enuncia en seguida •

Teorema

Dada una subvariedad afin m-dimensiona1

«p) , V) Y un punto Q de A(Rn) , existe una unica

subvariedad de dimension n - m que pasa por Q y es pe~

pendicular a la subvariedad dada •

En efecto, dim «p) , Y) - dim Y -m, y ,

dim VO - n - m. Ahara bien Bubvariedades asociadas a

Y y a yO no pueden ser paralelas, por 10 menos tienen

un punto oomun P. Dado que Y + yO • Rn 8S P
o 0

81 Unioo punto oomun •

Se dioe que P es 190proY8ooi6n perpendioular deo

Q aegUn la subvari8dad «Q) ,VO) aobre 1& subvariedad
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«p) , v) •

As!, en tree dimeneionee, por un punto exterior

a un plano pasa una unioa reota perpendicular &1 plano •

~n la variedad af!n asooiada a R3

base oan6nioa, por el punta (1,1,1) ,

sa una anioa reota, de vector direotor

referido a la

por ejemplo , p~

(0,0,1), per-

pendioular al plano que pasa por el origen, ouya direo-

ci6n es dada por los vectorss (1,1,0) y (0,1,0) •

v. LA PERPENDICULARIDAD EN ALGUNOS TEXTOS •

Ahora se trata de ojear algunos textos para averi-

guar ou!l 8. su posioi6n respeoto a los pIanos perpendio~

lares en tres dimensione ••

En eeta ultima parte del trabajo me veo obligado a

emplear 81 lenguaje de los autore. oltado. que no di.tin-

gue ortogonalidad de perpendioularidad y que habla de pl~

nos perpendioular •• en tree dimensiones, de 10 oontra-

rio habr!a tenido que haoer per1tra.i. oon el oonsiguien-

te rieego de traiolonarl08. Par otra parte, no podia

entra.oarms en eete oomentario blbliogrAfioo ante. d. re-

oorda~ los grand.. ra.gos d. la sxposloi6n aotual de 1&
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geometria que me pareoe digna de haoerse, porque habria

tenido que entrometer nooiones inoportunamente, oon el

peligro de orear oonfusi6n •

Grosso modo, los autores compulsados se 108 pue-

de repartir de la manera que sigue •

V.l. En primer lugar, 108 que no tienen ninglin esorUp~

10, por no haber ouestionado la nooi6n 0 por no haberse

dado auenta de que podria ser problematioa 80n, sin

duda, los mAs numerosos, aunque no se aliste a todo.

108 autores sino que apenss se oonsidere una muestra ,

que as 10 que se haae &qui. As! puea, en los nombra-

dos en seguida tiene oarta de oiudadan!a la perpendioula-

ridad de planos en tres dimenaiones •

JA~S Glenn, and, JAMES Robert. Mathematios Diotionary.

1959. Van Nostrand. Prinoeton. New Jersey.

GRUENBERG K.W., and, WEIR A.J. Linear Geometry. 2nd.edi-

tion • 1971. Springer Verlag. New York. 198 pp.

KARUSH William. The Crescent diotionary of _athematios.

1967. New York. The Maomillan Company.

-KINDLE Joseph. Geometria analitioa. Edioi6n espanola.

1980. Cali. Carvajal. Compendios Sohaum. 150 pp.
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LESIEUR Laonce, et, JOULAIN Claude. Mathematiques P.C.

Premiere annae et Speciales B. Tome I. Algebre et geome-

trie. Troisieme edition. 1968. Paria. Armand Colin. 496 pp.

MOISE - DOWNS. Geometry. 1964. Reading Massachusetts.

Addison Wesley. 578 pp.

POGORELOV A.V. Geometria elemental. 1974. Moseu. Mir.

224 pp.

PUlO Ad~m,P.dro. Curso de geometria metriea. Tomo I. Fun

damentos • 5a.edieion. 1956. Madrid. 372 pp.

REUNION DE PROFESSEURS. Cours de geometrie. 1951. Paris.

Livrairie generale. 516 pp.

REY Pastor, Julio - PUlO Adam,Pedro. Elementos de geome-

tria. 1959. Madrid.

REY Pastor,Julio - SANTALO Luis - BALANZAT Manuel. Geome

tria analitioa. 4a.edioi6n. 1959. Buenos Aires. 535 pp.

REY Pastor,Julio - PI Calleja ,Pedro - TREJO Cesar. An'-

li.i. matemAtioo. Vol.II. 3a.edioi6n. 1959. 624 pp.

RrVAUD ~aoque •• Exeroiaes de ~om'tri •• 1962. Parie.

Vulberi. ~84 pp.

SEVERI Frano.aoo. El.~ntos d. geo•• tria. Tomo II. 3a.



edioi6D. 1962. Labor. Baroelona. 373 pp.

Aunque pareoe querer aooger.e a la terllino10gia de

Bourbaki oitada un poco 111'. ade1ant., en la. pAginaB

149-150 hab1a de la8 propiedade8 de ortogona1idad de do.

plano. en dimensi6n tree, 10 cual coloca en e1 primer

grupo a

MARTIN Pierre. Applications de l'algebre et de l'analyse

a la g8oa~trie. M.P. et Speciale8 !A'. 1967. Paris. Armand

Colin. 589 pp.

V.2. En un segundo grupo e.tan dos taxtos francese. ,

axcalentes ambos, que reoonooen 10 inapropiado de la no

oion en cU8.ti6n, pero, por una razon no expresada ,

oontinuan empleAndo1a, ino1uso en 1a fra.eologia de un

teorsaa, uno de el10s, oomo puede leerse a continua-

oi6n •

PICBAUD (J.oelle,et, REVUZ Andri. Mathcl...tique. Terllinale

C-E. TOlllo3. a4olll'trie.1972. Pari •• Fernand Nathan.

349 pp.
En 1a pAgin& 143 ••oribeD 1a .iguienie defini-

oi6n

Do. part •• de un a.paoio .eotorial euclidiano ..



dicen ortogonalea ai todo ele,me,ntode La una e,8ortogonal

a todo elemento de la otra

perfeotamente ortodoxa, como el teorema que enunoian ,

p. 144

Dados dos aubespacios ortogonales de un 8spaoio veo

torial euclidiano , la suma de ellos as suma directa

Anaden, luego, eete oornentario

Resulta, en particular que en un espacio veo-

torial euolidiano de dimensi6n 3, una oondicion necesa-

ria para que dos 8ubespaoios veotoriales sean ortogonalee

es que la suma de BUS dimsnaionss eea inferior 0 igual a

3. Por tanto, dos planos vectorialee no.pueden ser or-

togonalss. Dirernoa, sin embargo, en eete caso, 1

e. un abuso de lenguaje, que dos planos veotoriales son

ortogonales ouando tienen suplementarios ortogonales •

Ju.tificado, .i as! puede aoeptaree, este modo de ha-

blar, 10 siguiente 1a les paraoe l{oito •

Ejeroioio

Dado. do. planos veotoriales p,p' de

un 8spaoio vectorial euolidiano de dimen.i6ft 3, _08-

trar que las dos propiedad •• siguiente. 80n equivalentesl
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i) P y P' son ortogonales

ii) P' oontie~o una reota veotorial ortogonal a P.

Mas adelante, p. 218 se prolongan las conseouenoias •

Como 10 hioimos en al caso de los 8spaoios veoto-

rialea euolidianos de dimensi6n 3, diremos que , en un

eapacio afin euclidiano de dimension 3, doe planas Bon

ortogonales si sus direcciones son pIanos veotoriales orto-

gonales. De donde resulta que

Teorema

Dos planas de un 8spaoio aftn euo1idiano de dimen-

sion 3 son ortogonalss s1 y solo si uno de ellos oontis-

ne una recta ortogona1 al otro •

Debe sar ssto s1 obrar conforms a1 ssptritu de 1&

tradioi6n I imposible desprenders8 de algo que se hace

aSl desde tiempoB •

Un poco menos inoonseouentemente prooede nada menos

que Condamine, autor reoomendab1e por todo el rosto ds

au libro, ya citado ante. (II) , quien en 1& pAgina

504 estampa 10 que sigue •

Obssrvaoi6n. No existen planos ortogonalea, en

e1 sentido definido, en 81 a.paoio afin euo1idiano tri-
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dimensional. Existen no obstante, parejas de planos

notables tales que una recta del uno sea ortogonal al otro

plano 0 Se les dice "ortogonales" 0

(Lo oual explica numerosos errores

Si dos planos son "ortogonales", toda recta del

uno no es ortogonal a toda recta del otro 0

En partioular, la recta interseccion no 8S ortog~

nal a ella misma) •

Definioion

Dos planas del espacio euclidiano tridi-

mensional se dicen "ortogonales" (0 perpendiculares) 8i u-

na reota del uno es ortogonal al otro 0

Vo3. Un tercer grupo SBta formado por los siguientes tra-

tadistas, quienes mensionan la perpendicularidad entre

reota y plano, legitima, pero no 1a de plano con plano

(aunque, en este punto, no est~ muy segura en cuanto a

la intenoion de Choquet) seguramenta por considerarla e8-

puria 0

CENTRE D'ETUDES MATHEMATIQUES en vue des applications 0

For.ulaire dss math'matiques a l'usage des physicians at

179



des ingenieurs. Geometrie. 1962. Centre National de 1a

Recherche Soientifique • Paris. 221 pp.

CHOQUET Gustave. L'enseignement de 1a geometrie. 1964.
Paris. Hermann. 176 pp.

DlliUDONNB Jean. Algebra lineaire at geometrie 4Hementaire.

Troisieme edition. 1964. Paris. Hermann. 240 pp.

HOCHSCHILD G. A second introduction to analytio geometry.

1968. San Francisco. Holden Day. 63 pp.

V.4. Bourbaki. Fo~ma grupo aparte, aunqua esta natural-

mente an la misma t6nica de los autores oitados en V.3.,

uno de los ouales, Dieudonne, es miembro importantls1-

mo del grupo Bourbaki. No se puede asevarar, pues,

que todos los franceses saorifiquen al tradioionalismo •

La taoria atinante esta en

BOURBAKI N. Elements de mathemat1qus. Algebre. Chapi-

tre 9. Formes aesquilineaires et formes quadratiques •

1959. Hermann. Paris. 213 pp.

Lamento no saber a1 sste oapitulo ha sido pUblio~

do ya en la forma "provisionalmente definitiva" qus

Bourbaki esta dand~ a la ultima edioi6n de au fundamental
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tratado, y por tanto, si 1e ha hecho cambios signific~

tivos a este capitulo. Dado su grade de generalidad ,

el somero recuento de algebra que se hizo en 1a parte 3
seria insufioiente. Es preferible transcribir al caso

partioular de las formas hermitianas en la situacion orto-

gonal real, 10 que mas interesa para Beta averiguaoion •

Despues de haber tratado en el paragrafo 3 (sie~

pra en el oapitulo oitado mas arriba) 10 referente a la

ortogonaiidad, propone entre 108 ajercioioe 81 eiguien-

te, p. 63 •

Ejeroicio 11.

Se dioe que un 8ubespaoio veotorial

U as dabi1ments ortogonal a un 8ubsspacio veotorial V

8i uno de 108 dos subespacios U, e1 ortogona1 de V

oontiena al otro. Mostrar que

a) La re1ao16n "u es debilmente ortogona1 a

V" S8 sim'trioa •

b) 91 U 7 V Bon debilmente ortogonalel, a1

ortogonal d. U y e1 ortogonal de V son tambien debil

••nt. ortogonal.s •

0) 91 U 7 V SOD d.bi1mente ortogonal •• y .1
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su interseooi6n se reduoe al veotor nulo , entonoes U

Y V Bon ortogonales •

En e1 nUmero 6 del paragrafo 6, da la defini-

oion que sigue

Dos Bubvariedades Bon ortogonales si sus diracoio-

nes son ortogonales •

Asi, pues , Bourbaki emplaa al mismo termino p~

ra las Bubvariedades oomo para los subespacios direooio-

nes de las subvariedades. Ya habia apuntado que Dieudo~

ne haoe 10 miamo , y que esto disuena del leitmotiv del

presente artioulo. Lamento no oontar oon la influenoia

del gran maestro en la propuesta de una separacion sist~

maties entre los dos lenguajes , algebraico y geometri-

00' pero , al fin y al oabo, al de Bourbaki aa un

profundo trabajo, no destinado a 1a 1n10iaoi6n de los

prof6sionales , ni siquiera a libro de texto para ourS08

de 8specia1izaoi6n , aunque asa haya podido ser el des1K

nio en sus oomienzos. Supar6 talea asperanzas, para

oonvertirse luego en 1& exposioi6n m'a sistemAtica y oo~

plata de mas 0 menos 1a matem'tioa oonocida hasta medla-

dos de este siglo. Quiero deoir que e1 ejemp10 de Bou~

baki no invalida la8 razones de claridad en 1a expo81016a
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para la etapa formativa de los futuros matematicoB.

En seguida de la definicion transcrita y comentada,

apareos un resultado ya mencionado (al final de IV) al

de q~e una 8ubvariedad y 1& subvarisdad perpendicular (que,

desofortunadamente , Bourbaki y otros autorss llaman orto

gonal) oorrsspondiente sa encusntran en un unico punta •

Al designar como ortogona1ss tanto a los 8ubespa-

olos v80toria1es oomo a las subvariedades afinsa euclidia-

na~, a Bourbaki le queda libre 61 termino perpendicular.

En 81 ejeroicio 22 del paragrafo 6 (ver p.109) Bour-

baki Ie da un uso que paraca avsniras con el comUn en tex

taB y dicoionarioe. Iria a sacrificar tambien el grupo

frances de matematiooa en aras del tradioionalismo? En

realidad, Bourbaki no va a juatifioar las anoianas 008-

tumbrsa di8poniendo la exposioi6n de tal manera que en

tres dimensionss ooinoida can la tradioion esoolar de que

no pudieron desprenderss los profssores reoordados en

V.2. Para que se vea, transoribo al 8usodicho sjeroi-

010 •

Dos 8ubvarledadss son perpendioulares si sus dirao

alone. son .ubespaoi08 debilaente ortogonale8 •
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Sean A(U) Y A(V) dos subvariedadeB Y

dim(U+V) • m < n. Mostrar que si Rn 8S suma directa de

(U+V) y de (U+V)O, existe una subvariedad A(W) de di-

mension n - m, perpendioular a A(U) y a A(V) , Y

que encuentra a cada una de las dOB subvariedades en un so

10 punto •

La otra parte del ejeroioio no aporta informacion

al punto en litigio. La condicion de que m sea 9stric-

tamente menor que n, impide para n· 3, que m Bea

mas que 2 , entonces se tienen 8ubespaoios propioB de di

mansion uno, si U y V Bon diferentes, son direocio

nes de dOB rectas perpendicularas, y, hay una tercera

recta perpendicular a cada una de e11as. Y ninguna venia

al uso •

V.5. Epilogo

Semiperpendiou1aridad. Qu' haoer para man-

tener e1 paralelismo deeeado entre el lenguaje del algebra

y el de la geometria ?

WOODS Frederiok. Higher geometry. 1961 Dover republioa-

tion. (Fir.t edition, 1922, Ginn and Company). 423 pp.

en 1a parte ouarta "geometria d. ouatro 0 _,. dimension ••",
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p. 315, llama planos semiperpendiculares a dOB planos ta-

les que cada uno oontiene una linea perpendicular al otro,

Es el termino que me parece indioado. 31 se reunen todas

las lineae de uno de los plan08 que cumplen tal condicion,

e8 posible reenoontrar la definioion de Euclides , cuya n£

cion de plan08 perpendioularss se podria sntender sntonoes

en el sentido de planos semiperpendiou1are8 •

La sexta proposicion de Woods, en e1 miemo eitio,

dice I

Todas las lineae perpendioulares a un plano en un

punto fijo estAn oontenidas en un plano. Los dOB pIanos

son t~le8 que cada linea de uno de ellos es perpendioular

a oada una de las lineae del otro •

Ests segundo enunciado ee el obstaculizado por la

definioion 4 de Euclides, es, empero, e1 que est'

en 1a via de la genera1izaoion. Woods llama oompletamen-

te perpendioulares a estos planos. Y anade

Obviamente ellos no existen en el espaoio trid1men

sional ordinario •

Pienso que es inutil el e.pleo del adverbio oompl~

taaente para aodifioar una nooion de perpendioularidad



que no admite ambiguedades. Para oada 8ubvariedad hay u-

na subvariedad. perpendioular bien determinada. Hay luego

8ubvariedade. semiperpendioulares. En tree dimensione.

hay la nooion de reota perpendicular a una reota en un p~

to de esta, recta perpendioular a un plano en un punto

de ests, y, plano eemiperpendioular a otro a 10 largo

de la linea de interaeocion de los dos. En tree dimensio

nes dos pIanos se cortan a 10 largo de una reata 0 son pa-

raleloB I no hay mAe poeibilidades en geometria afin eu-

olidiana. La otramanera de deoir de que se dispone es

seguir a Euolides al pie de la letra y hablar de pIanos en

Angulo recto. De todos modas que se reserve la expresion

plaho8 perpendioulares para ouando los haya de verae. De

precacion que se hace en honor a la olaridad del pen8amie~

to y, por ende, para la facilidad de la ensenanza •

Alberto CAMPOS

Departamento de MatemAtioas

Universidad Naoional

Bogota - Colombia •
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