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NO HAY PLANOS PERPENDICULARES EN TRES DIMENSIONES

Alberto CAMPOS

I. AXIOMATIZACION EN EUCLIDES Y EN HILBERT

Se supone que Buclides compuso los Elementos de la
OGeometria , siguiendo los preceptos de Aristdteles 3 por
eso , es muy dificil hallar una explicacidn para ciertos
procedimientos que alli figuran y que contrarian las ense
nanzas del filésofo en algunos puntos de légica . Es el
caso de las definiciones . En diversos lugares ensena 41
que no se puede definirlo todo y que la definicidén decla-
ra la esencia de las cosas § esto segundo agrava la si-
tuaciédn , dado que Euclides no se atiene a lo primero .
Llega a forjar definiciones como la del &ngulo , que til
da Bourbaki 3 "es tan confusa e inutilizable como las
que da de recta o de plano” . E1 miemo Euclides no las
emplea posteriormente , por lo que Blanché (L’Axiomati-
que . 1959 . PUF. Parie. 102 pp-) en el pardgrafo §

del primer capfitulo , conoreta una critica , apoyada en
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una observacidén de Leibnie 31 "Esta discordancia entre las
propiedades enunciadas en la pseudodefinicidn y las propie-
dades efeotivamente utilizadas despuds , constituye una
falta 16gica grave , porque bace nacer una sospscha gobre
la identidad de la nocidn ;3 qué nos asegura que la rectia
de la que hablan los teoremas es exactamente la misma que
la que la definicidn estaba encargada de introducir ? " .
El Cardcter inmutable de las definiciones , por ser como
refle jos de la esencia de las cosas ; es lo que hace més
gelicada la no apariocidn , en las 23 definioiones del 1ji
bre primero , de la reducoidn a nooiones que sé llaman &c-

tualmente , términos no definidos .

En la axiomatizacidén de Hilbert de la geometria ,
paradigma de la matemdtica contemporédnea , las nociones de
punto , recta , plano son los términos no definidos , ¥y
no conllevan un contenido determinado . Es la geometrfa pu
ra y de la oual pueden obtenerse geometrias aplicadas me-
diante oilertas interpretaciones . Que punte , c¢omo térmi-
no no definido , es vacfo y que ha de tomarse oomo una es-
pecie de variable , puede verse porque admite varias reali
zaciones . Punto puede ser un nimero real para la géome-~

tria de 1la reota , una pareja de nlmeros reales para la
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geometrta del plano, una tripla de nlimerQsrea.les para la
geometria del espao-rotridilllQll:aiona.IComo esta aplica-
oi6bn entre puntos y ntimeroses biyectiva, la nooicn de
punto no puede signifioar, sin mas 10 mismo, asi se
este pensando, suspica~mante, en un miamo puntico ne-
gro como elemento oomtinde una recta, un plano y el asp-~
cia, qua se han dado eita preciaamente alli, an al pu~
tico negro. Esta idea eataba ya muy clara en la mante de
Hilbert, unoa ooho anos ante"sde publicar Los Eundamen-
1tos de la Geometria,  cuando observaba que punto, recta,
plano deblan de concebirse como reemplazable a por mesa ,
taburete, vase de oervaza , pues, Lo ig.ue importa no
as que signifiquen astas formas (sin materia) sino las
relaoiones que guardan entre sf , que , a la postre ,
resultaran definiendolas, perc implicitamente. Si se
tiene dificul tad oon este desprendimiento de la ootidia-
neidad, as preferible emplear letras, esta es el papel
de la simbolizaeion, es digno de notarse, empero,

que ni Hilbert, ni Bourbaki, Bu discipulo mas distin-
guido, den, ni de muy lejos , a la simbolizacion , la
importanoia que le dieron, me refiero a la praotioa ,

logioo8 oomo Russell y Whitehead.



En la axiomdtica a la manera de Hilbert las defini-
ciones pierden el aspecto esencialista de que estaban ungi
das en la axiomitica a la manera de Euclides . Segin la

expresién de Bourbaki , son meros simbolos abreviadores .

Ahora bien 3 dada la imprecisidn de algunas defini
ciones en Euclides y el papel que , acabamos de anotar ,
le concede la axiomdtica actual a la definicién , puede
haber nociones que no se refieran a lo mismo en la ya ane-
ja concepcidn del matemldtico ale jandrino y en la actual .
Nos proponemos indagar este punto , en el caso especifico

de la perpendicularidad .

1I. LA DEFINICION 4 DEL LIBRO XI D& LOS ELEMENTOS DE
BUCLTDES
En lo referente a Euclides Bigo el texto de

HEATH Thomas. The thirteen books of Kuclid’s Ele-
ments. Vol. 3. Books X-XIII. Second edition. 1956 Dover

republication. New York. 546 pp.

El origen de toda la discusién estd en la defini-

cién 4 del libro XI .

Un plano estd en dngulo recto respecto a otro plano

cuando las 1ineas rectas trazadas , en uno de ellos , en
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&ngulos rectos con la seccién comiin de los planos , estédn

en &ngulos rectos con el otro plano .

Transoribo la definicién 3 del mismo libro para

contraponerla a la 4 .

Una linea recta estd en &ngulo recto respecto a un
plano , cuando forma 4dngulos rectos con todas las lineas

rectas que la encuentran y que estdn en el miemo plano .

Esta es una versibén mids literal que la de los tra-
ductores que han empleado sistemiticamente el vocablo per-

pendicular .

En la definicibén 10 del primer libro , para in-
troducir la nooidn de recta perpendicular , Euclides se
sirve de una palabra cuya transcripcidén fonética al espa-
nol seria 31 KA&thetos §} mientras que para las definicio-
nee 3 y 4 del libro XI 1lo hace de otra cuya trans-
oripcién serfia &t orthén , generalmente usada para lo que
es recto , oomo el &ngulo . Si hubiera utilizado orthén
para la definicién 4 y klthetos para la 3 , como para
la 10 del 1libro I , 1los epfgonos de Euclides habrian
observado que no hay analogfa entre las definiciones 3 y
4 , a pesar de las apariencias . Cuando una recta es

perpendicular a un plano , es perpendicular a todas las
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rectas contenidas en ese plano e incidentes con ella en el
punto en que ella incide con el plano . Hubiera sido ,

pues , de esperar , cuando menos por analogia , un enun
ciado universal en el caso de la perpendicularidad de pla-

nos 3 ©éste precisamente .

Si dos planos son perpendiculares , toda recta de
uno de los planos es perpendicular a toda recta que la cor

te del otro de los planos .

Evidentemente , con la evidencia de la intuicidn ,
ningan par de planas en tres dimensiones , puede verifi-
car tal enunciado . En consecuencia , no habria planos
perpendiculares en tres dimensiones . Aspiro a mostrar
que esta es la situacidén mAs conveniente para la claridad
de los conceptos y , por ende , para la facilidad de la

ensenanza .

Es de observar , para volver al texto en cuestidn,
que nadie controvirtid el especioso parentesco de las dos
nociones , 8ino mds bien el hecho de que Euclides se va-
liera del enunciado que afirma que 8i dos planos se cor-
tan la seccién es una linea recta , por no ser éste legi-

timado sino hasta el tercer teorema del lidbro .

Es interesante apuntar que kfthetos proviene de un
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verbo (griago) que significa 1 tirar de arriba abajo

La nocién de linea recta perpendicular es la de una linea
recta que se deja caer sobre la superficie de la tierra ,
la cuerda de plomada , tan utilizada en la construccidn
a lo cual anade Heath que segin Proclo , 1la perpendicular
era llamada desde tiempos antiguos , gnomdnica , a manera
de gnomon , por su semejanza con éste , una especie de
estilo vertical respecto al horizonte . Asi pues , Hucli
des estd en la linea de la tradiciébn . Y , por lo demés,
en la del pensamiento de Aristételes en diversos pasajes j
en particular en aquél (VI.Cielo. 1 268 a) en el que el

filésofo ensena

La magnitud que se extiende en un solo sentido es
la 1inea , 1la que se extiende en dos sentidos es la su-
perficie , la que se extiende en los tres sentidos es el
cuerpo 3 y fuera de éstas no existe ninguna otra magnitud,
por ser las tres las Unicas posibles y por eer el mismo

tres la totalidad g oo

Exponente del pensamiento griego , Euclides hacia
geometria , en cierta manera como si hiciera fisica 3
(todavia Comte , al final de la pegunda leccién , la de

su oélebre olasificacién de las ciencias , distingue
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"la matemdtica abstracta o célculo" de las "mateméticas
concretas , la geometria y la mecénica racional , ... ,
verdaderas ciencias naturales , basadas como las restan-
tes en la observacién") 3 abstraia del espacio ambiente ,
a la manera de Aristételes , esto es , se restringia a
la consideracidén de unas pocas propiedades de los objetos,
las que l8 interesaban para su elucubracidén racional .
las tres magnitudes de la realidad aristotélica son las
tres dimensiones de la geometria « Y no hay mds . La
cuestidén de generalizar no se presenta . Y mientras no
haya que tratar mlds de tres dimensiones no hay razdn para

que l1la de planos perpendiculares sea una nocidn incémoda.

Con la definieién 3 del libro XI tienen que ver
especificamente las proposiciones 4 Yy 5 del mismo li-
bro .

X1.4. Si una linea reota forma , en el punto de
interseccién , Angulos rectos con dos lineas rectas
que pe cortan , también formard Angulos rectos con el
plano que las contiene .

XI.5. Si una 1linea recta forma , en el punto de

interseccién , A&ngulos rectos con tres 1ineas rectas que

ee cortan , las tres lineas rectas estdn en un plano .
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Segiin Heath , atribuye Crelle a Fourier el estribar
en la definicién 3 con la intencién , no del todo via-

ble , de lograr una definicidén de plano , que seria asi

Un plano estéd formado por la totalidad de las lineas
rectas que pasan por un mismo punto de una recta en el es—

pacio y son perpendiculares a ella .

Con la definicién 4 del libro XI estd particu-

larmente relacionada la proposicién 18 del mismo libro.

XI.18. Si una recta forma 4ngulos rectos con un
plano cualquiera , todos los planos que pasan por ella

forman &ngulos rectos con el mismo plano .

Es curioso que Kuclides no quiera sacar todas las
consecuencias de sus premisas , como las que se leen en

dos autores que me permito citar & continuacidn .

En elementos de Geometria , de Rey y Puig (ver el
dato completo en la quinta parte del presente artioulo)

se encuentran dos .

Todoe los planos que pasan por una recta perpendi-

cular a un plano , son perpendiculares a dioho plano .

Por un punto se pueden trazar infinitos plancs

perpendiculares a uno dado 3 todos los que pasan por la
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recta perpendicular trazada por este punto .

Frases muy similares figuran en Elementos de Geome-
tria (ver la parte quinta) , de un buen matemdtico italia

no , 3Severi .

Dos planos se llaman perpendiculares , cuando uno
de ellos contiene una recta perpendicular al otro , y ,
por consiguiente , éste una recta perpendicular al prime-
ro . Cuando dos planos son perpendiculares , toda recta
trazada sobre cada uno de los dos planos perpendicularmen—
te a su intaraeociés es perpendioular al otro . (p.166).
Por un punto pasan infinitos planos perpendiculares a un
plano dado y son todos los planos que contienen a la reo-
ta perpendicular al plano , trazada por el punto . (p.
167) .

Los traduotores (nétese que hay excepciones , co-
mo Heath) que han inducido a los autores de textos a tra
tar de plano perpendicular a un plano en sentido anélogo
al de recta perpendicular a un plano , en realidad no
han traicionado a Euclides , quien no se sabe porqué ra-
26n utilizé dos términos para lo mismo , los que , por
ende , se vuelven sinénimos . KEs de advertir , empero,

que con la definicién 3 puede aspirar Fourier a determi-
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nar la nocién de plano , mientras que con la definicidn
4 , Rey y Puig , o Severi alcanzan una familia de planos
que contienen & una recta perpendicular a un plano , que
parece poder engullir , por cierto , a la nocién de rec-
ta perpendicular a un plano , tanto la envuelve y la des-

dibuja |

Mayor indeterminacién habria si ese ensayara pasar
a cuatro dimensiones , pues , a més de esta perpendicula
ridad heredada (o si alguien lo prefiere , una teoria pa-
ra cuatro dimensiones , debe contener por restriccidn los
resultados del geémetra alejandrino ) , habrd la que re-
sulta apropiada para cuatro o mis dimensicnes , en linea
direota , como era de esperar , oon la nocidn dada
por la definicién 3. Esta , es acomodable , o si se
quiere , tiene su andlogo en las dimensiones superiores ,
s nds de estar de acuerdo con la intuicién de tipo espa-
oial . La de planos perpendiculares , es verdad que es-
t4 sacada de la experiencia , pero su caracterizacidn en
tres dimensiones , & saber , que uno de los planos ocon-
tenga una recta perpendicular al otro , no es generaliza
ble como seria de esperar para la intuicidén de tipo mate-

mético (no forzosamente de tipo espacial) . Naturalmente
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se podria pensar un concepto generalizado que contuviera ;
entre otros , el emparentado con la definiciédn 4 3 y un
ejercicio de Bourbaki , que citaremos més adelante , a
pesar de no dar razén a Euclides , es la realizacidn de

dicho pensamiento .

Sin embargo , el estudio de diversos tipos de per-
pendicularidad es innecesario inclusive en la preparacidn
profesional de un matemitico , y seria aventurado conjetu
rar que su examen a nivel avanzado sea mis prometedor de

lo que supone Bourbaki al proponerlo como un @jerciocio .

n cambio , el hecho , 8in consecuencias dentro
de su sistema , de que Kuclides haya ooncebido planos per
pendiculares en tres dimensiones , ai puede tenerlas pa-
ra una exposicidn actualizada de la geometria y , luego ,
para la docencia . Porque al contacto con la rutina de la
escuela , se convirtié la definicién de Euclides , en u
na especie de segunda naturaleza , & la oual muchos no so
lamente no quieren renunciar (conducta que ocareceria de in
portancia ) sino que se obstinan en continuar oultivando
en sue oyentes , a pesar de reconocer , algunos por lo

menos , gque , minimo , se ocomete un abuso de lenguaje

(ver la dltima parte) .
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Pueda alguien crear que insisto en demasia sobre un
asunto , para cuya exploracidn unas cuantas lineas serian
bastantes . Dado , empero , 1lo inveterado de 1a coatum-
bre que testimonian la multitud de los autores y ese gran
repertorio de sentido comin que son los diccionarios ,
juzgo oportuno recordar someramente las grandes lineas de
una exposicién actualizada de la geometria ; faltaria
ver que dentro de ella caben , s8in esfuerzo , los resul
tados mAs significativos de Euclides 3§ pero no esbhozaré
aqui sino lo tocante a la perpendicularidad , objeto de

estas reflexiones .

Una exposicidén de la geometria elemental , a la
altura de la matemdtica contemporédnea , es la que se ha
oe algebraicamente mediante conjuntos los cuales se han

dotado de una astructura asociada a Rn .

Es cierto que , en un nivel avanzado , R" es

tanto un espaocio veotorial , oomo una variedad afin ,
como un espacio topolégico . Pero esta convivencia ,
fruto de la madures que permite discernir las estruotu-
ras sl es el caso , es muy mal vista , y , quizd no
finicamente en los primeros semestres de entrenamiento ,

por los futuros mateméticos , as{ vayan hacia la inven-

155



cidn o la ense;anza « Cito en mi apoyo a quienes , inclu
idos profesores bien preparados , no encuentran nada fé-
cil el libro de Dieudonné a pesar de un tfitulo que pueds
inspirar confianza , como es el de Algebra lineal y Geo-
metria elemental . Yo lef en alguna parte gque una de las
razones que aducfa era el designar con la misma letra al
que el discernimiento del lector y la atencidn de éste en
el proceso del razonamiento , deberfa reconocer , como
un elemento del espacio vectorial o como un elemento de la
variedad afin asociada . Aunque haya un isomorfismo ,
creo que es lo mds indicado mantener , sobretodo inicial-

mente , paralelamente el lenguaje algebraico y el geomé-

trico .

El marco general de la exposicién es la teoria de
las formas sesquilineares , que puede consultarse en el
capitulo de Bourbaki citado en la parte quinta . Més par-
tiocularmente , la teorfa concerniente esti expuesta en el
pardgrafo 36 de
GODEMENT Roger. Cours d’algebre. 1963. Paris. Hermann.

633 pp.
teniendo siempre en mente el ocaso ortogonal real . Més di

rectamente , para dos y tres dimensiones a nivel de dlti-
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mo ano de ensenansa secundaria en Franoia , ' primeros se-
mestres universitarios entre nosotros , y tanto para la
parte algebraica oomo para la de geometrfa , puede verse
CONDAMINE M. Géométrie. Terminales C-E. 1971. Paris.
Delagrave. 751 pp.
En una nota de carfoter divulgativo y que concierne sobre
todo a los principios ( lo ocual autoriza una constante
preocupacidn por la vieidn de conjunto y dispensa de los
detalles , porque pueden distraer ) , y no otra cosa pre
tende la presente , sobra el transoribir las demostracio
nes que , por lo demls , el eventual leotor puede encon
trar completas , oon las acotaciones ya hechas , en los
excelentes 1ibros citados , o , ©n otros similares y de

su partiocular preferencia .

III. SUBESPACIOS VECTORIALES ORTOGONALES

III.l« Leyes de composicién oon subespacios de R"

Sean U, V dos subespacios vectoriales de Rn ®

Se llana suma de los dos subespacios , y =i es el
oaso se nota U+V , al conjunto de los vectores de la

forma usv , donde u es un veotorde U y v es wn
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vector de V . La suma de dos subespacios de R™ es un

subespacio de BR"

Se llama interseccidén de los subespacios , y si es

el caso se nota U1V , al conjunto de los vectores co-
muneés & los dos subespacios . La interssccidén de dos sub-
espacios de R" es un subespacio de R" . En efecto ’
ella nunca es vacia , por lo menos contiene al vector nu-
lo .«

Quizéd sea conveniente explicitar que los subconjun—
tos obtenidos de los subespacios mediante la suma y la in-
terseccidn , son subespacios respecto a la restriccidén a

ellos de la adioidn de vectores en R .

5i dos subespacios no tienen comin sino el vector
nulo , se dice que su suma es suma directa . Para que
W sea suma directa de U y V sge requieren , pues ,
dos condiciones 3+ W=U+V , y, Ul V se reduce al
vector nulo « Cuando W es R" s 86 dice que los dos

subespacios U , V son suplementarios .

. n

En el conjunto de loa subespacios de R , a cada
subespacio quedan , de esta manera , asooiados dos sub-
espacios . U (1 V , el mayor subespacio contenido a la

vez en U y en V . KEn segundo lugar , U + V , el me
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nor subespacio que contiene a lavez a U ya V . Se di
ce que el conjunto de los subespacios de R™ tiene una o8

tructura de red .

III.2. Ortogonal de un subsspacio

Sobre el espacio veotorial real R" @e considera
ahora la forma producto escalar euclidiano , aplicacidn
bilineal simétrica definida positiva , que a dos vecto-
res de R" haoce corresponder un nimero real , su produc
to escalar . Si éste es nulo , 8e dice que los dos veo-

tores , no nulos , son ortogonales .

Si V es un subespacio propio de " , Be llama

ortogonal de V , y si es el caso se nota v® , al sub-

conjunto de los vectores de Rn ortogonales a cada uno de

los vectorea de V .

Citanse (sin demostracibén como ya se axpliob) los

teoremas importantes para dilucidar la cuestidn propuesta.

Teorema

(v®)® = vV, cualquiera sea el subespacio V de
i
Teorema

dim V + dim Vv - di' R" = n .
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31 V es un subespacio vecotorial de R" y G m
dimensiones , m menor que n , por los teoremas anota-

dos 1 orotogonal de V es de dimensiém n - m .

Teorema

R" es suma directa de V Yy del ortogonal de V.
Por tratarse de suma directa de dos subespacios , todo
vector de R" es , de manera unica , suma de dos veoto-

res , respectivamente elementos de cada uno de los subes-

pacios sumandos .

El lubonpn016 V es estable mediante biyecciones
lineales ortogonales en m dimensiones , es decir , me-
diante elementos del grupo lineal general OL(n,R) tales
que las primeras ®m lineas y las primeras m columnas de

sus matrices formen matrices ortogonales .

Anflogamente , el ortogonal de V es estable me-
diante biyecciones lineales ortogonales en (n - l) dimen

siones .

Estos dos enunciados traesn oomo consecuencia el que
dos subespacios ortogonales al mismo subespacio son isomor

fos .
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IV. SUBVARIEDADES AFINES PERPENDICULARES

IV.l. Variedad afin asociada a R

El objeto fundamental
para el estudio de la geometria afin y euclidiana , 1llama
do variedad afin real n-dimensional , es un conjunto con
una estructura modelada sobre R" y ocuya construccibn me

permito recordar brevemente .

Sea (P) un conjunto , cuyos elementos llamamos

puntos y notamos , s8i es el caso , O0,P,Q,R,...

Decir que el grupo (Rx...xR, +) opera sobre (P)
es equivalente a decir , que existe una aplicacibémn , que

puede llamarse iranslacién de puntos ,
(Rlnicﬂ' 1') x (P) g (P)
(v ,P) =» Q=v +P

que & un punto P hace corresponder , mediante un vector
v el punto Q , aplicacidn que satisface las dos condi

ciones siguientes
e v+ (veP)a(v'+ v)+P
e G+Par?

Seglin esta concepoién , los elementos del grupo
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(RxeeexR, +) , 8 decir , los vectores de R" s Aapare-
cen como operadores que actilan sobre puntos 3 de esta ma-

nera se aplican puntos en puntos .

El primer axioma indica que entre los operadores ri
ge la composiocidén de funcionee , que en este caso es la

suma de veotores .

El segundo axioma indica que el vector nuleo ,

-

0 = (0,004,0) , de R™, deja todos los puntos invarian-
tes .

A la pareja formada por el conjunto (P) , ¥y el
grupo aditivo del espacio vectorial R® como grupo de ope
radores sobre (P) , en las condiciones dichas , se la

designa variedad afin real n-dimensional , A(Rn) .

Se puede expresar toda la situacién en este solo e-
nunciado 3
Deoir que A(R") es una variedad afin real n-dimen

sional , es equivalente a decir , que

dados dos puntos P,Q de A(R®)

existe un Gnico veotor v de )

tal que v+P= Q.

En ves de Vv + P = Q@ se puede emplear la notaoidn de

162



Gragsmann 4 Vv =Q ~-P , o0 la de los fisicos ', v = f& .
Cuando mn =1, A(R) se llama recta afin real .
Cuando m = 2 , A(Rz) ge llama plano afin real .

Cuando n = 3 , A(RB) se llama espacio afin real .,

IV.2. Bubvariedades Perpendiculares

A Rn ge asocia la

variedad afin A(R") .

A los subespacios vectoriales de Rn se asocian
las subvariedades afines , de la siguiente manera

En A(R™)xA(R®) se define una relacibén asociada a

un subespacio , V , de R® y, asi

pes
P relQ =~ f& es un veotor de V
Se demuestra que esta relacidn es de equivalencia .

Cada clase de equivalencia es una subvariedad afin

asociada a V , o, oomo también se dice , ouya direccién
es V.

Dado un subespacio propio , V , de R" y oada pun
to P de A(R®) determina o fija una relacién de equiva-
lencia , la subvariedad afin de A(R™) que pasa por P

Yy ouya direccibn es V . Si es el casoc se la notia
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((Po) , V) . Cada punto de A(R") pertenece & una inioa
clase de equivalencia , siempre respecto al mismo subes-
pacio V . En otras palabras , si Qo es un punto de la

gsubvariedad ((Po) , V) se tiene que
((Q) , V) = ((p) , V) .

Si Q, no es un punto de ((Po) , V) entonces
(@) , V) n ((p)) , V)

es el conjunto vacio . En este caso , 1las subvariedades

se dicen paralelas . Es decir , dos subvariedades de

A(R™) son paralelas si tienen 1a misma direccidn .

Como caso particular , 81 n =2 , 1las subvarie-
dades propias de A(Rz) gon las rectas del plano « Dos
de ellas son paralelas si tienen el mismo vector director
v . S1 Po ’ QO son dos puntos del plano , 8i el con-
junto de las oombinaciones lineales , jrvi , donde r
es un nimero real cualquiera , es el subespacio veoto-
rial unodimensional , direccidén de ambas rectas y si
Q no es un punto de ((Po)' jrvi ) entonces existe una
(inica reota ((Qo), jrvi ) , paralela , por tanto a

((Po)' trvil)

El quinto postulado de Euclides resulta como teo—
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rema en esta axiomatizacién de la geometria .
Se puede mostrar que
dim ((Po) , V) = dim V

Si U es un subespacio de R® s distinto de V , hay
las subvariedades afines de A(R®) asociadas a U y sur
ge el problema de determinar las posiciones relativas de
dos subvariedades dadas , o de subvariedades de éstas .
Como los elementos constitutivos de la nocidn de subvarie
dad son los puntos y los subespacios , bhay que tener en
ouenta, por una parte los puntos comunes (de jamos de la-
do el paralalismn) ¥y , por otra , 1la interseocidn de
los subespacios a los cuales estdn asociadas . A este
respecto , son tres los teoremas , ya cldsicos , que

ge van a enunciar sin demostracién , ocomo convenido .

Teorema

Si dos subvariedades afines asociadas a U y V
respectivamente , tienen un punto ocomin , entonces ,

la intersecoién de las dos subvariedades es una subvarie-

dad afin , asociadaa UN V.

Teorema

Las subvariedades afines ((Pl) sy ; ((Pz), V)
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tienen puntos conunes si y solo si P1P2 ea un vector de
U+V.

Un caso particular de éste , se pone también como
teorema , por la importancia que tiene , sobre todo para

la afirmacidn principal del presente escrito .

Teorema

Si U,V son subespacios suplementarios en rR" ’
entonces , las subvariedades ((Pl), U) ’ ((P2), V) tie-
nen un unico punto comin .

Por definicién , estas dos subvariedades se llaman

perpendioulares . Para que dos subvariedades sean perpen-—

diculares es necesario y suficiente que tengan un punto co
min y que si la una estd asociada &l aubespacio V , 1la o
tra lo esté al subespacio ortogonal de V . Pero también

hay la nocién de subvariedades de estas subvariedades per-
pendiculares entre sf .

En 1(R3) , una recta es perpendicular a un plano,
pero en el plano mismo hay inumerables parejas de rectas

perpendiculares entre si .

Para que dos subvariedades cualesquiera sean perpen

diculares es necesario y suficiente que estén asociadas a
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gubespacios tales que todo vector del uno es ortogonal a
todo veotor del otro (se subentiende siempre que los veo-
tores en ouestién son no nulos) .

En efecto , para m menor que n estrictamente ,

es R un subespacio propio de 8% j por lo tanto , 1la

variedad asociada a R" es subvariedad de la variedad aso
oiada a R" ¥ para cada valor de m mayor o igual que
dos , vale el {ltimo teorema enunciado a partir del cual
se ha definido la perpendicularidad entre dos subvarieda-

des .

En una dimensién , no hay perpendicularidad , pro
piamente hablando , por estar la nocidén asociada a subes-
pacios vectoriales propios , y no haberlos en dimensidén u

no .
En dos dimensiones , las subvariedades afines uno—

dimensionales son las rectas .

Dados dos vectores linealmente independientes , oa-
da uno genera un subespacio veotorial unodimensional y ha-
bréd sendas familias de rectas asociadas a cada uno de los

dos subespacios .

Fijado un punto del plano , pasa por é1 una (nica

Trecta de cada familia . Si los dos vectores generadores
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son ortogonales , las dos rectas son perpendiculares .

Cada recta de cada una de las dos familias cumple en
tonces una de las condiciones de perpendicularidad , la de
que sus vectores direotores son ortogonmales . Para oada
recta de cada familia existe un UGnico punto del plano donde
se cumple también la segunda , al encontrar una Gnica rec~

ta en dicho punto ¢t entonces las dos son perpendiculares

entre si .

La variedad bidimensional asociada a los dos vecto-

res ortogonales es un plano .

Si a los doe vectores ortogonales anteriores anadi-
mos un tercer vecotor ortogonal a los dos veotores dados ,
al espacio veotorial tridimensional obtenido esti asociada
una variedad afin tridimensional , de la cual , en par
tioular , eon subvariedades las rectas asociadas al ter-
cer veotor y el plano asociado a los dos primeros . Un
vector direotor de la recta es ortogonal a todo vector del
subespacio veotorial al cual estd asociado el plano . La
Tecta es perpendicular a todo el plano y también a cada u-
na de las rectas del plano que pase por el punto donde la

recta encuentra al plano »
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Y no bay mds casos posibles de perpendicularidad ,
que no gea el de otras reotas ouyo vector director es al

mismo tercer vecotor ya dicho .

Deade luego , entre las ragtaa de esta familia ,
se puede considerar la subfamilia que corta al plano se-
gan una recta del planoc que pasa por el punto donde la rec
ta ouyo vector director es el tercero dado , corta al pla
no .

Estas rectas estdn en un plano que algunos persis-—
ten en aonaiderar y ¢como hizo Euclides , perpendicular

al primer plang .

Pero estos dos planos tienen una reota comin , y
no un Unico punto comin como se requiere para la perpendi
cularidad definida de manera gque convenga para cualquier
dimensién finita . Los subespacios vectoriales , a los
cuales estén asociados los dos planos , tienen en comin

un subespacio veotorial unodimensional .

Si hubiera planos parpendioculares en tres dimensic
nes y si fuera V el subespacio veotorial bidimensional
en 33 al cual estuviera asociado uno de los planos ,
un plano perpendicular a éste estaria necesariamente aso-

oiado al subespacio ortogonal de V j ahora bien , en
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tres dimensiones el ortogonal de un subespacio bidimensio-
nal es un subespacio unodimensional ; en consecusncia ,

no hay planos perpendiculares en tres dimensiones .

Andlogamente sucederid en dimensiones superiores en
cuanto & la relacidn entre subespacios y subvariedades .
Habrd una familia de subvariedades asociadas a un subespa
cio vectorial , V , de R" s ¥ una familia asociada al
ortogonal de V , referido R® desde luego a una base
ortogonal § Yy , por cada punto de h(Rn) una unica sub
variedad asociada a V , perpendicular a una Gnica sub-
variedad asociada al ortogonal de V . Sea Po este pun
to . Cabe considerar las subvariedades de la subvariedad
((PO) ,» V) que pasan por P s ¥, las subvariedades
de la subvariedad ((Po)’ v®) que pasan por , éstas
son las subvariedades afines euclidianas asociadas a sub-
espacios propioe del subsspacio propio V , ¥y , las sub
variedades afines asociadas a subespacios propios del sub
espacio propio ortogonal de V , respectivamente , que
cumplan 1a condicién de pasar por Po « Estas subvarieda
des de las subvariedades asocjadas a V y al ortogonal
de V gque pasa por Po s, ¥, por lo tanto , perpendi-

culares , son también perpendiculares , entre ef , y ,
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de una familia a la otra j una subvariedad ; empero ,
no es perpendioular consigo misma , lo cual si acontece-
ria en tres dimensiones , en el caso de que hubiera pla-
nos perpendiculares t la recta comin , por pertenecer a
los dos planos perpendiculares en un punto dado , seria
perpendicular a si misma 4 en dicho punto . Lo cual no

tiene sentido seglin las definiciones y teoremas citados .

Las Gltimas consideraciones generales se concretan

en el conocido teorema gque se enuncia en seguida .

Teorema

Dada una subvariedad afin m-dimensional
((P) , V) y un punto Q de A(Rn) y, existe una unica
subvariedad de dimensién n - m que pasa por Q y es per

pendicular a la subvariedad dada .

En efecto , dim ((P) , V) = dim V = m, Y
dim VD = n-m . Ahora bien § subvariedades asociadas a
V ya Vo no pueden ser paralelas , por lo menos tisnen
n

un punto comin , P« Dado que V + v = R y es P_

el tnico punto comin .

Se dice que Po es la proyeccibn perpendicular de

Q seglin la subvariedad ((Q) , v®) s@eobre la subvariedad
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((®) , v) .
Asi , en tres dimensiones , por un punto exterior

a un plano pasa una unica recta perpendicular al plano .

En la variedad afin asociada a R3 , referido a la
bage canénica , por el punto (1,1,1) , por ejemplo , pa
sa una Unica recta , de vector director (0,0,1) , per-
pendicular al plano que pasa por el ;rigan sy ouya direc-

cién es dada por los vectores (1,1,0) y (0,1,0) .

V. LA PERPEHDICULAﬁIDAD EN ALGUNOS TEXTOS .

Ahora se trata de ojear algunos textos para averi-
guar cudl es su posiciédn respecto a los planos perpendiocu

lares en tres dimensiones .

En esta Gltima parte del trabajo me veo obligado a
emplear el lenguaje de los autores citados que no distin-
gue ortogonalidad de perpendicularidad y que habla de pla
nos perpendioulares en tres dimensiones j de lo contra-
rio havria tenido que hacer perfifrasis oon el consiguien-
te riesgo de traicionarlos . Por otra parte , no podis
enfrascarme en este comentario bibliogrifico antes de re-

cordar los grandes rasgos de la exposioién actual de la
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geometria que me parece digna de hacerse , porque habria
tenido que entrometer nociones inoportunamente , con el

peligro de crear confusién .

Grosso modo , los autores compulsados se los pue-

de repartir de la manera que sigue .

V.l. En primer lugar , los que no tienen ningin escripu
lo , por no haber cuestionado la nocién o por no haberse
dado cuenta de que podria ser problemdtica § son , sin
duda , los mde numerosos , aunque no se aliste a todos
los autores sino que apenas se considere una muestra ,
que @8 lo que se hace aquf . Asi pues , en los nombra-
dos en seguida tiene carta de ociudadania la perpendioula-

ridad de plancos en tres dimensiones .

JAMES Olenn, and, JAMES Hobert. Mathematice Dictionary.

1959. Van Nostrand. Prinoceton. New Jersey.

GRUENBERG K.W., and, WEIR A.J« Linear Geometry. 2nd.edi-

tion . 1977. Springer Verlag. New York. 198 pp.

KARUSH William. The Crescent dictionary of mathematics.

1967. New York. The Macmillan Company .

KINDLE Joseph. Geometria analftioa. Edicién espanola.

1980. Cali. Carvajal. Compendios Schaum. 150 ppe
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LESIEUR Léonce, et, JOULAIN Claude. Mathematiques P.C.
Premiére annde et Spéciales B. Tome I. Algébre et géoms-

trie. Troisieéme édition. 1968. Paris. Armand Colin. 496 ppe

MOISE - DOWNS. Ceometry. 1964. Reading Massachusetts.

Addieon Wesley. 578 pp.

POGORELOV A.V. Geometrfa elemental. 1974. Mosci. Mir.

224 pp.

PUIC Adam,Pedro. Curso de geometria métrica. Tomo I. Fun

damentos . Sa.edicidn. 1956. Madrid. 372 pp.

REUNION DE PROFESSEURS. Cours de géométrie. 19Y5l. Paris.

Livrairie générale. 516 pp.

REY Pastor, Julio -~ PUI0 Adam,Pedro. Elementos de geome-

trie. 1959. Madrid.

REY Pastor,Julio — SANTALO Luis — BALANZAT Manuel. Geome

tria analitioca, 4a.edicién. 1959. Buenos Aires. 535 pp.

REY Pastor,Julie — PI Calle ja ,Pedro - TREJO César. Ané-

1isis matemAtico. Vol.II. 3a.edicidn. 1959. 624 pp.

RIVAUD Jaoques. Exercises de géométrie. 1962. Paris.

Vuibert. 284 pp.

SEVERI Francesco. Elementos de geometria. Tomo II. 3a.
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edicidén. 1962. Labor. Barcelona. 373 ppe.

Aunque parece querer acogerse a la terminologia de
Bourbaki citada un poco més adelante , en las piginas
149-150 habla de las propiedades de ortogonalidad de dos

planos en dimensibén tres , 1o cual coloca en el primer
grupo a

MARTIN Pierre. Applications de 1’algebre et de l’analyse

a la géométrie. M.P. et Spéciales AA’. 1967. Paris. Armand

Colin. 589 pp.

Ve2. En un segundo grupo estén dos textos franceses ,
excelentes ambos , que reconocen lo inapropiado de la no
0ién en cuestién , pero , por una razén no expresada ,
continian empledndola , incluso en la fraseologia de un

teorema , uno de ellos § como puede leerse a continua-
0ibén .

PICHAUD joélle, et, REVUZ André. Mathématique. Terminale
C-E. Tomo 3. Géométrie. 1972. Paris. Fernand Nathan.

349 »p.
En la pdgina 143 escoriben la siguiente defini-

cidn

Dos partes de un espacio vectorial euclidiano se
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dicen ortogonales si todo elemento de 1a una es ortogonal

a todo elemento de la otra

perfectamente ortodoxa , como el teorema gque enuncian ,

P. 144

Dados dos subespacios ortogonales de un espacio veg

torial euclidiano , la suma de ellos es suma directa
Anaden s luego , este comentario

Resulta , en particular , que en un espacio veco-

torial euclidiano de dimensién 3 , wuna condicidén necesa
ria para que dos subespacios vectoriales sean cortogonales
es que la suma de sus dimensiones sea inferior o igual a
3. Por tanto , dos planoe vectoriales no pueden ser or-
togonales « Diremos , =2in embargo , en este caso , y
es un abuso de lenguaje , que dos planos vectoriales son

ortogonales cuando tienen suplementarios ortogonales .

Justificado , si asi puede aceptarse , este modo de ha-

blar , lo siguiente ya les parece licito .

Ejercicio
Dados dos planos vectoriales P,P’ de
un eapacio vectorial euclidiano de dimensiém 3 , mos-

trar que las dos propiedades siguientes son equivalentes:
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i) P y P' son ortogonales
1i) P’ contiers una recta vectorial ortogonal a P.
M4ds adelante , p. 218 , se prolongan las consecuencias .

Como lo hicimos en el caso de los espacios vecto-
riales euclidianos de dimensién 3 , diremos que , en un
espacio afin euclidiano de dimensién 3 , dos planos son
ortogonales Bi sus dirscciones son planos vectoriales orto-

gonales . De donde resulta que

Teorema

Dos planos de un espacio afin euclidiano de dimen-
sién 3 son ortogonales si y solo 8i uno de ellos contie-
ne una recta ortogonal al otro .

Debe ser esto el obrar conforme al espfritu de la
tradicién 1 imposible desprenderse de algo que se hace
as{ desde tiempos .

Un pooco menos inconsecuentemente procede nada menos
que Condamine , autor recomendable por todo el resto de
su libro , ya citado antes (II) , quien en la pégina
504 estampa lo que sigue .

Observaoién . No existen planos ortogonales , en

el sentido definido , en el espacio afin euclidiano tri-

178



dimensional « Existen , no obstante , parejas de planos
notables tales que una recta del uno sea ortogonal al otro

plano . Se les dice "ortogonales" .
(Lo ocual explica numerosos errores i

Si dos planos son ‘"ortogonales" , toda recta del

uno no es ortogonal a toda recta del otro .

En particular , 1la recta interseccidn no es ortogo
nal a ella misma) .
Definicién
Dos planos del espacio euclidiano tridi-
mensional se dicen "ortogonales”" (o perpendiculares) si u-

na recta del uno es ortogonal al otro .

V.3. Un tercer grupo estid formado por los siguientes tra-
tadistas , quisnes mensionan la perpendicularidad entre

recta y plano , 1legitima , pero no la de plano con plano
(aunque , en este punto , no esté muy seguro en cuanto a
la intenoién da Choquet) seguramente por considerarla es-

puria .

CENTRE D’ETUDES MATHEMATIQUES en vue des applications .

Formulaire des mathématiques a 1’usage des physiciens et
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des ingénieurs . Géométrie. 1962. Centre National de la

Recherche Scientifique . Paris. 221 pp.

CHOQUET Gustave. L’enseignement de la géométrie. 1964.

Paris. Hermann. 176 pp.

DIEUDONNE Jean. Algebre lindaire et géométrie élémentaire.

Troisieme édition. 1964. Paris. Hermann. 240 pp.

HOCHSCHILD G. A second introduction to analytic geometry.

1968. San Francisco. Holden Day. 63 pp.

V.4. Bourbaki. Forma grupo aparte , aunque estd natural-
mente en la misma ténica de los autores citados en V.3.,
uno de los cuales , Dieudonné , es miembro importantiei-
mo del grupo Bourbaki . No se puede aseverar , pues ,

que todos los franceses sacrifiquen al tradicionalismo .

La teoria atinente estd en

BOURBAKI N. Eléments de mathématique . Algebre . Chapi-

tre 9. Formes sesquilinéaires et formes quadratiques .
1959. Hermann. Paris. 213 pp.
Lamento no saber si este capitulo ha sido publica

do ya en la forma "provisionalmente definitiva" que

Bourbaki estd dandt a la iltima edicién de su fundamental
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tratado , y por tanto , ei le ha hecho cambios significa
tivos a este capitulo « Dado su grado de generalidad ,
el somero recuento de Algebra que se hizo en la parte 3 ,
seria insuficiente . Es preferible transcribir al caso
particular de las formas hermitianas en la situacidén orto-

gonal real , lo que mids interesa para esta averiguacidn .

Después de haber tratado en el parigrafo 3 (siem
pre en el capitulo citado m&s arriba) lo referente a la
ortogonalidad , propone entre los e jercicios el siguien-
te , pe 63 &

Ejercicio 11l.

Se dice que un subespacio vectorial
U es debilmente ortogonal a un subespacio vectorial V
8i uno de los dos subespacios U , el ortogonal de V

ocontiene al otro . Mostrar que

a) La relacién " U es debilmente ortogonal a

V" es simétrica .

b) Si U y V son debilmente ortogonales , el

ortogonal de U y el ortogonal de V son también debdil

mente ortogonales .

6) Si U y V son debilmente ortogonales y si
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su interseccidn se reduce al veotor nulo , entonces U

¥ V sBon ortogonales .

En el niimero 6 del pardgrafo 6 , da la defini-
cidén que sigue

Dos subvariedades son ortogonales si sus direccio-

nes son ortogonales .

Asi , pues , Bourbaki emplea el mismo término pa
ra las subvariedades como para los subespacios direoccio-
nes de las subvariedades . Ya habia apuntado que Dieudon
né hace lo mismo , .y'que esto disuena del leitmotiv del
presente artioulo « Lamento no contar con la influencia
del gran maegtro en la propuesta de una separacidn siste
mAdtica entre los dos lenguajes , algebraico y geométri-
co§ pero, al fin y al cabo , el de Bourbaki es un
profunde trabajo , no destinade a la iniociacién de los
profesionales , ni siguiera a libro de texto para cursos
de especializacién , aungue ose haya podido ser el desig
nio en sus comienzos . Superd tales esperanzas , para
convertirse luego en la exposicién méds sistemética y com
pleta de mds o menos la matemdtioa conocida hasta media-
dos de este siglo « Quiero decir que el @ jemplo de Bour

baki no invalida las razones de claridad en la exposioién
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para la etapa formativa de los futuros matemdticos .«

En seguida de la definicidén transcrita y comentada,
aparece un resultado ya mencionado (al final de IV) el
de que una subvariedad y la subvariedad perpendicular (que,
deaofortunadamente , Bourbaki y otros autores llaman orto

gonal) correspondiente se encuentran en un Gnico punto .

Al deeignar como ortogonales tanto a los sBubespa-
cios veotoriales como a las subvariedades afines euclidia-
nas , & Bourbaki le queda libre el término perpendicular.
En el ejercicio 22 del pardgrafo 6 (ver p.109) Bour-
baki le da un uso que parece avenirse con el comin en tex
tos y diccionarios . Irfia a sacrificar también el grupo
francés de matemdtiocos en aras del tradicionalismo 7 En
realidad , Bourbaki no va a justificar las ancianas cos-
tumbres disponiendo la exposicifn de tal manera que en
tres dimensiones coincida con la tradicién escolar de que
no pudieron desprenderse los profesores recordados en

V.2. Para gque se vea , tranacribo al susodicho ejerci-

cio .

Dos subvariedades son perpendiculares si sus direg

oiones son subespacios debilmente ortogonales .
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Sean A(U) y A(V) dos subvariedades y
dim(U+V) = m< n « Mostrar que si R" es suma directa de
(U+v) y de (U+V)° , existe una subvariedad A(W) de di-
mensién n - m , perpendicular a A(U) ya A(V) , ¥
que encuentra a cada una de las dos subvariedades en un 8o

lo punto .

La otra parte del e jercicio no aporta informacidn
al punto en litigio . La condicidén de que m sea sstric-
tamente menor que n , impide para m = 3 , que m gea
més que 2 } entonﬁes se tienen subespacios propios de di
mensién uno § esi U y V son diferentes , son direccio
nes de dos rectas perpendiculares , ¥y , hay una tercera

recta perpendicular a cada una da sllas . Y ninguna venia

al uso .

V.5. Epflogo
Semiperpendicularidad . Qué hacer para man-

tener el paralelismo deseado entre el lenguaje del Algebra

y el de la geometria ?

WOODS Frederick. Higher geometry. 1961 Dover republioca-

tion. (First edition, 1922, Ginn and Company). 423 pp.

en la parte cuarta "geometria de ocuatro o més dinonaionﬂu",
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ps 375, llama planos semiperpendiculares a dos planos ta-
les que cada uno contiene una linea perpendicular al otro.
Es el término que me parece indicado . Si se reinen todas
las lineas de uno de los planos que cumplen tal condicidn,
es posible reencontrar la definicidén de Euclides , cuya no
cién de planoa perpendiculares se podria entender entonces

en el sentido de planos semiperpendiculares .

La sexta proposicidn de Woods , en el mismo sitio,
dice @

Todas las lirneas perpendiculares a un plano en un
punto fijo est&n contenidas en un plano . Los dos planos
son tales que cada linea de uno de ellos es perpendicular

a cada una de las lineas del otro .

Este segundo enunciado es el obstaculizado por la
definicién 4 de Euclides § es , empero , el que esté
en la via de la generalizacién . Woods llama completamen

te perpendiculares a estos planos . Y anade

Obviamente ellos no existen en el espacio tridimen

sional ordinario .

Pienso que es imitil el empleo del adverbio comple

tamente pira modificar una nooién de perpendicularidad
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que no admite ambiguedades . Para cada subvariedad hay u-
na subvariedad perpendicular bien determinada . Hay luego
subvariedades semiperpendiculares . En tres dimensiones
hay la nocién de recta perpendicular a una recta en un pun
to de ésta , recta perpendicular a un plano en un punto
de éste , y , plano semiperpendicular a otro a lo largo
de la linea de interseccidén de loe dos . En tres dimensio
nes dos planos se cortan a lo largo de una recta o son pa-
ralelos : no hay mAs posibilidades en geometria afin eu-
clidiana . La otra manera de decir de gque se dispone es
seguir a Euclidesg al pié de la letra y hablar de planos en
dngulo recto . De todos modos que se reserve la expresidén
plahos perpendiculares para cuando los haya de veras . De
precacibén que se hace en honor a la claridad del pensamien

to y , por ende , para la facilidad de la ensenanza .

Alberto CAMPOS
Departamento de Matemiticas
Universidad Nacional

Bogotd — Colombia .
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