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ACOTACION DE MEDIDAS CON VALOH~S ~N ESPACIOS DE BANACH

Otto Raul RUIZ M.

La proposici6n que enunciaremoa a continuaci6n es

una generalizaci6n del teorema de acotaci6n de medidas f1

nitas signadas, al caso de medidas oon valores en eapa-

oios de Banaoh. La demostraci6n la harernos utilizando

e1 principia de acotaci6n uniforme del an'li8i8 funcional,

el eual permite dar una prueba sin las eomplicacionee de

los metodos tr~dioionale8 , 108 cuales resultan bastante

engorroa08 inclusive para ~algebras •

Proposici6n

Sea X un conjunto, A un ~anillo

de 8uboonjunt08 de X B, un espacio de Banaoh, y

m una funoi6n de A hacia B, contablemente aditiva •

En eetas condiciones, existe una constanta real K,

tal que II meA) 1/ < K para todo A perteneciente a A.
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Nota

Deoir que m ee contablemente aditiva eignifi-

II ca que para toda euoeei6n A , •••
·n de elementos

I I dol A disyuntoe entre S1 ,

co
m( U A )
1 n

co
• I m( A )

1 n

donde la serie converge en la norma de B •

Lema

Una medida eignada m, de valor real, ee a-

ootada •

Prueba

Si m no es aeotada superiormente, para to-

do N mayor que cero existe AN perteneciente a A tal

que m(AN) sea mayor 0 igual que N.

Sea (cln) una deecomposici6n de Hahn de X con

respecto am, tal que C y n sean rBspectivamente los

oonjuntos positivo y negativo en e1 8entido de Halmos (2,

p. 121) • A partir da propiedade8 e1ementalee de 1ae de.-

oompo.ictona. de Hahn obtenem08 1& .iguiente desigu&ldad

Tomemo. ahora
)(

AM - U (0 n Aw) .
1

Observemo. por un
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Lad o que MA c C • Ademaa ai M es mayor 0 igual que

N , m(AM) > m(CnAN» N para todo M> N y por 10 tan-
'to m(AM) > M •

Puesto que los conjuntos AM oonstituyen una 8e-

euencia mon6tona erecients de subeonjuntos del oonjunto

positivo C de la deseomposioi6n de Hahn se obtiene

10 cual BS absurdo

A •

En forma similar ae demuBatra que la no aootaoi6n

inferior noe 11eva tambien a un abaurdo por 10 eual pod~

mOB considerar la pru~ba del lema completa.

Consideremos ahora el conjunto B de formae 11-

nealsa oont!nuae de B •

3i -~ E B veamoa que la aplicaci6n

tal que x (A) - A(m(A»
m

e8 oontablemente aditiva • Si

Ai ' 1 EN, 8S una colecoi6n de oonjuntos dieyuntoe d.

A, tenem08
n n n

Limn ~ >..(Ai) • Limn ~ A(m(A1» • Limn X( ~ .(At» •

Adem'e , pueeto que 1& funoi6n ~ e. oontinua 1

CD
oonverge en norma & m( U Ai) ,

1
.e tien.



n 00 00

Lim ~( E m(Ai)) - \(m( U A.)) - A ( U A.) •
n 1 11m 1 1

De las igualdades anteriores se deduce inmediatamen
00 00

r ~ (A.) - ~ ( U Ai) aon 10 aual nU8stra aaevera-
1 m 1 m 1

ai6n anterior queda demoatrada •

te que

Trivialmente las funcione s \. Bon medidas aigna-
m

das de valor real. En virtud del lema demostrado ante-

riormente , exiatirA para cada funci6n A un numero real
m

Kl mayor que cero tal que IAm(A) I ~ Kl para todo

A perteneciente a A.

Para oompletar la prueba utilizaremos el principio

de acotacion uniforme cuyo enunaiado nos dice I Si S es

un suboonjunto de un espacio de Banach B en el oual para

toda funoi6n A p~rteneciente a B existe una oonstante

Kl tal que para todo x perteneciente a S

1~(x)1 ~ Kl, entonc8s existe una oonstante

que para todo x de S, " x II ~ K.

S8 tiene

K > 0 tal

Ahora bien, si oonsideram08 S - meA) hemos vie
-to que existe para oada X perteneoiente a B una oons-

tante K1 tal que para todo meA) E S 8e tiene
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En vista del principio de aootaci6n uniforme, existe K

mayor que oero tal que para todo meA) , A E A , IIm(A)1I~ K,

oon 10 oual se tarmina la demostraci6n •
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