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ACOTACION DE MEDIDAS CON VALORES EN ESPACIOS DE BANACH

Otto Raul RUIZ M.

La proposicién que enunciaremos a continuacidn es
una generalizacibdn del teorema de acotacibdn de medidas fi
nitas signadas , al caso de medidas con valores en espa-—
cios de Banach . La demostracidn la haremos utilizando
el principio de acotacidn uniforme del andlisis funcional,
el cual permite dar una prueba sin las complicaciones de
los métodos tradicionales , los cuales resultan bastante

engorrosos inclusive para O-algebras .

Proposicibn

Sea X un conjunto , A un O=anillo
de subconjuntos de X , B un espacio de Banach , y
m una funcién de A hacia B , contablemente aditiva .
En estas condiciones , existe una constante real KX ,

tal que "m(A)'Ij K para todo A perteneciente a A.
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Nota
Decir que m es8 contablemente aditiva signifi-
ca que para toda sucesidn Al’ A2,... An,... de elementos
. da A disyuntos entre si ,

a a
m( tlJ An) - x{ m(An)

donde la serie converge en la norma de B .

Lema

Una medida signada m , de valor real , es a-

cotada .

Prueba

Si m no es acotada superiormente , para to-

do N mayor que cero existe AN perteneciente a A tal

que m(AN) sea mayor o igual que N .

sea (¢Ip) wuna descomposicién de Hahn de X oon
respecto a m , tal que C y D sean respectivamente los
conjuntos positivo y negativo en el sentido de Halmos (2,
p. 121) . A partir de propiedades elementales de las dee-

composiciones de Hahn obtenemos la siguiente desigualdad
m(C N AY)> m(Ag) > N .

Tomemos ahora X
g8 | (c N AN) . Observemos por un
1l
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lado que AM cC . Ademds , si M es mayor o igual que

M) > m(Cc N AN) > N para todo M> N y por lo tan
> M.

Puesto que los conjuntos AM oonstituyen una se-
cuencia monbtona creciente de subconjuntos del conjunto
positivo C de la descomposiciédn de Hahn , se obtiene
que m(LimMAM) = LimM(m(AM)) = @ lo cual es absurdo

puesto que LimM(AM) pertenece a A .

En forma similar se demuestra que la no acotacidn
inferior nos lleva también a un absurdo por lo cual pode

mos considerar la prueba del lema completa .

Consideremos ahora el conjunto B~ de formas li-

neales contfnuas de B .

~

Si A e B veamos que la aplicacién km 1+ A >R
tal que Am(A) = A(m(A)) es ocontablemente aditiva . Si

Ai , 1 € N, es una coleccibdn de conjuntos disyuntos de

A, tenemos

n n n
Lim_ 11; Xl(Ai) - Lim 11: A(m(Ai)) = Lim A( ;{ n(Ai)) s

Adem&s , puesto que la funcidén A es ocontfnua y
®

n
L m(Ai) oonverge en norma a m( U Ai) y 86 tiene
i 1
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n a a
Lim X ( 1{ m(Ai)) = A(m( lllAi)) = A ( llJAi) .

De las igualdades anteriores se deduce inmediatamen

@® @
te que L A (A,) =X (UA,) ocon lo cual nuestra asevera-
1 m m 1 i

0ién anterior queda demostrada .

Trivialmente las funciones km son medidas signa-
das de valor real. En virtud del 1lema demostrado ante-
riormente , existird para cada funcibn Xm un nimero real

K, mayor que cero tal que ’km(A)l < k, para todo

—

A perteneciente a A .

Para completar la prueba utilizaremos el principio
de acotacidn uniforme cuyo enunciado nos dice 3+ Si S es
un suboconjunto de un espacio de Banach B en el cual para
toda funcidn A pqrteneciente a B existe una constante
K tal que para todo x perteneciente a 5 se tiene

1

IX(x)' < Kl y, entonces existe una constante K > O tal

que para todo x de S, Il x | < K.

Ahora bien , si consideramos S = m(A) hemos vis
to que existe para cada )\ perteneciente a B~ una cons-

tante K, = tal que para todo m(A) € S se tiene

In(m(a))] = lx_(A)I S K -
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En vista del principio de acotacién uniforme , existe K
mayor que cero tal que para todo m(A) , A € A , Na(a)ll < K,

oon lo cual se termina la demostracidn .
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