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LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

por

HElmut Knolle

Los polinomios de Legendre se definen as1:

p (x ) =
n

1

2n in.
n = 1,2,3, •.•

Como 2 n 2nu = (x -1) = x +.00 es un polinomio de
grado 2n, entonces
factor 1

P es de grado n.
n

El
se escoge para que P (1) = 1

n

. I
Teorema 1. P satisface

n

., .
~ j ••i j • J.- l Icuacion di~erencial. . ~.. . ,
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(1)

Demostracoono Para n ~ 0
2 ne define u ~ (x ~1) 0

es trivialo Para n ~ i
2Entcnces u' = 2nx( x ~

y

2(x ~l)ui ~ 2n x u (2)

Derivando (2) n+! veces y aplicando la formula de
Leibniz

n\ ( n ) f(k) (n-k)
l. k g

k=O

obtenemos;

(x2_1) u(n+2)+ (n~1) (x2_1)' u(n+l)+ (n;1)(x2~1)"

( n ) _ (2 ) ( n+ 1 ) (n+1) <2 ( n )u - nx u . + 1 n u

de donde
2 (n+2) e- ] (n-e t )

(x -1) u +l2(n+l)-2n xu'

+ [(n+1)n-(n+l)2n] (n )
u "" 0

y finalmente

( 2 1) (n+2) 2 (n+1) (~1) (n) - 0x - u + xu -n nT U -

POl' 10 tanto, 1 (n)u ' satisface (1)0
2n ,nc

Teorema 20 Para n fijo, pes, salvo un factor
n
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constante, el unico polinomio que satisface (1) en
el intervalo (-1~1).

Oemostracion~ (1) se puede escribir en la forma

Ii

Y + 2x
-2- Y
x -1

n(n+1) 0
2 Y =

x -1

Sea Q .otro polinom.io que cumple (1)0 Entonces

= \:V ~iles un pol.inomio,
n

dx -log(x2-1) 1
=ce =c~2~-

Ix -11
= O. Luego w :: 00
0, el sistema

el Wronsk.iano W(P iQ)
n .
2 ~

-f2x/x ..;.1perc W:: C e

no es
Sea Xo

un polinom.io a menos que e

tal que Pn(xo)#Oo Como w -
<xPn(xo) + SQ(xo) = 0

, ,
<xPn( xo) + S, Q (xo) = 0

tiene una solucion no trivial (aiB) icon B # 0
(pues B ::;0 y implican n:: 0 )0

Definamos R(x)::; aP + BQo R satisface (1) y
u n

R(xo) :: R (xo) = 00 Por el teorema de unicidad
(para ecuaciones diferenciales) obtenemos R :: <xP +n
SQ = 0 en (-1~1)0 Por 10 tanto Q::; - ~ Pn

1
J P
-1 m

Teorema 30 Es v~lida la relacion P
n
dx :: 0

(m '# n ) ,

Oemostracron: Escribamos (1) en la forma
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2 I I«x ~l)y ) n(n+1)y :: 00 P Y P satisfacenm n

m(m+1) P = 0m

( (x2_1)P') (1) P- n n+ = 0n n

Multiplicacl0n e integracion nos dan

2 ,(x -l)P Pm n
1 1 2 " 11- f (x -l)P P dx-m(m+1) Jp P
-1 -1 m n -1 m n = 0

2 '(x -l)P Pn m
1 ~ 2 I I 1I -J (x -l)P P dx-n(n+1) J P P dx = 0
-1 -1 n m -1 m n

2Considerando que x -1 = 0 para x:: ± 1 Y res-
tandp la 2a formula de

y puesto que m :I n ,

la primera obtenemos

1
f P P dx = 0
-1 m n

1
J P P dx = 0
-1 m n

[m(m+1) ~ n(n+1)]

En la demostracion del teorema siguiente usaremos
el hecho (facil de comprobar por induccion) de
que cada polinomio de grade n puede representa£
se como combinacion lineal de Po' P1,000'Pn .

Teorema 4. Pa ra cualquier polinomio Qn-1 de grade
1

~.n-1 >- se .cumpl e < , t. ,P Qn-1 dx = 0-'0 ...-~ ..... ," -
-1 n

66



Demostracl6n: Existen numeros reales Ao tal que
1

Entonces, segun el Teorema 3 ,
1

= f P {Ao+A1P1+oooA 1P 1)dx = 0
-1 n n- n-

Teorema 50 P tiene n ceros enn [-1,1J

Demostracion: Como P
n

una ecuacion diferencial,
implica P {a} # o.

n

es soluci6n no trivial de

10 k < n ceros

de orden 2, P (a) = 0n
Supongamos que P tiene so-

n
x1,ooo,xk en, [-1,1] Entonces

,
P (xo) 1 0, es decir
n 1

(i = 1, .•. ,k).
P
n

cambia de signo en x.
1

es de grade k

El pOlinomio ilk = (x-x1) ... (x-xk)
y tambien cambia de signo en los

puntos x l' •.. xk Y solo en ellos. Por 10 tanto

P ilk no cambia de signo en [-1,1] luegon
J P il dx 1 o. Pero esto contradice el Teorema 4
-1 n k

ya que ilk es de grado k < n.

Vamos a considerar la apLi cacLdn de los polinomios
de Legendre en la Fisica Matematica y en el Anali-
sis Numerico.

:En co,ordenadasesfericas y, f, e (0 ~ ~ < 211 ,~...
o ~ e < 11) la ecuacion de Laplace -~u = 0 toma
la forma:
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Sf buscamos una solucion independiente de ~, apli
cando la separacion de las variables y y 8j en-
tonces obtenemos las eeuaciones diferenc1ales or-
dinarias

\l

2 , d(y v ) "A v ::: 0 ( I ::: dy ) (4 )

1 i ij d(y senS) + 'Ay ::: 0 ( ~ :;: de ) ( 5 )sen e

Por la sustitucion
se transforma en

x ::; cos e ~ la ecuac ion (5)

2 "«x -1) y) - Ay = 0 para ~l~x~l. (6)

Se puede demostrar que (6) tiene una soluc10n no
trivial que satisface las condiciones de fronte-
ra de ser continua en x = ± 1 9 si Y solo si
A :;:n(n+1)o Los numeros n(n+l) son los valores
propios de este problema de valores de front era
"singular" y P es la funcion propia que pert~

n
nece a A::; n(n+l). Para la integracion numeri=
ca de una funci6n f sabre el intervalo [-1~ 1J
sea puna particion de dicho intervalo~ es decir

Si f es contfnua, denotamos con [f] P el unico
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pOlinomio de grado n~l que coincide con f en
x1~ x2~"OO,xn' Como la integracion de un polin~
mio es un proceso elementa19 se haee la aproxima~

o '"cJ.on

1
f f dx ~
~1

1
J [f]p dx
-1

(7 )

Se conace la regIa de Simpson9 dande n ~ 3 9

Xi = ~19 x2 ~ 0 p x3 ~ 10 La regIa de Simpson
da valores exactos para polinornios de grade 2, y

en genera19 en (7) se cumple la igualdad sf f

es un polinomio de grado ~ n-10 Pero con una se-
leccl0n especial de los Xi "se puede Iograr un
res~ltado mejor~ como veremos en seguidao

!~orema 60 Sea P 1a part1eion que
n ceros del pol1nom10 de legendre
para cada po1inomio de grado ~2n~1
cion (7) es una igualdado

consiste de los
P. Err to n ce s
n

1a apY'oxima-

D~mostlFaeion~ Sea f de grade ~2n-1~ y sea
g ~ [e] P Entonces f(x.) - g (x 0 )

:;;: 0 para
l. :1

i :: 19_o.jno Como f~g es de grade .$2n~1 s
tiene los ceros

donde Pn-l es un polinomio de grado ~n-1. Ade-
mas los ceros de (x-x1)(x-x2)0.0(x-x~) coinci-
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den con los ceros de P , por 10 tanto
n

-g ~ c PnPn-1 ' donde c es una constanteo
As! obtenemos (ver Teorema 4)

1 1
J (f~g) dx ::: c f pnPn-1 dx ::: 0 0 sea
-1 -1

1 1 1
f f dx ::: f g dx ::: J [r]P dx
-1 -1 -1

Nota: El metodo de integracion numerica mencio
nada en el teorema anterior se llama cuadratura
de Gauss,~

(El presente articulo es el texto de una confere~
cia dictada en la Universidad Nacional en el segu~
do semestre de 1978).

***

Vepa~~amen~o de Ma~emdtica~
Unive~~idad Nacional
Bogo~{L V.E.
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