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LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

por

Helmut Knolle

Los polinomios de Legendre se definen asi:

 FETE |
n, 2 n
P (x) = i ¢ (xn’l) 025832530,
2 ' ni dx
Como u = (x2-1)n = x2n+.,° es un polinomio de

grado 2n , entomnces Pn es de grado n . El

-

se escoge para que Pn(i) w1k,

factor o
2 °n?!

Teorema 1. Pn satisface la ecuacidon diferencial
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2

) ¥y # 2xy' - alnel)y =0 ,n0 = 0,1,.4.

{x" -1

(1)

Demcstracion. Para n = 0 es trivial. Para n > 1
P 2 L

se define u = (x mi)nq Entcnces u' = 2nx( x -

. n=-1
-1}

2 : -

(x"=1)u’ = 2n x u (2)

Derivando (2) n+l veces y aplicandc la formula de

Leibniz
k=0
obtenemos:
(x251) u(n+2)+ (n;i) (x2—1)' u(n+1)+ (n;l)(x2n1)"
u(n) %y f amsed u(n+i)+ (n;i) s u(n)
de donde
(x2_1) u(n+2)+[2(n+1)—2n]x u(nfl)
+ [(n+1)n-(n+1)2n] u(n) =0
y finalmente
(x228)a PVRYL S UBNEY L Yy VAT L g
ot i {n) :
Por lo tanto, p. = — u satisface (1).
" 2nn!

Teorema 2. Para n fijo, Pn es, salvo un factor
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constante, el {(nico polinomio que satisface (1) en
el intervalo (-1,1).

Demostracidn: (1) se puede escribir en la forma

L4 2% £ n(n+1)
Y E 5 < AR e - el ol 0
x =1 x =1

Sea Q otro polinomio que cumple (i1i). Entonces

1 W ki = |Pn Q
y; T W(PnsQ) T 7 Q‘ es un polinomio,
; n
2_ ’ 2_
Gk A f2x/x“+1 dx _ gid log(x“-1)_ c'12 i
x -1

(¢]

no es un polinomio a menos que = 0. Luego w = 0.

Sea X, tal que P, (x%,)#0. Como w 0, el sistema

aP (x,) +BQ(x,) = 0

aP;(xo) + BQ'(xe) =0

tiene una solucidn no trivial (a,B) , con B #

(pues B =0 y Pn(xo) # 0 implican o i

Definamcs R(x) = aP_ + BQ. R satisface (1) vy

9
R(xgs) = R (x,) = 0. Por el teorema de unicidad
(para ecuaciones diferenciales) obtenemos R = aPn+

8023 0 en (-1,1). Por lo tanto Q = = % Rt

1
Teorema 3. Es vdlida la relacién [ P P dx = 0
-1

(m # n).

Demostracidén: Escribamos (1) en la forma
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o
av)

<

{(x2x1)y')' - n(n+1l)y Pn satisfacen

2 v ' i
( (x —1)Pm ) =~ m(m+1) P 2 0
2 ] ]
(" (x"=2)P" ) i'w-n(fFEYirss s §
n n
Multiplicacidn e integracidn nos dan
1.1 2 1
(x? —1)PP | - [ (x -1)Pdem(m+1)fPP =0
-1 -1
} 1
-1)P plcl % (x2 -1)P P dx-n(n+1) j PP dx = 0
-1 -1
Considerando que x2-1 = 0 para x = % 1 y res-

tando la 22 fdrmula de la primera obtenemos

1
[m(m+1) - n(n+1)] | Pa P dx =0
-1
1
y puesto que m# n , f Pm Pn dx = 0
-1

En la demostracidn del teorema siguiente usaremos
el hecho (facil de comprobar por induccidn) de
que cada polinomio de grado n puede representar

se como combinacidn lineal de P_., P,,...,P .
° X *n

Teorema 4. Para cualquier polinomio Qn_1 de grado
$

<€ n-1 se cumple [ P_ Q dx-=.0--
-1
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Demostracidon: Existen niimeros reales Ai tal que

Qn—l = A, + A1P1 +ooot An-l Pn_1
Entonces, segin el Teorema 3 ,

1 1
[an Q,_, dx = {1 Pn(X°+X1P1+°aakn_an_i)dx = 0

Teorema 5. P tiene n ceros en [-1,1] .

Demostracidn: Como P~ es solucidn no trivial de
una ecuacidn diferencial de orden 2, Pn(a) = 0

: : ' :
implica Pn(a) # 0. Supongamos que P tiene so-

n
lo k < n ceros Xgs0°005%X, en [-1,1] . Entonces

?
Pn(xi) # 0, es decir Fs cambia de signo en X

(i =y v akde U Bl poddnonio Hk % (x-xl),ao(x-xk)
es de grado k y también cambia de signo en los

puntos XysoooX ¥ s6lo en ellos. Por lo tanto

Pn Hk no cambia de signo en [—1,1] 5 luego

} Pnnk dx # 0. Pero esto contradice el Teorema &4
-1

ya que Hk es de grado k < n.

Vamos a considerar la aplicacidén de los polinomios
de Legendre en la Fisica Matemdtica y en el Andli-
sis Numérico.

En coordenadas esféricas vy, £, ¢ (0 ¢ ¥ < 21 ,.
0L ©®©<II ) 1la ecuacidn de Laplace -Au = 0 toma

la forma:
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76 uye = 0 (3)

2 : i
(v u) sen

¥y + e (u sen 9)6 +

Si buscamos una solucidn independiente de ¥, apli
cando la separacidn de las variables Y y 6, en-
tonces obtenemos las ecuaciones diferenciales or-

dinarias

2 1] 1] " . _ d
(y"v) -2xv =0 (' = y o ) (4)
i § ] : d
i & (y senB) + Ay = 0 Y- ﬁ) (5)
Por la sustitucidn X = cos §, la ecuacidn (5)

se transforma en
2 ] ]
((x"-1) y ) - Ay = 0 para -1€x<1, (6)

Se puede demostrar que (6) tiene una solucidn no
trivial que satisface las condiciones de fronte-
ra de ser continua en x = * 1 , si y sdlo si

A = n(n+1). Los nimeros n(n+l) son los valores
propios de este problema de valores de frontera
"singular" vy Pn es la funcibn propia que perte
nece a A = n(n+1). Para la integracidn numéri-
ca de una funcidn f sobre el intervalo [-1, 1]

sea P una particidn de dicho intervalo, es decir

Si f es continua, denotamos con [f]P el finico
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polinomic de grado n-=1 que coincide con f en

Rys XgouwcosX o Como la integracidn de un polino

mio es un proceso elemental, se hace la aproxima-

cidn
1 3
[ £ax = [f]p dx (7)
-1 -1

Se conoce la regla de Simpson, donde =n = 3

xl = =1, Xy = 0 ', Xy = i. La regla de Simpson

da valores exactos para poiinomios de grado 2, ¥y
en general, en (7) se cumple la igualdad si f

es un polinomio de grado <& n-=1., Pero con una se-
leccidn especial de los X ‘se puede lograr un

resultado mejor, como veremcs en seguida,

Teorema 6. Sea P 7a particién que consiste de ios
n ceros del polinomio de Legendre P - Entonces
para cada polinomio de grado <2n-i fa aproxima=
cidn (7) es una igualdad.

Demostracidn: Sea f de grado <£2n-1, y sea

g = [f]P . Entonces £f(x;) - glx;) = 0 para

i=1,,..5n, Como f-g es de grado <2n-1 vy

tiene los ceros XysooosX 5 S€ puede escribir
f-g = (x=x1)(x=x2)eo.(x—xn)pn_i(x)

donde P,.q €S un polinomio de grado <n-1. Ade-

m8s los ceros de (x-xl)(x~x2)o.o(x-xh) coinci-
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den

Asi

con los ceros de Pn s por lo tanto

¢c.P p

nPn-1 * donde ¢ es una constante.

obtenemos (ver Teorema 4)

1
f

J
-1

b Sy b

Noti:

1
(f-g) dx = ¢ [ PP _4 dx = Q o sea
-1
1 1
fdx = [ gax = [ [f]P dx
-1 -

El método de integracidn numérica mencio

nada en el teorema anterior se llama cuadratura

de Gauss.

(E1 presente articulo es el texto de una conferen

cia dictada en la Universidad Nacional en el segun

do semestre de 1978).

Depantamento de Matemdticas
Univensidad Nacional
Bogotd. D.E.
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