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EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA

LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES.
por

Julio César Diaz.

SUMARIO

Se da una motivacidn al método de Elementos Fini-
tos, tomando como modelo dos tipos de ecuaciones.
Se conétruyen varios espacios de aproximacidn de
dimensidn finita. Se exponen métodos continuos y
discretos en tiempo para la solucidn numérica de

ecuaciones de difusidn.

81 Introdyccién. Para comenzar consideraremos 1la

ecuacidn diferencial

£(x), €1 = [o0,1] ,

-(au')'(x) + b(x)u

u(0) u(1) =0 (1.1)

i

donde f es una funcidén continua en I, y ademas

a es una funcidn continuamente diferenciable tal



que existen ngs n, > 0 por la cual n1>a(x)>n2
por cada x€I (uniformemente acotada, lejos de
cero) y b es una funcidn que tiene al menos una
derivada continua y es no—negativa en I. Podemos
asumir la existencia de una funcidn Gnica u que
satisface (1.1), por 1las condiciones impuestas en

a,by f.

Antes de continuar introducimos la definicidn de
espacios de Sobolev. Dado un intervalo £ = [a,b]

denotamos

L2(Q) = {h: rn(x)dx<=} ,
Q

y dadoe un entero positivo s,

3
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=

HS(Q) = {n | e L2(Q), 320,140 o0 o8}
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ademds, decimos que h€HI(Q) si heH'(Q) vy
h(a) = h(b) = 0. Estos espacios son espacios li-

neales normados por las siguientes normas:

ﬂhﬂ22 = [ h2(x) dx ,
L°(R) Q
y
2 s s
In] " d'h
H3(Q) © jfo s (L)

Se puede notar también que

"hlﬂé(g) = Ih'“L2(Q) ’



da una norma para H!(Q).

Regresando a la ecuacidn, multiplicamos a ambos la
dos por una funcidén v€HJ(I) e integramos entre 0

y 1, integrando por partes el primer término, obte

nemos
Ja(x) u'(x)v(x)dx + Sb(x) u(x)v(x)dx =
I I
= [f(x) v(x) dx (1.2)

T

Adoptemos ahora la notacidn (f,h)-’-i'f(x)h(x)dx°

(1.2) se convierte en

(au',v) + (bu,v) = (f,v), veH! . (1.3)

La ecuacidn (1.3) es llamada la forma débil de 1la
ecuacidn (1.1i),es facil observar que si u es la
sclucidn de (i.1) entonces es solucidn de (1.3) y
se puede probar que si uw€H{(I) HQ(I) satisface

(1.3) entonces satisface (i.1). En otras palabras

son equivalentes.

§ 2 M8todo de Elementos Finitos.

Fl Método de Elementos Finitos fué bautizadoasi por
los Ingenieros quienes desarrollaron empiricamente
el método y lo utilizaban sin conocimiento de sus
propiedades. Independientemente ios matemdticos
desarrollaron y estudiaron el método bajo el nom-
bre de Método de Galerkin. Hay otros nombres que

ha recibido y aiin el de personas que lo sugirieron
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con anterioridad, como R. Courant, pero estos dos

nombres son los mds aceptados en la actualidad.

El método se basa en la ecuacidn (1.3). Dado un
subespacio M de H! de dimensidn finita, el méto

do consiste en hallar U<M tal que
(aUu',v')+(bU,Vv) = (f,V), VEM. (2.1)

Observemos que como M es un subespacio de dimen-
sidén finita existen elementos Vi,V2,¢,M,VM tales

que cada elemento U€M se puede escribir como

i=1 * 1
donde los ai's son escalares. Reescribiendo (2.
1) y tomando V = Vi’ iz1,2,...,M obtenemos
M M
L a.(avi, vy - . (bt ;)2 (F,V,)
s ](a V5 *jfi a](bV],Vl; (f,vi) i

121,2,...,M

. S - T s 5
Si escribimos o 3 ( ai,cno,&M) s podemos reescri-

bir (2.1) como

(A + B) o = F
donde A = ((aVé,Vi) D ((ij ,Vi)) y

P s ((f,Vi),...,(f,VM))T, 5 N



(aV',Vi) (aV',Vi) e (aV',Vi)
L T 1 ]
A - (avi,vy) (avy,vy) | :
¥ | | L
(av ,VM) © 0o 6 00 06 686 6 06 @ 0 ©o0 (av ,VM) s
. -
(BY, 5V ) (BV,,Vy) uae (BVy,V,)
. (bvl,vzi (bvz’vz) .
(BUV, 3Vy)  ceviavevanoes (BVy,V) s

luego el Metodo de Elementos Finitos consiste en

encontrar un vector 0 tal que
(A + B) a = F. (2.2)

Observamos que debido a que b20 y a>0 , A y B
son matrices simétricas y positivas (A es positiva
cuando XTAX>0,para cada vector x # 0 ). Luego ,
A + B es simétrica y positiva. Pero como cada ma
triz positiva tiene un inverso, existe un fnico

. vector a que satisface (2.2) de donde hay un {nico

UEM solucidn de (2.1).

§ 3 Estimacidédn de errores y subespacios de

dimensidn finita.

Para estimar la rata de convergencia de la aproxi-
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macién U definida por (2.1) a la solucidn u

de (1.1) es necesario conocer las propiedades de
aproximacidn del subespacio M de dimensidn finita;
puesto que, el error u-U puede acotarse en tér-
minos del error hecho en aproximar u con elemen
tos de M. Ver [Ql}] -

A continuacidn mencionamos algunos de los espa-
cios usados en la practica y sus propiedades de

aproximacidn.

La primera sugerencia seria la de tomar el espacio
de polinomios en I de un determinado grado r ,
debido al teorema de Weierstrass. Sin embargo, es
te espacio da una matriz llena, esto es todos los
elementos son diferentes de cero, la cual es muy
dificil de resolver numéricamente. Lo que busca-
mos son espacios cuyas bases tengan la propiedad
de que las matrices A y B, generadas, tengan un

gran nimero de elementos cero, o sea dispersas.

A pesar de lo anterior los espacios que considere
mos aqui serdn basados en polinomios peroc tendran
una construccidén un poco elaborada para garantizar

la dispersidad de la matriz.

Consideremos primero el caso de polinomios cibi-
cos de Hermite, definimos funciones V y S como si

gue:



1—3x2 + 2x3 . 0<x<1
L LT BT TR ~1€%<0 ,
0 5 |x[>1 ,
y .
x(1-x)2 4 0sx<1
S(x) = « x(1+x)2 . -1<%x<0
0 ; x|>1 ,

N\

cuyas correspondientes gr&ficas son:

PV(x)

|
4
-

O e - - P -

Observamos, ademas, que V y S satisfacen las si-

guientes propiedades:

V(1) = v(-1) = 0 , v(io) = 1 ,

vi(i1) = v'(-1)

W
<
~
(=]
SN
]
()
-

§(1) = s(-1) = s(0) = 0 ,

S'(1) = s'(-1) = o0, s'(o) = 1 .,

Luego son funciones continuamente diferenciales

en R. Ahora tomemos una particién A del inter



valo I,
] < < =
0 X0 <x1 s o S<Xy 1
Ii = [xi-i’xi] 5 h1 = xi—xi_1 . i=1,2,..4N,
y
h = mdx h,
1<igN
Para cada 1i=0,1,...,N, definimos

(
- >
V((x xi)Ahi+1)’ X¥X:
Vi(x) = <
\V((x—xi)/hi ), X$X; (3.1)
y 4
hi+1s((x-xi)/hi+1), XX
§;(x) =
hiS((x-xi)/hi) s X$X; (3.2)
donde h, = h = 1 Formamos el espacio M3 (A)

o N+1i i 1
generado por So,Sl,c“,SN y V1’V2°°°°’VN-1
Obsérvese que Mi = Mi (A) es un subespacio de
dimensidn finita de H). Ahora sdlo nos basta con

conocer las propiedades

Observamos que si tomamos

N-1
Y = 92 y(xi)Vi(x)
i=1
entonces Y(M3 Ademéas

1

o o £ 3
de aproximacidn de M,1 .

y(Hu(I)fWHg y formamos

N
+ .Z y'(xi)Si(x), £3.3)
i=o
y-Y satisface, por el

teorema del Niicleo de Peano



y
by-vl 20y + phy-Yhy, (e n byl o,

donde C es una constante independiente de h y

de la funcidn y .

Fn el caso de utilizar el espacio Mi para aproxi-
mar la solucidn de (1.1) usando el método de Ga-
lerkin, observamos que la forma de las matrices
es de banda pues las funciones base no interaccio
nan sino de a cuatro por subintervalo generando
asi matrices de maximo 7 elementos diferentes de
cero por fila y por columna. El error o rata de
convergencia puede acotarse en términos de O(hu)

como sigue

] § q’ i
nung]LQ + hfu-uly, ¢ ¢ nfufy

donde C es una constante independiente de h y de
U

En generaly, dados r,s tales que 1r>»1, r2sz0,
se puede considerar el espacio ME(A) como el es-
pacio de funciones que poseen s derivadas conti-
nuas v en cada subintervalo Ii de la particidn
A, son polinomios de grado r a loc mds. En este
caso las matrices son de banda y la rata de con-

vergencia de U a u es del orden de O(hr+1)°

Mencionamos por {iltimo otro caso importante, el

de Mé, el cual tiene una base descrita por las
funciones '"gorro" dadas por
o, 1i+# 3,
vi(xﬁ) i PSR 532,205 5, H=1



cuya grédfica esta dada por
V(%)

Y
»

I
|
1
1
|
|
I
L
Xi %

X . 3
i-1 i+1

En este caso la matriz es tridiagonal, es decir,
una banda de 3 de ancho y el error del orden de

o(h2)°

§ 4 Ecuaciones de tipo parabdlico.

En este pardgrafo consideramos la ecuacidn de di-

fusién dada por

%% = 33 (a{x) %% ) {x,t)<Ix(0T], (4.1a)
u(o,t) = u(1,t) = o, tefo,T], {(4.2b)
u(xQO) = uo(x) ) x€ I ’ (uoic)

donde O0<T<® ., Asumimos que existen constantes po
sitivas n, vy 'n2 tales que, por cada x€I ,

< <
n, a(x) ny

Ahora seguimos el mismo proceso que en 81, multi-
; 1 ;
plicamos por vVv€H, e integramos sobre I para ob-

tener

3u 4

s %o V) = 0» t>0, veHI(D), (4.2a)

(5%,V)+(a
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(u(,0),v) = (ug,v), vEH! (1), (4.2b)

Ahora, dado un espacioc M de dimensidn finita, el
métcdoc de Elementos Finites consiste en hallar una

funcidn diferenciable U(°,t)EM, por cada t, tal

que
3u 3U d T y
(5?,V)+(a 3% a;-v) = 0, t>0, VeM (4.3a)
y
(U,V) = (ugy,V), t =0, veM . (4.3b)

En adelante nos referiremos a U definida por (4.3)
como la aproximacidén de Galerkin continua en tiem-
pc. Antes de utilizar las Ecuaciones (4.3) debe
discretizarse en tiempo,; esto lo haremos en el

proximo péarrafo.

Por ahora consideremos Vl”"’vM una base de M,

y asumamos que

M
U(x,t) = I a.(t) V.(x).
521 3 i

Substituyendo esta expresidn de U en (u°3a) obtene

mos

M M
L al(t)(Vv.,Vv.)+ L a.(t)(av!,v!) =0
j21 3 32T 40y 174
L = 1,..,M, t>0 ,
y de (H°3b)
M
5§1ui(0)(vf’vi) = (uo,V,), f-am Ay % 5 slbs



Luego (4.3) se convierte en un problema de valor

inicial del sistema de ecuaciones

B a'(t) + A a(t) = 0, t>0
B a(0) = 4 , (4.4)

donde A y B fueron dadas en 8§82 (b=zi),
d = ((uo,Vl’I)‘,ooog(uo,VM))T yG(t):(Gi(f)geac

5 aM(t)) o ¥Ya que las matrices A y B son po-=-
sitivas, se puede demostrar que (4.4) tiene una

solucidn Gnica.

§ 5 Elementos Finitos Discretos en Tiempo.

En general es imposible resolver (2.5) exactamen-
te; entonces, para obtener socluciones aproximadas,
discretizamos la variable +. Sea ‘tmﬁmAt9 donde
At=T/M, M>0 , M entero. En Douglas-Dupont [2]

se formulan y estudian varios mé&todos discretos

en tiempo.

Uno de los métodos mas precisos se obtiene utili-
zando la regla del trapecio para aproximar (4.4),

y ésta toma la forma

m+1 m m m+1
B Rt g | Db’ & By BP0 (5.1)
At 2
pa () = d

m o o o
donde « es una aproximacidn de a(tm)o En for-

ma de productos internos (5.1) toma la forma

12



- ' 1
U U Um + Um+1

(BB )4 , V') = o0,
At 2
veM m>0 , (5.2)
(Vo,V) = (ugy,Vv) veM .

Este método se llama el mé&todo de Crank-Nicholson-
Galerkin, en [2]9 Douglas-Dupont mostraron que era
correcto de segundo orden en tiempo. Otros auto-

res han estudiado métodos para la ecuacidn (4.1),

[1] ,[3] ,[5] a[G]’[7]

El problema de la convergencia de la aproximacidn
U definida per (4.3) a la solucidn u de (4.1)
se discutid en detalle en [2]. Douglas-Dupont pro
baron solamente que para Mi ‘

(&) -<'¢ WP, telo,T]| ,

fu-ul

L2(1)
Peroc Wheeler [8] usando técnicas m&s sofisticadas
derivd el estimativo

“u-U"LQ(T)(t) <chn, te|o,T| .

Sin embargo, para los métodos discretos al error
de aproximacidn se ha de afiadir el error que se
produce de la discretizacidn en tiempo. De hecho

en [6], [8] se muestra que si u es suficiente-

mente diferenciable y M = Mi , entonces
2 y
u_-U £ C ((At)” + h )
lun m"LQ(I)

i3



donde u
2)o

(5]

14

u(-,t ) y U estd definida por (5.
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