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Resumen.

Bajo la hipotesis de que el desarrollo economico
es un proceso de difusi5n, hemos investigado ernp!
ricamente 1a capacidad de predicci6n del presente
modele. Para resolver la ecuacion diferencial es
tocfistica, a trsv~s de la eual se controla el sis
terns, empleamos un m'todo indirecto con la ayuda
del principio de maxima verosirnilitud. Primero
hemos supuesto que el vector velocidad del proce-
so de difusion 80.10 depende del tiempo. Luego,
hacemos 18 hipotesis mas realista de que el vec-
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tor velocidad depende tambien de los cambios rela-
tivos en los gastos del gobierno y en 1a inversion
privada~ Asi este modelo podr§ ser usado en la e-
conomia politica, con ayuda de la teoria matemati-
ca del control optimo.

§ O. Los problemas de la'planificacion economica
han adquirido gran importancia en las tres Gltimas
decadas. La reconstruccion economica despues de
la Gltima guerra mundial, el enfrentamiento y la
creciente dependencia economico-politica, financi~
ra y comercial entre el mundo industrializado y el
llamado t~rcer mundo, 1a politica mundial de las
materias primas y la complejidad creciente del sis
tema socio-economoco-politico y administrativo de
los paises industrializados han sido los mas domi-
nantes ,estimulos de este inter&s. El surgimiento
y resurgimiento de algunas teorias matematicas du-
rante la Gltima guerra mundial ha ofrecido un te-
rreno fructifero a algunos problemas metodologicos
de la planificaci6no

El presente trabajo, el cual pertenece a una serie
de estudios sobre la planificacion del desarrollo
economico, constituye una contribucion preliminar
a esta problematica y quiere motivar a matematicos,
estadisticos, economistas, ingenieros, etc., de
los paises en via de desarrollo a poner sus conoci
mientos academicos y tecnicos al servicio de la lu
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cha contra el subdesarrollo, el hambre, el desem-
pleo, las deficiencias en la s~lud p6blica, la i£
norancia~ ~iseria y dem&s males que ~lag~n hoy en
dia ados terceras partes del mundo.

§ 1 .1eLa varia blex (t) de dimensi6n k x 1 repr~
senta el estado del sistema:

x(t) = (1.1.1)

La siguiente ecuaci6n diferencial representa el
movimiento del sistema:

x(t) = f Lx It ) , t) + iJ(t), (1.1.2)

donde ~(t) representa todas las perturbaciones ex
ternas del sistema de car&cter deterministico 0 es
toc&stico.

-.u (t ) - CD -+ x ( t )---+1 J • d t ~ x ( t ) ---

I
perturbaciones

I
iJ(t)

f(. , t)

Fig. 1.1.1
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Suponemos que nuestro sistema es observable. Esto
significa que disponemos de un sistema de medicio
nes (Fig. 1.1.2) que nos permite reconstruir el
estado del sistema a partir de mediciones que no
estan libre de error:

I
vet) - perturbaciones

- x(t)

Fig. 1.1.2

donde vet) representa las perturbaciones del sis-

tema de mediciones, que pueden ser de caracter de
terministico 0 estocastico.

La siguiente ecuacion representa el sistema de ob
servaciones

z(t) = h(x(t),t) + vet), (1.1.3)

donde vet) es un murmullo blanco (white noise),
que representa el caracter determin1stico 0 esto-
castico de las perturbaciones de las mediciones.
h(x(t),t) es una transformacion vectorial 1 x 1

del estado x(t) en observaciones de estado z(t).

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
(1.1.2) y (1.1.3) significa determinar la trayec-
toria de la variable x(t) para cada tiempo t y

para cada sistema de condiciones iniciales. En e].
caso deterministico, el conocimiento de x(t) 0ara
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algun t fija un1vocamente 1a trayectoria para c~
~a sistema de condiciones iniciales. Para el caso
estocastico es ademas necesario determinar la dis-,
tribucion de la probabilidad de la trayectoria. La
I

~eor1a estocastica de la estimacion aunque ha a~ca~
IFado un gran nivel de desarrollo en e1 caso.1ineal,
~6lo ofrece soluciones satisfactorias para ~lgunos
,. I

pasos no lineales [3,6,11,17]. Se dedica atencion
e$pecialmente a aquellos problemas en donde la dis
~ribucion de probabilidad se puede determinar ~ono
cido un numero finito de estadisticas suficientes,. ,

por ejemplo, la media y 1a varianza [1,5,6, 17:].
Una alternativa de Ln t er-es creciente es la so Luc i o r.
de casos no lineales aproximandolos por casos ~i-

neales [16, 18].

§ 1.2. La solucion x(t) = (x1(t), x2(t), •.•
.. , xk(t) )' de 1a ecuacLb n del movimiento de un

sistema economico genera, bajo ciertas condicione: ..
un proceso estoc!stico cuya trayectoria represen-
ta e1 crecimiento 0 desarrollo economico. Las t r.1

yectorias x1(t), x2(t), .•. , xk(t) y los parame-
tros estructura1es pueden ser afectados por deci-
siciones humanas (ver §5 ).

El comportamiento humano juega, por esta razon,
un papel decisivo en la modelacion del camino del
progeso. En el §5 mostramos como variaciones
en los par!metros est_ructurales inducen en latra
yectoria del progreso aceleracion, retraso 0 es-
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tancamiento, 0 conducen a un~ivel mayo I menor 0

igual en el valor de las variables en un tiempo da
do.

La consideracion de incertidumbre en variables como
~(t), v(t) en (1.102) y (10103) se justifiea te-
niendo en cuenta el caracter estructural y de a~
proximacion a la realidad del modelo, las pr&cti-
cas usuales en el levantamiento de los datos esta-
d!sticos y su significado economicoo

Las siguientes son tres razones muy tipicas:

(1) La imperfeccion del modelo, puesto que algu-
nas variables han sido excluidas por razon de sim-
plicidado Un modelo fiel a la realidad serta muy
complicado de describir; mas aun los calculns esta
d!sticos serlan demasiado complicadcs dado que
existieran datos disponibles para cada variableo

(2) Errores de medicion debido a 1a cuantifica-
ci6n de caracteristicas cualitativas y a errores
en las observacioneso

(3) Simplificacion en las relaciones entri las va
riables pa~a propositos empiricoso

Puesto que estamos interesados especialmente en mo
delos de crecimiento y desarrollo economico es con
veniente hacer las siguientes hipotesis:

(1) x(t) ~~ un proceso estocastico evolutivo;

(ii) las condiciones iniciales d. las ecuaciones
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(1.1.2) y (1.1.3) son estocasticas.

En est. forma queda ~stablecido el caracter esto-
c'stico de las ecuaciones (1.1.2) y (1.1.3).

Por otre parte, la introduccion d~ elementps pro-
babiltlticos en modelos de desarrollo economico,
es indi.pensa~le para justificar el desarrollo de-
si~ual de sistemas con similar estructura economi
ca y similares condiciones iniciales. [4,8,11J.

§ 103 " Con la Lnt encLfinde hacer- el presente art.!.
culo accequible a1 mayor numero posible de lecto-
res, reproducimos a continuaci6n algunos conceptos
sobre procesos estocasticos. Tambi~n hemos repro-
ducido en los apendices I, II algunos conceptos i~
tuitivos de 18 teor!a de sistemas y de la estima-
cion est~distica, que esperamos sean utiles al lec
tor no experto.

Par4 ~ tratami~nto de ecuaeiones del tipo (1.1.2)
y (1.1.3) ha side desarrollado un nuevo m~todo de
cllculo [2,7,9,16J.

Un proces. de Wiener w(t) e. un proceso estoclsti
00 de Gauss con trayectoriae continuas y en ning~
na parte diferenciables con valo~ medio Ew(t) = 0
y covariaaz. Ew(t)w(s) = min (s.t).

Un proeeso doe Gauss estaeion.rlo t(t) can valor
media cero y funci6n de densidad espectral cons-



tante es IlJ..ama'~o un murmullo, blan~o ~
• J

sulta
wet) -= It (s) ds.,o ..,! (1.3.1)

.~i iI' ;', '

. .diferencial: ' .... '-1

A's1 obtenemos la ecuaci6nintegral die Ito;
tx(t) • c + I f(x(s)~s)ds+to '. '

~t ';.. ,\r . t . ~I

I t ~(?C (~>" s )dw ( s ) .
·0' .' ,

. " ' . (1. 3 .3 )

La s o Lu c Ldn (1.3.3') de la ecuaci'6n dl'f~r~ncial) e s

to~§~~ica (1.3.2) es un pr~c'~d ~e Mark~v cob t~a'

yectorias cont1nua~ y m§s aan tin pr~c~~~'a~{dlfu~

sian. ! 'it "

10do pr-o c e s o de' di·fus i6n. (suave) ee'.a:c s u , ve~, s9l.u

cion de una ecuaci6n d Lf er-e.n e.La L esto,cS,s,ti~a de ,"
1a forma (1.3.2). donde f es ~l vecto~ de- v~lo~:. , ~ .. ' .

cidad y G2 es el coeficiente de dffusion del pri
,. I

"
.. ::1 f) /"r ;j "! , , ,ceso.

Existen dos metodos
abordar 1a c1a~~ de

;- " -, "-,'.. -: ~,_.'~Ji' ~ l .: .'

probabi11$ticos bs'.sicos para
, • ' ~.' ~. "j . ,. ~ ,~,. < ;' ,'t' \" " ~. \ it' J: .. ?

Los prpc~~p8 Je'd~fusi6n;
. . . ',' "i t J~ .:-). :: 1:;- . w· ~ .. ::'

a) m'todo te6rrco tndrrecto. Este se real!za a
tra,vl. de cond'ic!ones' so'lii"" 'la- pr"dha'lhlr!dad1~; -de' ,

transici~n 'P'(.~x.t.B).'· ',' C ';"",'\ Ii (.£:--:. (';,',



b) metodo directo. Este analiza la variable alea-
toria x(t) y sus variaciones.

Ambos procedimientos conducen esencialmente a la
misma clase de procesos (Arnold [2] ). Dentro de
estas dos clases de metodos existe una variedad
de alternativas. El lector interesado puede diri
girse a Bharucha-Reid [3] para una vista general y
mas literatura.

Un proceso de Markov x It ) 9 to < t < T, con valores
en ~k y con trayectorias continuas casi con segu
ridad (almost sure), se llama un proceso de dtfu-
sian, si su probabilidad de transicion P(s,x,t,B),
para'todo SC[to,T] x Rk::: y c > 0, cumple
las siguientes propiedades:

a) lim 1
t~s t-s J P(s,xgt,dy) = 0

I y-x'i >e:

b) existe una funcion f(x,s) tal que

J (y-x) P(s,x,t,dy) = f(x,s)
Iy-xl~e:

c) existe una funci6n matricial B(x,s) de dimen-
sion k x k tal que:

lim
t~s

1
t -s r (y-x) (y-x)' P(s,x,t,dy) =

.) Iy-xl-~E:
B(x,s).

Las funciones f y B se llaman coeficientes del
proceso de dtfusion. B(x,s) es simetrica y no-ne-
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gativa definida.
cambios grandes
pequenos:

La condicion a) hace improbable
en x(t) en intervalos de tiempo

P(/x(t) - xes) I ~ e: I xes) ::x I:: i-O(t-s)

f(x(s),s) es el vector de velocidad promedio del
movimiento probabil!stico descrito por x(t) bajo
la condicion x(s):: Xo B(x(s),s) es una medida
para 1a intensidad local de las fluctuaciones de
x(t) - xes) alrededor del promedioo Es decisivo,
en los procesos de difusion, que la probabilidad
de transicion P(s,x,t,B} se determine untvocamen
te, bajo ciertas condiciones de regularidad, dados
el vector de impulso f y la matriz de dffusion Bo
Esto es sorprendente ya que f y B sa derivan, ·s~
gun definicion, de los dos primeros momentos de
P(s,x,t,B), los que no determinan en general una
distribuciono

§ 1.4 Se intenta investigar la tendencia del des~
rrollo economico (a largo plazo) la cual se descri
be por medio de ecuaciones diferenciales estocasti
cas cuya soluci6n es un proceso multivariable log-
normal de difusion.

Sobre los coeficientes de difusion de este proceso
multivariable log-normal de difusion hacemos las
siguientes hipotesis para efectos de simplicidad
(~er Bartlett [4), Pawula [12J):



f.(x(t),s) = f.
1 1

B(i,j) (X(t),S) = b(i,j)xi Xj ,

b(i,j»O ; b(i,j), f.€R ; i,j = 1(1)k.
1

(1.4.1)

Esto significa que las variaciones esperadas en
x(t) y en la matriz de varianzas-covar1anzas son
supuestas proporcionales a los valores reales de
x(t)o 51 B(x(t),s) es posltlva semldefinlda, en
tonces la variable x(t) asume variac10nes en el
intervale de tiempo 6t, aunque estas variaciones
son pequenas para pequenos 6t.

Estas espec1ficaciones del proceso estocastico
{x(t)~ t > O} resultan muy razonables, s1 se tiene
en cuenta la naturaleza mudable de la econom!a, el
caracter continuo del desarrollo economico (cuyo
estado varia estocasticamente), el complejo mundo
interdependiente de las actividades economicas y
su difusion.

La densidad de la probabilidad de transicion p(s,x,
t,y) de nuestro proceso de difusion satisface, ba-
jo ciertas condiciones la ecuacion de Fokker-Planck
(forward) y de Kolmogorov (backward) siguientes
(ver Gihman, 5korohod [7] ) :

k
r b(i,j)
i,j=1

a2a a (y.y.p) = 0s , y. 1 J
1 J 219



.!£.+as
k
1:
i=l

k
f. x . ..1.E. +~ 1:' b ( i ,j )~ ~ ax. .. 1~ ~,J=

x. x.
~ J = 0 (104.2)

Transformando las ecuaciones diferenciales parcia-
les parabolicas (1,402) en ecuaciones diferenciales
parciales lineales de primer orden por medio de una
transformacion de Fourier, se puede resolver enton-
ces la ecuacion de primer orden considerando su'sis
tema de Lagrange asociado ever Pawula [12] )', As!
result a la funci6n caracter!stica condicional aso-
ciada a p(s,x,t,y). La solucion para p(s~x,t,y)
tiene la forma:

p(s,x,t,y) -1s . )~

1 -1. exp(-2 (t-s) Q) (104.3)

donde
Q = (log y.(t)-log x.(s) - B.(t-s» •~ ~ ~

-1• B (log y.(t)-log x.(t) - B.(t-s)~ ~ ~

B = (b(i,j»,B= f-;(b(i,i»,t>s,i,j=1(1)k
(1.4.4)

con las funciones medias y varianzas y covarianzas
de x(t) siguientes:

E(x.(t» = x.(s) exp(f.(t-s) )~ ~ ~

varianzas - covarianzas:
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= x.(s) exp«f.+f.)(t-s) )~ ~ ]

(exp(b(i,j)(t-s»-1)

correlaciones:

= exp(b(i,j)(t-s»-l

[exp (b (i ~i )(t -s )-1)J i /2 [exp (b (j ,j )(t-s )-1 )] 1/2 '
para

En el apendice II presentamos un metodo de estima
cion para los coeficientes de difusion f y B, qui~
nes determinan segun las ecuaciones anteriores la
trayectoria p.sperada de x(t),

Para cad a variable x,(t) resulta una tendencia~
funcional exponencialo Si las condiciones inicia
les y los coeficientes de difusion son conocidos,
entonces es posible estimar la trayectoria del de
sarrollo economico por medio de las ecuaciones si
guientes:

VK(x,(t),x,(t» = x.(1) x.(1) exp«f.+f.)(t-1»
~] ~] ~ ]

para i,j - 1(1)k

(exp«b(i,j)(t-l»-1) ,

t = l(1)n.

Con la ayuda de estas ecuaciones y con datos esta
disticos anuales de Colombia para el per10do 1950-
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1972, estimamo~ las siguientes tendencias funciona
les. Notese que la tendencia, segun nuestra hipo-
tesis (1.4.1), depende solo del tiempo (ver Tabla
1.4.-2):

E(X1(t»= 13790.4 exp(O.0555(t-1»; t:::1,2,0••

E(x2(t»= 10604.7 exp(0.0530(t-1»); t~1,2, 0•0

E(x3(t»= 1952.1 exp(000697(t-l)); t:;::1,2,0.0

E(x4(t»= 76000 exp (000738(t-l»; t=1,2,000

(10405)

con estas funciones, estimadas de las tendencias nos
resulta posible establecer los pronosticos que a-
parecen la Tabla 10401, para el per10do de tiempo
1973-1982.

§ 105 Si se qu~ere investigar los efectos de me-
didas econ6mico~pollticas sobre la tendencia (a
largo plazo) del desarrollo economico es necesa-
rio introducir ~n las ecuaciones diferenciales
(10102), 0 su equivalente (10402), variables ins-
trumentos (cont~oles) tales como los gastos del
gobierno, inversiones privadas, impuestos, tasas
de descuento, etco,ooo Las variables instrumento,
tamhien llamadas controies, son elementos, que por
su naturaleza se dejan manipular con objetivos eco
nomico-po11ticos. Con este proposito queremos ex-
tender nuestras,hipotesis sobre los coeficientes
de difusion en la forma siguiente:
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{

f.(X(t).t) = f*(t) x.(t) ;1 • 1 1

B(i,j)(x(t),t)=b(i,j)x.(t)X.(t)
, 1 J

i,j=1(l)k ,

donde:

f~(t) = f. + f.1[l1 G(t)] + f
1
•2[l1I<t)] ,1 10 1

b(i,j) > 0, fio' fil ' fi2 E:R.

Esto significa que ,la tendencia del desarrollo de-
pende ahora no solo del tiempo sino tambien de los
cambios relativos en los gastos del gobierno l1G(t)
yen las inversiones privadas LH(t) 0 Esta depen-
dencia actua directamente a traves del vector de
impulso f como (10501) indica.

Asi se obtiene para cada variable xi(t) la si-
guiente funcional exponencial de la tendencia:

(1.5.2)

donde:
itf.(t-1)
1

n n.
= f. (t-l)+f.1 r l1x3(a)+f.2 r l1x4(a)10 1 a=l 1 a=l

Xh(C1+1) -xh(<i)

2
, h = 3,4

y correspondientemente la siguiente matriz funcio
nal de la varianza - cQvarianza:

VK( x . (t), x.(t) ) =
1 ]

= x.(t)x.(t)exp«f.+f.)(t-l)Xexp(b(i,j)(t-1)-1)
1 ] 1 ] ,-
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para i,j = l{l)k t = 1, 2 , • • •

Con ayuda del principio de maxima verosimilitud,
de (1.5.1), (1.4.3), (1.4.4) es posible estimar
las componentesdel vector de impulso f del pro-
ceso de difusion ever Tabla 1.501}.

De este modo es posible' estimar el vector funcio-
nal de impulso (105.3) del proceso de difusiono
Es claro que el vector impulso (1.503) depende del
tiempo y de los cambios relativos en los gastos
del gobierno y en las inversiones privadas ( ver
tambien la tabla 1.5.2 y comparese con la tabla
1.4.2).

E{x1(t»= 13790.4 exp[0.043{t-l) +
t t

+ 0.076 r ~x3{a)+00063 r ~x4{a) J,
a=l a=l

E{x2{t»= 10604.7 exp[0.037{t-1) +
t t

+ 0.139 r ~x3(a)+0.037 r Ax4(a) J,
a=l a=1

E{x3(t» = 1952.1 exp[-0.00065 (t-l) +

t t ] ,+ 0.008 r ~x3(a)+0.926 r ~x4(a)
a=l a=l

= 760.0 exp[-0000055(t~1) +
t
r ~x4(a) J.

a=l .
t+ 0.9366 r ~x3(a)+0.005

a=l
(1.5.3)

Bajo la'hjpotesis de que las inversiones privadas
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x3 Ct ) y los gastos del gobierno x4 (t) crecen, con
una tasa que es la tasa promedio de su crecimiento
en el periodo 1950-1972, nos es posible establecer
los siguientes pronosticos (Tabla 1,5,3) para los
aftos 1973-19820

Igualmente establecemos los siguientes pronosti-
cos (Tabla 105,4) para el periodo 1973-1982, asu-
miendo que las tasas de crecimiento de los gastos
del gobierno y de las inversiones privadas perman~
cen constantes durante el perfodo 1973-1982 y tie-
nen valores como en el ano 19720

Tambien hemos calculado las respectivas maximas
tasas decrecimiento en el periodo 1950-1972 supo-
niendo que los gastos del gobierno y las inversio-
nes privadas crecen con estas tasas durante el pe-
riodo 1973-19820 Los respectivos pronosticos se
indican en la Tabla 105,5,

La funcionoolatendencia (10503) nos permite esti-
mar la trayectoria del desarrollo economico bajo
diferentes hipotesis sobre los cambios en las va-
riables instrumentoso Nuestro proximo objetivo es
determinar una combinacion optima de cambios en
las variables instrumentoso Una combinacion op-
tima significa que las variaciones induzcan mayo-
res tasas de crecimiento en las variables depen-
dientes y permanezcan en un dominio realizable. Es
decir~ que el sistema economico sea capaz de rea
lizaro
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§ 1.6 ,,(En Ln ve st Lg acLdn L, Para determinar una
combinacion optima de variaciones, debemos esco-
ger una funcion objetivo 0 un criterio apropiado
que nos indique cuando el sistema alcanza un pun-
to optimo 0 cuando una politica economica es m~s
favorable para el desarrollo economicoo

Para e st a vt ar-ea , as! como para e1 desarrollo de
los algoritmos apropiados y para la caracteriza-
eion de un sistema dinamico complejo por medio de
un modele matematico, ofrece la teoria matematica
del control los mas apropiados instrumentos.

Cuando un sistema en actividad esta sometido a
perturbaciones no predecibles, se hace imprescin-
dible e1 uso de la teorfa matematica del contro17
cuyo objetivo fundamental consiste entences en
mantener algunas variables del sistema dentro de
un range limitadoo As! surge e1 tratamiento de
estabilidad de sistemas bajo e1 efecto de pertu£
baeienes estocastieaso Esto conduce a otro pro-
blema: la busqueda de la mejor posib1e y mas ace£
tab 1e est rat eg ia. dec 0ntr010

Nosotros consideramos un sistema descrito por la
siguiente ecuacion diferencial estocastica:

{

d x ( t )= f(x ( t ),t , u.(x ( t ),t ))dt+G ( x ( t ),t ,u (x ( t ),t )d w ( t ),

x(to) = c, t > to (106.1)

La nueva variabLe adicional u(x(t),t)
226
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funcion de control, que puede ser seleccionada de
un conjunto de funciones de control admisibles.

Con la eleccion de la funcion de control u(x(t),t)
hasta el tiempo T > 00 partiendo del estado
xes) = x en el tiempo s, esta asociada la sigui~n
te funcion de costos:

v (x(t) ,s) = Eu s,x
t(! k(x(r),r,u(x(r),r»dr +

s

+ M(x(T) ,T).

Nosotros buscamos la funcion de control optima. Es-
to significa una funcion de control admisible que
minimize (10602)

Perturbaciones
W. +-,,-----,-....,

.-- •• [Espacio (106.1)

Iu(t)
Control optimo u

optimizador para (106.2)

Diagrama para un ajustamiento optimoo

APENDICE I

Un proceso es un cambio cualitativo 0 cuantitativo
dependiente del tiempo, que ocurre en un objeto
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que llamamos un sistema.

El concepto de cambio debe ser entendido en una
forma bien amplia. Por ejemplo: Cambios en las
coordenadas de una pequefta partlcula, 0 en la tern
peratura de un cuerpo, 0 en el crecimiento de una
planta, 0 en el crecimiento economico de un pals,
o en el comportamiento de una persona. Desde un
punta de vista dialectico, se describen tales cam
bios como un movimiento y nosotros nos interesa-
mos especialmente en su ecuacion.Un sistemaesta~m
puesto de elementos activos. Un elemento activo
es un objeto, cuya ecuacion de movimiento contri-
buye al analisis del sistema en cuestion.

De un elemento activo nos interesa solo conocer
los insumos, productos y sus relaciones cualitati
vas y cuantitativas.

x ( t )--~ __ ----J--.~ Y ( t )

Dentro de los activos subsistemas de un sistema
.tienen lugar relaciones reciprocas alternantes las
cuales, segun la naturaleza del sistema y la selec
cion de objetivo, varian en importancia. Llamare
mos al conjunto de las relaciones caracterlsticas
invariables (!) entre los elementos del sistema y
entre los sistemas mismos, estructura del sistema.

Entre dos sistemas que son similares en una cier-
ta forma, llamamos el mas simple el modelo del mas
complicado. Un modelo puede ser conceptual, in-
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tuitivo, artificial y natural (ver diagrama I).

Es necesario extender intuitivamente la idea de
sistema para cubrir tareas de planeaci6n. As! lla
maremos un sistema en una forma aun general, una
entidad din§mica organizada que puede ser influen-'
ciada desde su exterior y cuyo comportamiento pue~
de ser manipulado de una cierta manera. Cuando 'en'
la salida del sistema disponemos de un mecanismo
que nos informe en cada unidad de tiempo sobre la
calidad y cantidad del producto, decimos que pode-
mos observar el estado del sistema.

Otra extensi6n muy natural de nuestra concepci6n
intuitiva, es la elaboraci6n de un mecanismo (feed
back), que informe c6ntinuamente a la unidad de in
sumos del estado actual del sistema. Asi conocida
la estructura del sistema, este mecanisme gradua-
ria los insumos de tal modo que el estado del sis-
tema alcance un nivel deseado.

,.....////'~"--M_O_d.,...ie_l_o__~

... r---""l..---------J-'Modelo conceptual, Modplo intuitivo,Modelop s ej ,sistema de fisico p.e j. una maqueta
ecuaciones dif.

I .

/
.i

Un modelo artifi-
cial, p.ej. un
computadol an§logo

r M~d~lO natu:al,
p.e). un an~mal
exp",rimental.

Diagrama !
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APENDICE II

Estimaciones de maxima verosimilitud.

Nosotros derivamos las estimaciones de los coefi-
cientes de difusion f y B empleando el principio
de maxima verosimilitud.

Sean los vectores de observaciones
de x(t) en las unidades de tiempo to,t1"o"tn
respectivamente. Sea ademas p[x(t1) = xl] = 1 ,
la probabilidad conjunta de las observaciones; es
to es, la funcion de maxima verosimilitud es~

L(xo, ••. ,xn) = P(x1)P(t1,x1;t2,x2)o,o

.0. pet 1'x 1;t,x ) =n- n- n n

= (21T)-nk/2IB-1,-n/2 nn (t -t )-k/2
. a=1 a+1 a

k -1 1 -1]-rr (x.) exp[- 2" (t - ta) Q ,
. il='1 J.a a a

donde:

= [log x -a+1

Nosotros formamos el sistema de ecuaciones siguie~
te:

alogL
as·J.

= 0 , ., alogL
ab(i,j)

= 0 i,j = 1(l)k
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Solucionado este sistema de ecuacion resultan es-
timaciones para f y B.

APENDICE III

Aqui resumimos las mas importantes estimaciones de
maxima verosimilitud y sus varianzas.

Respecto al §1.4:

0.7108 0.6939 0.4997 0.4183 ]10-3
0.8872 0.5804 0.6712

A 3.0980B = 5.7010
4.6040

6 =
0,055.1]0.0525
0.0668
0.0715

t

A

V(b ..)
J.]

A

V( f) =

R(x.(t),x.(t» =
J. J

0.309
0.386
2.479
2.002

[ O.m3

[~:~~~J2.479
2.002

1.00

L

f =
0.0555
0.0530
0.0697
0.0738

t = 1,2, •..

0.4835
0.6845

11.1870 1.4990

J
..

2.3460 1.9720
28.260 15.560

18.430

[
0.219 6J0.3422
14.1310
9.2160

0.24 0.28]0.25 0.33
1.00 0.60

1.00

0.87
1.00
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Respecto al paragrafo § 1.5

r0637 0.6028 -0.0017
'" 10-3 0.7553 0.0140
B = 0.0136

I: 0004282] [0007588]'" _ 0003746 '" 0013947 '"130 - -0.00066 131 = 132 =0.00890
L- 0006056 0.9366

f =o

0.04314
0.03784
-0.00065
-0.00055

A 10-4
V(13 )::

o
t

'" 10-4
V (f ) =o

t

R(x.(t),x.(t»=
]. J

232

0.07620
0013985
0.00890
0.93666

[

00276~0.3284
0.0059
0.0030

[

0.1744]0.2069
0.0037
0.0018

r
O. 276,8]"0.3284
0.0059
LO.0030

[

0.1643]-0.1950
0.0035
0.0017

-4
V(S )= !.2-

1 t

-'0.0187]-0.0088
0.0033
0.0069

0.06315
0.03703
0.92630
0.0050855

0.06347
0.03741
0.92631
0.00508

r
o .164 3J001950
000035
0.0017

t = 1,2,3'0."

0.8691
1.0000

fO.1762621,

lO.24806900000812
J
'

0.000023

[,

' 0 • 0 1 7 6 2 6 21
0.248069
0.000812 J
0.00023

-0.0018
0.0113
1.0000

_0.2822]-0.1230
0.0712
1.0000



Donde:

x1(t):=producto nacional real; x2(t):= corisumo
privado real, x3(t):= inversiones privadas rea-
les; x (t):= gastos reales del gobierno.

4.

EX.(t):= correspondiente x.(t) esperado, El tn
1 1

dice de precios con respecto a 1958.
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(Tabla 1.5.2.

R2 = 0.894
F-valor 169.56

2 2R = 0.998 R = 0.999
F-valor 4465.15 F-valor 407945.6

2R = 30.999
F-valor 265672.1

.Nota: La est Lm acLo n de la corr-eLa cLdn ,R2 y del
respectivo F-valor muestra el porcentaje de la va
rianza x(2), x(3)~ x(4).

Tabla 1. 5.1

i f. fi1 fi210

1 0.04314 0.07620 0.06347
2 0.03784 0.13985 0.03741
3 -0.00065 0.00890 0.92631
4 -0.00055 0.93666 0.00508

Tabla 1. 5.3

Ano E(x1(t» E(x2(t» E(x3(t» E(x4(t»

1973 47263.0 34470.2 9084.7 3936.3
1974 49863.1 36282.9 9712.8 4228.1
1975 52606.3 38190.9 10384.4 4541.5
1976 55500.5 40199.3 11102.4 4878.2
1977 58553.8 42313.3 11870.0 5239.8
1978 61775.1 44538.5 12690.7 5628.2
1979 65173.7 46880.7 13568.1 6045.4
1980' 68159.2 49346.0 14506.3 6493.5
1981 72541.9 51941.1 15509.2 6974.9
1982 76532.8 54672.5 16581.6 7491.9
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Tabla 1.5.4

Ano E(X1(t» E(x2(t» E(x3(t» E(x4(t»

1973 4865608 35167,9 8256,8 357909
1974 5061602 36363.8 8028.5 349900
1975 5265404 3'160005 780605 341909

1976 5477406 3887902 75]006 334206

1977 5698003 4020104 73"3008 326701

1978 5927407 4156806 717607 319302

1979 6165106 4298203 697802 312101
1980 6414406 4444400 6785.3 3050.5
1981 6672705 4595505 65]7.7 298106

1982 6941405 4751803 641503 291402

Ta b 1a 105050

Ana E(x1(t)) E(x2(t» E(x3(t» E(x (t»4

1973 5045605 3674303 108:1.100 4472.6
1974 5442906 3969409 1376401 5461.6
1975 5871506 42883.6 1752307 666904
1976 6333900 4632805 22310.4 814403

1977 6832606 5005001 2840404 994503

1978 7370608 54070.6 36163.1 1214406
1979 7951007 5841401 46041.0 14830.2
1980 8577107 6310605 58617.1 1810908
1981 92525.6 6817509 74628.4 22114.5
1982 99811.4 7365205 95013.1 27004.9
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Notas:
a) P: Indice naciona~ de precios del consu~idor ;

~G: cambios relativos en los gastos del gobier-
no ~I: cambios relativos en la inversion priv~
da.

b) Hemos usado variables reales mas que nominales,
las cuales hemos calculado con ayuda del unico
indice de precios a nuestra disposiciono Las
variables nominales empleadas aparecen en esta
tabla (ver pag0238).

c) Fuente de los datoS: Cuentas nacionales del Ban
co de la Republica; 19740

***
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