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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE
SCHRODER - BERNSTEIN (*)

por

German Posada

La nocion de equivalencia entre dos conjuntoses
vieja en Matematicaso Bolzano, en su obra, "P~rado-
jas del infinito" (1851), fue el primero en hacer
notar que si se daba una correspondencia biunivoca
entre dos conjuntos, se deberia considerar que es-
tos dos conjuntos son equivalentes (en el sentido
de que tienen el mi~mo "numero" de e~ementos'), y

que esta nocion era valida para conjuntos finitos e
infinitos.

(*) Conferencia presentada pOl' el autor en el V.Co-
loquio Colomb~ano de Matematicas;Medellin,
1975. N. del E.
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Cantor, al desarrollar su teoria de conjuntos, pu-
lio esta idea y la llevQ ha.s t a sus iiltimas conse-

I

cuencias, construyendo una teoria de nGmeros trans-
finitos.

El conjeturo que si A

junto de B (es decir,
a uno de A a B), y a
a un subconjunto de A,

valentes.

es equivalente a un subcon-
si existe una funcion uno
su vez, B es equivalente
entonces A y B son equi-

Esta cohjetura fui probada independientemente por
E. Schrader y F. Bernstein alr~dedor de 18~0; des-
de entonces se han ~ado muchas demostraciones. Pre-
sentaremos aqui una demostracion seneilla dada por
J. D. Monk, que es instruct iva por el metoda de de-
mostracion.

Teorema 1. (Schr6der-Bernsteini. Sean A y B con-
juntos tales que existen dos funciones uno a. uno,
f : A + B Y 9 : B + A. Entonces existe una fun-
cion p A + B, que es uno a uno y sobre.

Muchas demostraciones del Teorema l~ se basan en el
'siguiente lema:

Lema 1. Sean A, B, f, g, com~en la hipotesis
del Teorema 1; si H es un subconjunto deA tal

-1 -.que Hie 9 (B) Y f (H)' = 9 (H'), entonces la fun-
- 1cion p = f/H U 9 /H', es decir la f un c ISn

p : A + B, dada per
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p(X)
= !f(X), si

-1g (x), si

x € H

x E: HI

es uno a uno y sobre.

(La comilla denota complemento con respecto a A
o a B; por ejemplo, f(H)I= B - f(H) Y HI= A - H.

Los simbolos f/H
c d f -1c~ones e y g

-1Y g !H'
a H y

denotan las restric-
Hi, respectivamente).. .

Demostracion del Lema 1. El range de p es
f(H)Vg-l(H') :: f(H)Uf(H)'= B, de modo que f es
sobre; p es uno a uno ya que es la union de dos
funciones uno a uno can dominios disyuntos y rangos
disyuntoso

Podremos usar el lema para la demestracion del teo-
rema de Schroder-Bernstein si encontrames un H
adecuado; este 10 haremos usando un teorema de pun-
to ffjo en reticules completos.

Recordemos que un reticulo complete es un conjunto
no vaclo R, provisto de un orden parcial tal que,ca-
da subconjunto no vaclo de R tiene supreme e in-
fimo.

Ejemplo 1. El intervalo cerrado Eo,lJ con el orden
usual es un reticulo completo.
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Ejemplo 2. 5i M es un co n j unt o , entonces 9(M),
el conjunto de los subconjuntos de M, con la inclu-
sion (~), es un reticulo completo.

El teorema de punta fijo es el sigu1ente:

Teorema 2. Sea (R j -c ) un reticulo completo. S i
f : R 4- R, es una funcion c,eciente (e s decir, que
para x,y E: A, x , y=+f(x) ~ fey)) j entonces exis-
te a C R, ta I que f(a) = a.

Demostracion del Teorema 2. Sea P = {x ~ R I x ~
f(x)} , entonces P 1~, ya que infeR) € P. Sea
a = sup(P). Mostraremos que f(a) = 0.0 S1 x ~ P
entonces x ~ f(x) y x ~ a. Luego f(x) ~ f(a),
de modo que x ~ f(a). Entonces f(a) es una cota
superior de P, y, pOI' ,10 tanto, a ~ f(a). De es-

to se sigue que f(a) ~ f(f(a»).Luego f(a) € P, en-
tonces f(a) ~ a y obtenemos f{a) ~ a.

. .
Con base en este teo~ema pademos dar la

Demos raclcn Consideremos l~ funcion
T; 'iP(A) +~(A), def I n Lda pOI' T(x) ~ g(f(X)i)g~

par a x E: Q' ( A) c

Ahora 51 x,X ~ (!P(A), t en emo s x G Y ~f(x)~ f Lx ) ~

f(.x) '2 fey) i ~g(f(x) i) ~ g(f(y)' )===*g(f(x) i) 's
g(f(x)')'==+T(x) ~ T(y).

Entonces T es una f nClcn creciente: como §P(A)
"
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es un reticulo completo, el Teorema 1 nos da la
existencia de un punta fijo para la funcion T.

Es decir, existe H 6 A, tal que

g(f(H)')' = H, 0

g(f(H)') = H', entonces

H' = g(f(H)') ~ g(B),

y como g es uno a uno, obtenemos

f(H)' = g-l (g(f(H)'» =

de acuerdo con el Lerna 1, esto completa la demos-
tracion.

Vepd~tdmento de Mdtemat~ed
Unive~4iddd de i04 Ande~
Bogota.
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