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EL SENOR DE FERMAT Y SUS PROBLEMAS , Il

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ

Finalizamos con esta entrega el estudio, iniciado en (19], de la influencia

de Fermat en el desarrollo de la teoria de los numeros.
4. La génesis de la teoria aritmética de las formas cuadraticas.

Nos proponemos mostrar en este aparte que en la Proposicion D [19] : Todo
nimero primo de la forma p=4n + 1 es [univocamente ] la suma de dos cuadra -
dos, es posible encontrar el germen fecundo de la teoria aritmética de las formas

cuadrdticas, una de las ramas mas hermosas y venerables de la Matematica.

Es posible aln encontrar rastros de esta teoria en la Aritmética [17] de Dio-
fanto de Alejandria, pero no de manera sistematica; por ejemplo, ya hemos visto

que €ste propone encontrar las soluciones de

(18) Qx,y.2) = x2 +y2- 2% =0,

2
Ahora bien, la expresion Q(x,y,z) = K2+ y2 - z es un ejemplo de una forma

cuadratica, y la situacién descrita en la proposicién 1, es un ejemplo del proble -

ma general de la teoria aritmética de las formas cuadraticas, problema que expli -
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citaremos a continuacion :

Dada la forma cuadritica, de coeficientes enteros,

Q(XI,...,x )= 2 a

o X0 X
n ij T

determinar los ndmeros enteros m para los cuales la ecuacién

(19) Q(xl,...,x) = m
n

tiene soluciones enteras. En caso de que (19) tenga soluciones, encontrar algu -

na manera de determinarlas.

Cuando existe una solucién de (19) decimos que Q(xl ,...,X,) representa al
nimero m ; luego el problema puede expresarse de esta otra manera : determinar
los m que son representables por la forma cuadratica Qx;,....x, ), y determi-
nar esas representaciones. Asi, la proposicion de Diofanto diria que 0 es repre -

2_22 (y de manera no triviai, es decir, con [x.y,z]

sentable por Q(x,y,z) = x24 y
# [0,0,0] ) y provee un método para hallarlas, mientras que la proposicion D di-
ria que los primos impares de la forma 4z t1 son representables por Q(x,y) =
2 2

: . : 2 .
P y* . En seguida veremos como encontrar las soluciones de x“*y® = m.

Para ilustrar la teoria aritmética de las formas cuadraticas, haremos aqui un

estudio completo, aunque elemental, de la

2,2

(20) Q(x,y) = x" ty

El hecho siguiente :

2 2 2 2
I O o R T TR L
o bien,
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(22) Q(x,y) Q(xl.yl) = Q(xxl =Yy Xyt xpy ),

era conocido por Fermat [3, vol. II ; pag. 227 ] ; a partir de él es facil conven -
cerse de que para saber si plal NN pra' > 0 (12) og representable por Q(x,y),
basta saber si cada p; lo es. Parece, pues, posible que partiendo de la proposi -
cién D y la relacién (21), podamos obtener todos los m representables por la
forma (20). Como veremos, esto es bastante exacto. Un teorema como el conteni-
do en la Proposiciéon D, que nos indica qué primos son representables por una
forma cuadratica, se llama un teorema de género, mientras que una relacion co -
mo la (21), que nos indica cémo componer Q(x,y) consigo misma para obtener, a
partir de un teorema de género, nuevos niimeros representables por la forma cua-
dratica, se llama un teorema de composicion. Es claro ahora porqué deciamos an-

tes que estos resultados de Fermat eran germinales.

Para ilustrar lo anterior, tomemos
23) 3%2+22=13 [xy] = [3,2] ,
= 5 ¢ [xl,yl] =[2,1] -

Usando (21), obtenemos

42 +72 =65, [xxl-—yyl . Xy +x1y] = [47] -
Mientras que haciendo

-32+22=13, [xyl = [-32),

2 +12=3, [x, 9] = [21],

2

2 2 " 2 -
+y“> 0, sélo son de interés los enteros positivos.

(12) Dado que Q(x,y) = x
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obtenemos

82 +12 = 65, [xxp-yy, oy txgy] = [-8,1] .

. . % 2
Es facil verificar, ademas, que 72+ 4% -82+42

2

son las unicas representacio-

nes de 65 en la forma x° + y salvo el orden o los cambios de signos.

Pasemos ahora si a demostrar los resultados anunciados e ilustrados ante -

riormente.

2

Teorema 6. Un primo p es representable por x* + y2 (xy # 0) si, y solo

si, p=2 6 p=1 (méd. 4).""%

La demostracion de este teorema, debida esencialmente a Euler en la forma

que vamos a presentarla, la dividiremos en varioslemas :

Lema 1. Ningdn entero de la forma 4n +3 es la suma de dos cuadrados.

En efecto, si x2 + yz = 4m+3, entonces seria x4 y253 (mod. 4) ; pero

esto es imposible, pues siempre tendremos X2+ y2—=-0. 1,2 (mod. 4).

Lema 2 (Euler) [3, vol.II; pag.231 ]+ Si p=4nt1 es un primo, entonces

existe una solucidn en enteros [x,y,m | de la ecuacion

x° 4 }’2 = pm
que satisface 0 < m < p.

En efecto, como p =1 (mdd. 4), existe s € Z tal que s2+1=0 (mdd. ?)
(12 ; pag. 135 ] . Por otra parte, siempre es posible encontrar § =t s (mdd. p)
que cumpla |S| < p/2. Luego 0 <mp =11 §2 <1+ p2/4 < pz, para algin
entero m ;y como 0 < mp< pz implica que 0 < m < p, resulta que (1,8, m]

satisface la ecuacién dada y la condicion adicional requerida.

(13) A, Girard [3,v()].ll,pﬂ’g.22?_‘! ya habia hecho, en 1625, una determinacion de los nimeros expre -

sables como suma de cuadrados; pero parece que Fermat fue quien indicé la importancia de este re-
sultado,llamandole de paso el teorema fundamental de los triangulos rectangulos.
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Lema 3. (Paso de descenso). Si p=4n t 1 esun primo y X2 y2 = mp, con
0 < m < p, entonces existen enteros x;,y; y m, tales que XIZ + y12 = pm,

con 1< my<m.

En efecto, si m es par, x é y tienen entonces la misma paridad (i.e., x = y

(mdd. 2) ); por consiguiente, podemos escribir

y el lema resulta entonces con x; = (x1y)/2,y; = (x-y)/2 y m = m/2 . Si

m es impar, escribimos

x:amxal, con ‘”1 1 < ﬂl/2 '
y = bm {hl. con ibl 1 < m/2 ;
luego
2 2
(24) a, * by t 2Am (a2 + bz) mZ = mp,

1
donde a-aa; * bb, ; por lo tanto,

(/?’hlz mm, con m *Za*(dz*bz)mzp-

De aqui resulta que :
m 24 2am; (a4 b2) (af 4 b7 = (my tA2 B2 = mop,
donde B = ah;—bha;.

Si my=0, tendriamos a; = b; = 0, lo cual implicaria, usando (24), que

m? i x4 )’2 =mp,y , por consiguiente, que m .p . Como 0 <m < p, esto es
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imposible. Por lo tanto, m; > 1. Pero entonces

2 2
”'Im:a]+b1 < m?/2 < m?=> my < m

luego Xp=m, t A, Y =By m, satisfacen las condiciones requeridas en el

lema.

Demostracion del teorema 6. Por el lema 2, existen x,y tales que X2+ yz"
mp, con 1 < m<p. Si m> 1, aplicamos el lema 3 varias veces para descen-
der hasta xkz + ykz =p. LUego si p = 1(mod4)., Q(x,y) representa a p - Co-
mo 2= 1°+1° el primo 2 es también representable por Q(x,y). Lo reci -

proco resulta finalmente del lema 1.

Sefialemos ahora que es posible demostrar con cierta facilidad que las solucio-
nes de Q(x,y) = p son esencialmente Unicas, con excepcion hecha de los signos
y el orden en que aparecen x é y ([9;pag. 63], [28; pag. 106 | ). Sin em -
bargo, es importante distinguir entre soluciones que difieren por los signos ya que
esta distincion nos permitira en general encontrar nuevos numeros representables

por Q(x,y), tal como lo hemos observado anteriormente en un ejemplo.

El teorema de composicion (21) nos permitira ahora demostrar el siguiente re-

sultado :

Teorema7. Si m=x% + y2 tiene una solucion [x,y! que cumple (x,y) = 1,

entonces
a a
_ s Q 1 r
(25) m=2% L..p ",
en donde ; =1(méd. 4), =1, ..., r. Reciprocamente, todo m de la forma (25)
es representable por Q(x,y) = K2+ yz.

En efecto, en virtud de (21) y el teorema 6, todo entero de la forma (25) es re-

i 2 2 = -
presentable por Q(x,y). Reciprocamente, si m= x2+ y© =0 (mdd.p), en donde
(x,y) = 1y p es un divisor primo impar de m, vemos que necesariamente (y,p)=1.

Pero entonces existe z ¢ Z tal que zy = I (mdd. p), con lo cual
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x22% = 120 (mdd. p) ;

pero esta congruencia tiene solucién si, y sélo si, p =1(mdd.4). ([12; pag. 135])

Es importante ahora anotar que los nimeros de la forma (25) no agotan el con-
junto de los nimeros representables por Q(x,y), puesto que 245 = 5(72 no la

tiene y sin embargo

72,5 =72 (12 +22 ) =(7x 1% + (7222,

A titulo de ejercicio proponemos el siguiente corolario del teorema 7 [28 ;pag.

1081, el cual aclara la situacién que se presenta en el anterior ejemplo :

Corolario. Sea

1 ("lr 231 265

- a a
it ¢ MO O MO8 N

en donde p, =~ 1(mod.4) y q; - 3(mdd.4), la descomposicidén canénica de m. En-
tonces m es representable por Q(x,y) = x2 4 y2 . Reciprocamente, si m es re-
presentable por Q(x,y), los factores primos de m que son congruentes con 3

(mdd.4) aparecen con exponente par en la descomposicion candnica de m.

Por otra parte, dado que Km = (/e.\‘)z 1 (ley)2 , es facil convencerse, teniendo

en cuenta el anterior resultado, que siempre podremos limitarnos al caso (x,y)=1.

Pasamos ahora a ilustrar una extension de lo que hemos hecho hasta aqul, con
la intencién de esclarecer alin mas la nocién de composicion de formas cuadrdti -

cas. Sea, pues, el par de formas cuadraticas :

x2 AT 5y2.

i

Q(x,y)

Qy(x,y) = 252 + 2xy 3y2.

Preguntamos entonces por los niimetos enteros = representados sea por Q,(x,y)

sea por Q5(x,y). Para empezar, observemos que

92



Qp(x.y) Qilxpyp) = Qplxxy - Syyy, xpy+xy;)
(26) Qp(x.¥) Qaxp.y ) = Qolxxp-xpy-3yy p XY +.2x,y + yy ),

QZ(X,}/) Qz(xl; )’I): Ql (2xx1+xy1 + .YI)I.Z)ryI,xyI+x1y + YY1 ) .

relaciones que podemos obtener por verificacién directa. Ellas nos dicen que si,
por ejemplo, m es representable por Q; y n es representable por Q5 . su pro-
ducto mn serd representable por Q5 ; luego para obtener los niimeros representa-
bles sea por Q) sea por Q,, basta obtener aquellos nimeros primos que lo son
por una de ellas. Estos a su vez estan determinados por el siguiente teorema de

género :

Teorema 8. a) Q,(x,y) representa al primo p si, y solosi, p 1,9 (mod.20)
§ p=5=0,0,1).

b) Q,(x,y) representa al primo p si, y sélosi, p=3,7 (mod. 200 6 p=2=
0,(1,0),

Este resultado no lo demostraremos aqui. Sin embargo, veamos como usarlo en

combinacién con las relaciones (26) (Teorema de composicion) : tenemos

Q1,1 =7 y Q5(0,1)=3 (Teorema 8) ;
luego

21=7x3 = Q,(1,1) 0, (0,1) = Q; (-1,2),

usando la tltima de las relaciones (26). Estas, entre otras cosas, insindan una

estructura de grupo ; mas precisamente, {Ql ) } es un grupo que satisface

0;9;=07 0;9,= Q. 222,05 En la situacién descrita para Q(x,y) =
2+ y2 ) {Q} es un grupo que satisface QQ = Q. Empezamos, pues a sospechar
la intromisién del algebra en nuestro problema original. Este en toda su generali -
dad fue discutido brillantemente por Gauss en sus Disquisitiones Arithmeticae

(30 ; pags. 118 y sigs. |. Hoy en dia en vez de trabajar directamente con las for-
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mas, como Gauss, preferimos hacerlo con ideales de un cuerpo cuadratico Q(\ d),
asociando a cierta clase de formas cuadraticas un ideal de Q(y/d ). Una exposi -
cion, por demas interesante desde el punto de vista historico, que sigue estas pau-

tas se encuentra en [29].
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