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LA FUNCION DE pPoLYA'”

LUIS MORENO ARMELLA

Definamos una funcion P: 0.10 T, T un triangulo rectangulo,de la si-
guiente forma : Para cada t ¢ 0,1 expresamos / es su expansién binaria 7 0.
dydy...d,. .. donde d, (1)~ 0, 1. Paracada !.asociamos una sucesion de trian-
gulos 1 . T,....1,.... dela siguiente forma : Dividimos el triangulo original
1 en dos triihgulos semejantes, dibujando su altura : designamos 1, y T, el ma
yor y menor de estos dos tridangulos. Ahora nos fijamos en d(1). Si d (1) = 0 en-
tonces clegimos T y lo llamamos 1. Si dytr) 1. elegimos [y lo llama -
mos 1,. Si d;(1) - I elegimos 1, y lo llamamos 1. Reiteramos el proceso fi-
jandonos ahora en d,(1) y 1; jugando el papel de Ty asi sucesivamente, ob -

teniéndose una sucesion
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) bste articulo fue explicado por el autor en el "Seminario de temas diversos” organizado en el De-
thonento de Matematicas v Fstadistica de la Universidad Nacional por Shirley Bromberg deMoreno

i
en 1975
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Denotamos 1,(1) el w-ésimo triangulo asignado al numero 7. Ademas
(e o]

diam (1,,(1)) >0, por tanto ”nl T,(1) -« punto . Este punto es por definicion
P(1) . De esta forma queda definida una funcion P : 0,1 - 1.

Mota : algunos numeros poseen dos representaciones binarias distintas. Por ejem-

plo
t=0,100...0...

1

} representan ambos el numero ;
t=0.0111...1...

Usando estas representaciones obtenemos a izquierda y derecha las siguientes su-

cesiones de triangulos respectivamente.

P —hn \\ P —
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Teorema A. La funcién P : 10.1! T es continua y sobreyectiva.

Prueka (-) Sea pe T. Dividamos T en dos triangulos por el proceso anterior. De-
notemos I; el triangulo que contiene a p (podria estar sobre la altura). Si T es
el menor de estos triangulos sea d; =0. Si es el mayor sea ;=1 Dividamos T
en dos tridngulos. Denotemos 1, el que
contiene a p . Sea d, = - f segin el

mismo criterio anterior. Reiteramos este

proceso y claramente, el numero 7 = 0,

d;dy...d,... obtenido satisface P(1)=

n

o) i
/ =p. La funciéon P es por tanto, sobre
4
P yectiva.
'
- (=) Veamos ahora que la funcién P es coi
s .
4 tinua.




Observemos que si /, !’ son dos numeros cuyos primeros N digitos coinci -

den entonces los triangulos Ty (1) y Ty\(17) que contienen a P(1) y P(1*)  son

el mismo.

(N:-4)
T;
L
7~
7
7 7
e 7
s -
vd -
Por lo tanto,
(1) P - Pt) | < by (1)
donde A (1) denota la hipotenusa de Ty (1) .
Supéngase ahora que | 1-1"| © | 2N entonces pueden suceder
(1=) t,1" tienen los primeros N digitos iguales. En tal caso se cumple
P() - P(1*) | < by (1)
’ ’. ’ll
¢ - \3
? b
1
' .
t=0,010
1" =0,010 -
(2=) Existe ¢*'= e"fjm que es un punto de separacion entre / y t’
2‘
Lt <oyt

Nétese que +** es un nimero que tiene dos expansiones binarias : en una, los
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primeros N digitos son los mismos de . En la otra, los primeros N digitos

son los mismos de /’. Por tanto, se sigue que
(2) P() - Pa*) < by(t) . [PU)=-PU) (1)
Por la desigualdad triangular, tendremos :

(1) | P() - P(1*) | < by()t by(1?)

Pero hN - 0 lo cual prueba la continuidad de P . o

s
[ + 00

Observacion. Nos proponemos ahora estudiar la diferenciabilidad de P. Vere-

mos que depende, sensiblemente de ‘', el dngulo agudo menor de T .

En adelante, usaremos las abreviaturas C = cos’' ., 8 — sen . (3)

Teorema de diferenciabilidad.
(a) Si 30°< < 45 == P es no-diferenciable en todo punto.
(b) Si 15°< i < 30° == P es no-diferenciable sobre un conjunto de medida
uno, pero tiene derivada P’ =0 sobre un conjun-
to no enumerable.

(c) Si < 15%, P’ = 0 sobre un conjunto de medida uno.

Nos proponemos obtener desigualdades que nos permitan estimar el cociente

P - pP(t’)
EN

para decidir sobre la diferenciabilidad de P .

Lema. Supongamos que 1 vy !y tienen los primeros N-1 digitos iguales pe-

ro el N-ésimo digito dy (1) 7 dy (ty) . Supongamos ademas

dy (1) dy g lty) = d.N ia(ty) .

Entonces
(4) P(t) - I’(IN) > (constanie) I’N (1) .
’IN_I(/) Tn_ (tN) ya que (/,(l) d, (IN) oo a'N_I(t) = dN__I(tN) .
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INI (1y)

T (1)
lV °
hy (D

"4

Como ”,A\'(/AV' r/‘\, N dy :olty) 7 r/‘\- (1) entonces P(ly) esta en un trian-
gulo 75 .5 (7y) disyunto de 1 N (/). Laminima distancia entre 15(0) y

'l‘_\‘ (fy) es mayor que una constante ( k) por lv‘\.ll) . Entonces
>) - p B
P(1) I(’N) ke IN(“ a

Denotemos 7y (7) el nimero de ceros entre los primeros N digitos de 7y  por
Vy(1) el numero de unos. Notese que ZN() V(D - N
Calculo de la hipotenusa hy(h Ae Ty (1)

Puede demostrarse que la longitud de /(1) es

7. (1) V()
(6) hot 87N N

A partir de (6) y (5) tendremos

Prueba de fa) . Como es el menor de los angulos agudos S (. por tan-
to,
(7) hn() SNOIYRD D IN YN N
Sea 7 < 0.1 arbitrario. Sea N un enteroy fy un numero tal que
di(1) = d;(1y) 1<i<N-1

dy(t) ‘/N(’N) d‘\, ' (/‘\,) ‘/N o (1)

Por lo tanto, (segun(4) ) ‘ P - Plty) >k '/v‘\r(/) . Como 457 enton -

ces § < C y tenemos Ay (1) > L Luego
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(8) P = P kb

Por otra parte, d; (1) d (1y) /i N-1. asique

!
9 -1y ‘ .
(9) N 2.\-1
P - Py ; N
ric N NN k) 29
11y .
C 0O > 7] 1 ~ . 3 . N -
omo 307 = sen(30”) - 5§ =17 285 luego (.’5)( —r & . Asi que
i P(1) - I’(I[\v )
Iim — —— X
N - Fs Bni
1\
”N 1)
P no es derivable en 0.1 =]
(b) Veamos que si 157 - 30” . P es no-diferenciable sobr¢ un conjunto  de

medida uno, pero tiene derivada P O sobre un conjunto no enumerable, (esta

afirmacion ultima no la demostraremos).

Prueba. Dado 7. 0.1 diremos que / es un numero normal si
Zy (1) V(1)
lim -—l lim el
N 0 N N +a N

donde 7\ (1) y V (/) denotan el numero de ceros y unos respectivamente que
hay en los primeros N digitos de (la) expansion binaria de /. (una expansion bi-
naria).

Teorema de Borel. Casi todo 7 0,1 es un numero normal. o

Demostraremos que en este caso (b), P’ no existe sobre el conjunto de los

nimeros normales de 0.1 . Como
VN1 7N N . 2Dy Zy-Vy (notacion que define Dy ) entonces :

/N N/2 Dy

‘VN N/2 - ’)‘\(
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VAN 1 D /N
N N - N
PR luego 11 0.
N . N 2 a N on N
Vg 2y ‘
Sabemos que Ay (1) .S Entonces
N/2 - Dy N/2 Dy N,2 Dy
byt € ¢ N ST N se) T i N
N/2 Dy
b‘\. (5¢) (§/C)
Para /N « 0.1l que cumple

”’/(') = di(’,\') i~ N-1

:/‘\, (1) = ‘IN (1y)

r/N ()= dy iy (1yg)  dy 5(y)
se tiene :
P(1) - l’(l‘\,) I3 '/v\‘(/).

En el presente caso

sen(2 )

I,)\'A\' — () enton-

N, 2 I’\-
P - P(ty) ko (SC) (S ) .
Como
‘ P(1)-P(1y) N-]J N/ 2 D
T2 NI : N e T G Tissa N
i 2N-1 11 i
N
N/2 Dy
= (2k) (45C) (s/¢) .
(/] 3 0O ai I, J > 2
1573 => 30%.< 2 = 5 < semn (2) =1 2 senl(2 ), pero
v N2
= 25C == I ~ 458C porlotanto (45C) S Como
(N »1) /
ces,
| 170 Dy
P(t) - P{I.\,) N/2 N
] N (2B (485C) (s ) \“
] ( &'
f= Iy
] P - Plry) ‘
0 sea lim e no existe.
N <0 l e
(/N o t) N
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Asi que I’ no es derivable sobre los numeros normales.

(6) Veamos finalmente que P'=0 sobre los numeros normales cuando 15” Ha-

gamos las siguientes observaciones :

(i) Si 17 1. (/I.(l) n’i(l') i< N-I y z/\v(/) # (/\ (') Sea M  M(N) el
. , I

menor entero mayor que N tal que (l\,(/) Codyn) . Entonces /-1 M

(ii) Si 1 es normal,)\/im M‘iN) = 1. En efecto: Supongase dyte) - 1. Entonces (/”(I) 0

para n, N+ »< M. Asi que

Z(M) = Z(N) + M- N . Entonces,

ZM) - ZN) M

ZM) M ZIN) M e (Z(M) M Z(N)
AR RY - (S - DR g ]
ALV I BV () B |
Pero = N2 N i 2 luego
/1’//1 "“(\) ] .
\
Como P(1). (1) « Tn_;(1) entonces | P(1) - P(') | < /JN_I. Como
(< 15%==> S =sen 1. Pero by
=i S 1 > 7 J & I)N
JN_I- , 3 ’ luego "N»-l §
Asi que
| b
P - P(17) | 2
N/2 | D
g = bwso s
g 0| N/2
’ = M N/
: P - P01 < /sy <k -(sC)
’ | t=1"|
/ D M -N N/ 2
. N kz - <
) (8/€) ) F{=—F——) (45C)
N ., .DN
(S/C)
N, 2 I)\v
Pero 45¢C I = (450) --—> 0 | Kp total, como N -+ () tendremos:
N !
Pt - P(ly) |
lim - bid 0
N 1 i 7- IN
(IA\, l)
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ast que P es derivable sobre los numeros normales o

(Esta relacion se uso arriba)
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