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'SUPERFICIES ORIENTABLES

JOSE DARIO SANCHEZ H.

Intro";uccion A diario escuchamos frases como e sta : "<\quel iridi viduo esta 0

no esta bien orientado en la vida". Compren demos perfectamente el signi ficado

de tal afirrnacion y no nos de tenernos a rnedi tar sobre ella, Si le preguntasernos a

cual quier persona: : "i~Que significa estar or ientado ? II ~ es per amos que nos res -

pon da r ":s.igniJLc3 Que e l individuo t ierie met as 0 di recc ion es bien determinadas

en 1<::vida II

Pues bien, e st a idea in tu iti va envue lve un hecho exacto y la maternat ica ha

adoptado este vocablo; nuestro obje to en este trabajo es precisar su significado

ell matematicas, especialmente en geometria.

En una recta es cornun dar una orien tacion , definiendo ell ella una dire cci on.

Definiendo ell la recta un sistema de coordcnadas obtenernos una representa -

cion geornetrica de los numer os re ale s (II?) , ten ionduse aSI que la recta se con-

vertira en un espacio vectorial, penni tiendonc s a irm ar que: /I Dar una orienta -

cion ell l a recta e qui vale a fijar en ella un vector ",

En el plano e l concepto se cornp lica l igerarnente , pcro el se pue de orientar de

diferentes farm as , Una por ejempJo es la dada por los puntos car din al es : orien-

te , occidente, norte, sur, perrnitiendo oriental' el pl ano paru trab ajos geugraficos .

€n geometria pic ia se habla de cuadrante s : superior derec ho, superior iz-

quierd0' inferior derecho, inferior iZ'quierdo, eslableciendose 'lSI un3 0 iental'ion

lClUy COll1l111 del plano,
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Otra ma ne ra de or ieritar un plano es Ia dada al de fin ir en e l un sistema de coorde-

nadas po lares , consi derando los an gulos posi ti vas cu an do s u lado term ina! se des-

plaza contrari arnent e a l movirniento de las rnane c il las .del reloj.

Este ultimo metoda de orientaci6n de un plano nos permite, intuitivamente, per-

cibir dos mane ra s diferentes de or ien ta r el plano.

Noternos que un plano puede ser considerado como e l producto cartesiano de

fR x /R = /R2, a sea, un espacio vectorial, y par 10 tanto, sit) mas detalles, po-

demos definir or ic n tac ion e s en fU2.

Las anter ior es con s ide rac ione s nos permiten afirrn ar que,definiendo en el pIa-

no un sistema de coordenada s, e ste se c on vi er te en el producto IJ~ < tf< Y para

dar le una or ie n tac ion hay que fijar en e l dos vectores linealmente independientes
')

colocados ordenadamente; a 'sea, hay que distinguir en IU- [0 que se llama "una

base o rdenada "

Sn LR 3, los fi s icos , can sus [eyes de las man os derecha e izquierda, nos brin-

dan una extension de la idea de orientaci6n para f/~3

rr.:(1)

k

.......-._-----\.
r

(2)

Sien do (1,0, OJ, i (0,1.0) k -~ (0.0, J) , i " = (0, --I 0). La ley de la

mana derecha (1) es tablece una or ie n taci6n en JR 3 y e l conj unto {i, [, k } es un a



base en li~3, ob ser van dos e que

de t ! i, i . k 1 = 1 -, 0

La ley de la mario iz qu ie rda (2) br in da una or ientac ion di s tin ta a l a anterior y el

conjun to {i,j*,k:f c on stit uye una base de !I~3 t al que

d e t [ i, i ", k J c- - 1 -: 0

Noternos que si tom ararnos {j, i , k} , en e se orden, como base de IU 1, vam os 8

obtener en m3 un re sul tado ana logo at dado par el caso (2) de Ja ley de l a mana

izquierda, pues

del r (0, I, 0), (I, 0, 0), (0, 0, I) 1 1 < 0

Consideremos la matr iz del cambio de coordenadas. Si

E:S la apli cacion identica, la mat riz asociada a tal ap l icacion es

I

o[ idJ [--; o

l a cua l e s pr eci s amen te la matriz del cambio.

Vemos a qu i que las dos bases definen en lJ~3 la rni sm a or ien tacion, digamos

que la or ie n tac io n ne gat iva , y que su matr iz de cambio de base es tal que

de f ( [ id J ) ~ 1 > 0 ,

o sea, que el de terrninante de la matri z de paso asociada es positivo.

Como consecuencia de todo esto podemos decir que: "Dar una ori en t ac ion en

11<' cs equivalente a dar una base ordenada n y, tarn b ie n , af ir mar que In o rie nl a v-

cion de un espacio vectorial e sta intimamente ligada a las mat rice s de los cam -

bios de bases.

f:xtendere~os ahora estas nociones intuitivas dando una definicion exacta de
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orientaci6n para un e spacio vectorial y, siguiendo e ste orden de ideas, y supon ien

do la nocion de superfi c ie , extenderemos la idea de orientaci6n a ci er ta s superfi-

cies. Este sera el objeto de los siguientes paragrafos.

§ L Espac.io vectorial or ie nt crl o,

Definicion L Sea 1/ un espacio vectorial de dimension finita 1/ sobre el cuer po

de los mimero s re ale s J? Sean

u ~ {/I/'''2'''3' If! ~, {Ill,. 11'2' 11'3 .. , .. II'
iI

bases de V. Entonces

11

III . ;>: 'J .. tt .
I i> / II I

i 1. 2. , ... 11 •

Dirernos que U y If.' son equi valentes cuando

del (() .. ) > 0
II

y no tamo s I" If! a e s ta re l aci on Drrernos t ambi en que U y IV son eqlliv;:l1en-

ternente orientables 0 equiorientables.

Ve amos que la relacion' es una relaci6n de equivalencia sobre e l conjunto

de todas las bases del Uespacio vectorial V.

J? I. Sea U una base cu al qu iera de V. Entonces

L' ' U ,

pue s

/I.
I

II

>- > .• u·
l -; J 11 1

J, 2, ... , 11

y

de I ( " .. ) ~ / .' 0
II

( (\.. es e l delta de Kronecker )
II

a.2. Si U 0, If entonees

n

1IJi i~' ali 11i I, 2. '" 11
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con dd ((/ij) '. 0; esto equ rva}c a decir quo L, matr iz (lIij) ('s nu-singulnr. Po-

demos proce der ve c tori a lrnen te y escribir :

1/' 1 (1/ J (/111
II·
I

11'· =' (/il
(/.

1/'
j jll j

u: a a IIn 1/1 Jill 1/

Sea (b .) .- ((/,r I Entonce s
I j I j

III bJi b 11'1
111

lI' :J j I
'b

If'·
j = .1'7 j

Un Lh17 I b 1/'
1/11 II

Par 10 tanto,
11

1/, =, L b . 1/'.
j i = 1 jl I

j -, I, 2, .. ,11.

;; .. ) .. por 10 tanto,
Ij

ell'! L (a .. ) (b .. ) J = de t t a .. ) del (h,) - de t (e,,'./') I.
Ij IJ IJ 1/

y as i. de t Ib .. )=
Ij

-1
df?l(aij)] >0.

Esto significa que IV c, U, de 10 eual la s ime tri a de l a re l ac ion

R.3. Sean U. IV, Z tres bases del U-espac:io V tales que U « v , W y W r v , Z ,

Esto signifiea que

11

1/1. c. ?: a" II
j i~ I Ij j

JI

Zj ;:. J bik I/'k'y j = 1,2, .. , . II ,

con de t ia .. ):> 0 y del(h
ij
,) > U, f<eemplaz8ndo II'!? tenemos entonces que

I J

207



z'
J

II II

(': I>k_) (2.. II 1",' ",' )
k~ J' i I "

1/ II

:>: (L bik"ki)
i=l I?=I

"i . j r- I, 2..... I! •

<\SI obtenemos la matr iz

I!

( ) b 'k Ok )
k 1 J' 1

i - J, 2, ' . , . I! j I. 2 ..... I! •

'\hora,
I!

Por 10 tanto U"- Z, 10 que muestra la tr an s it ivi dad de la re laci on .,

Po deuios entonces preguntarnos ; '!ue acontece cu ando

rid (a,) < 0 ?
-t

La re spue s ta es que U y W est an en clases distintas. Esto indica que esta reo

lac ion divide al conjunto de las bases ordenadas de V en dos clases de e qu i >-

va l euci a llamad as : or ient ac ion positiva de V y or ie nta c ion negativa de V Ca-

da una de e s as clases es l larn ada una ori en ta c ion en 'v .

Definicion 2. Un espacio vectorial orientado es una pareja (V.')) forrnada de

un U·espacio vectorial y una or ien tac ion.

Una base I' = { "I' "2 ' .... "I' } de I~" se dice" una base positiva u cuan-

do

del I "t 112' ' .. , un] > 0

1<" con una tal base s e dice positivamente orientado.

I " 1 LJ 1
Definicion 3. Sean E. I:' espacios vectoriales y (E, 11), (E , v ) orientacio-

nes en E y Ei] respectivamente. Se dice que una transforrnacion lineal

'1: u: . (I)
1 ]

(E , (I ')

pre ser va orientaci6n s i, y s ol arnen te si,

(

\UI·1I2'···' "I!

1
f t:' = ,> {T "}, T 1/2 .... , 'J "n } r: e



I
En este caso (usaremos 10 not uc ion 1''' 0) y c1iremos que I~' y L son orien-

tadamente compatibles. Si {"I' .... II,,} es una base ordeuada de E. . "I '

II" :> denot ara 1a or ien tac ion inducida po r ", .... "
II

Ejemplo: Sean ~ ( . t , 1,,2(I? -. \ i , j con l a base c anon ic a y
7

(W. \ (-2.4) ,

14. 1) '\) 1<2 con otr a base.

Tomemos

(1<2 . { (-2.4) . (of . 2) i )

(x , y) (x - )' . x + 2 l' )

Para hallar la base asociada a T tene rnos

I -2 4 -2L114'J
I( )=,L( )'1 "( )=( '). Eriton ce s ".-I/!Oo 4' 2 4,', 1 2 "

,=3/10

a -2 4 -2 I 1 4 'I
T ( ) '-' (1 ( ) + 131 ( ) = (I ) . Entonces () '" l/ 2

1 1 4 2 4 QI -t 2 'I 1

POl' 10 tanto,

r T 1 ~ [1/10 1'0/2]
3/10

•-
Afirrnacion , T > O. En efecto, si tornarnos {(4. 2) , (0 . 4) } E { i . j } . enton-

ces

{ T (4 , 2) r '1(0 , 4)} c ( ( - 2 . 4) . (4 . 2 ) }

pues

[: :] [' 1

]
~

:J l; :J= ~~
rr

T =-
0 6

. 10 5
Ahora ,

'] (: O} ['/5 2
0
) = 12de t ( ) ==- de! 5 <. 0

4 6/5

y esto mismo se ~umple para cual q uie r base que cs te en {i. j -~. Por 10 tanto,
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T O. Es e vi den te que

{(-2 4). (4 2)} y ~ ), (2. 0 )

estrln en I" rn is ma c la se de or ient acion

§ 7. . Atlas para uno superficie.

Definicion L

de f! en I~3

Sea S ~ 1?3. Si para c ada punto /J i S exi ste n una vec indad V

un abie rt o L' C 1?2 Y una ap licac inn
{j ~-

tales que

k
es di fere nc iab le de cl ase c. . 1< >1 Cfl

2 ,-p

3 ':0

e s horneorriorfi smo

e s de ran go dos. Esl'o e s,

(f) / I) 1\ (f) 2) ()
!' J'

.. /
don de (IJ; ([')/> indican las de ri vadas parci al es calcul adas en '.j! (P). direrno s

k
que S es una s upcr fic ie re gu lar de clase C . Cuando k =0:' direrno s simple -

mente que S e s una superFici e regular.

3
Definicion 2. Sea S r: a una s uperfi c ie regular. La pareja (U 0' CjJ) de la de-

finicion anterior es Ll am ada una oar ametr i zo ci on de S en p. La par ej a (U. CfJ)

(y tam bien la tripla (U 0' CfJ, U) ) se denorni n a una carta local de S en p. Es

de no t ar que en e st as condiciones S debe e s tar dotada de la topologia de subes-

pacio.

E! s iguie nte re sul tado nos brinda una fuente interminable de ejemplos de su-

perficies regulrues. Adernas , p e rmi te que en los libros de calculo se diga, sin I11U-

chos cornentar ios :

n Sea z c. [i x , v) f . d 'n 3 "una super ici e e tc
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Teorema 1.. Si I: L' 'I< es uno fu"cion diferenciabJe en un abierio l' de 1<2,

entonces eJ grrifico de l . esto es, eJ s ubc on iun to de i: J dado por (x, y.lh',

d ),e s una superficie regu/or

rjemplo r.' u l ) ., }
i 2

: ....) l~(IJ1 .\ (\, y, z) x- \ -
)

/1 (0 U I ) , .\ (Y, Y ) r N- I , I, I) (!. I' ,-, S
() e,

dada por 'I' h, v
77,

]-,\-'-y-',

r.: v:»::
-t; (\, V, / / -\ - -- v - ), y (r (II) -; I! ~ { (\, \' ' z J

Entonces, (Cu' '!') es uu« purarue-Irizucion de S en /J, (U,\jl)

una cart a loca l de S en /J, '/ S uua super Iici e.

Sea S '. J<3 uno super f icie regul;lr /1 ,- S (I'", 'i') UI!<-l par an.e-triz ar ion de ,i

en p, Entonces (JJ / (r )/) y (lJ2 q\ Jf' SOil dos n:ctorcs Iine a l mente inde peridi er-

tes de /{J, E] espacio vectorial

engendrado por estos dos veer ores es l lamado ('I espacia tangente a S en p. La

variedad ,iI'in, /1' '! /1 S es Ibnidd8 el plan.' I'Jl1gt'lile a 'en /1

El siguienk resultarlo, conocido como korema de C'alnbio de cnoruenados, es

muy importante, y practic<.lmente permite que lil definiei0n de 'iuperficie regular

sea consistente,

)

Teoremo 2. Sea p un punto de una superficie reyl'ior .\ y sean I.- L'(J '.c u- '/'
= \In s, {!,: 11'0 -'\I' = Vn S (\I,)', v' veci"dades de /1 en 1<3) para-

metrizaciones de S en /J (claramente un \I' .t i ,pues /1 I nil') Enton-

ces, eJ " cambio de coordenadas "

-] - 1
hoc! "g:~ (lnW) , / - I (( r1 \1 )

es un homeomorfisrno diferenciabJe y

- I
tI /1/) = (I 0 Ii)'

q

es un isomorfismo para todo q' e g-I (U nIl') y (/',~ ( II )
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. Definicion 3. Sea S una superfic ie regular, {U/ L'i ~ S :'it:f una familia de

subconjuntos de S

q'i / cp i : U oi -< U· ~
/ ' i t I

una familia de ap l ica ci ones de abiertos U oi de U2 en S. Decimos que

{ (U i : (jJi) }, I es un Atlas para S cuando:
I E

1. rui. cPi) es una carta local de S, para cada i E I

2. Se cump!e elteorema de cambia de cartas.

3 U
i E I

U, ~ S.
I

§ 3. Orientacion en una superficie.

D::tfinicion 1. Sean fi c. S un punto de una superficie regular S y 1pS el es-

pacia tangente a S en p. Se dice que en /J ESse bene defin ida una orienta -

cion cuando dadas dos parametri z ec ione s

'11: [' o ' If ~ S . ,/. : V o -, V ~ S

de S en p ; para las que se bene

entonces
- I

d e I ( J ('/1 C (0) ) > 0p
- , - I

donde J (,,', .) el») es e l jacobiano calculado en el punto <.() ip) .
. ' fi

Es de obs ervar que es ta definicion es equi val eut e a af irrnar que 18 ap l icac ion.
" • (Ii ) • N 2 ,~ (T S I.')" 0 fl - {~!I ~o . /1 .. , ~ U· {I •

pre serva la or ient ac ion (aqu i, u2 e s ta or ient ado por su base canon ica , y Pu

q.1-'(/J)).
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Definicion 2. Sea S una s uporfi c ie regulelr y

\1 . ~
()

do s pararne tri zac ione s de S tales que (, n Ii .;
Y (\I,,~) SOil orientodamente compatibles cu an do,

St> dice que IHs carl8S (C.

I V P unv - ,
dct (} ( :' , ,) /1 )

Es to es, cuan do lodos los puntas elf' II n (' t ien en l a mismu on en tac ion.

Definicion 3. Sea ." f i t' i "'i)} i , Lll1a t l as pur,1 una superficie S. Se dice

que .) es un atl as' compatible, cu ando dadas dos cartas locales cua les qu iera de

" can inte rsec cion no vaci a, elias SOli cr ien todcnnen te cOlllpatlbles

Se dira que dos ~tl8s de un ....s upe r fic ie SOli Ct)mpatibles si y solamente si 18

reunion de los do s e s un Atlas compatible

Definicion 4 Unci superti c ie regular S es orientable 5J y so l arncn te s i po see un

Atlas compatible,

(jemplo: LCl esfer a es una superficie regular orie nt a blc Plies

2 donde

-f 2
4!/: U i:» ,-f'(N) ,g2 (I'(N) , (00, I))

- J
1\.)', z L> P -i;, (/Il ( _.:':" _ ,r.

/ - z .. z

-1 )
r~2: U2 = S--f'(S) f/ (I' (S) = (0 0, - f ) )

- l x y
Ix, y, z ) ~ p - (P2 (f!) = (7~-f

- z '. f

es un Atlas compatible para S2, como es faci! de verific8r.

~ 4 . Aplicacion. Sean S una superficie regular conexa, C el conjunto de 1<.15

orientaciones de S. ~ntonces, el cardinal de c' es (j (ceru) 0 es 2 (dvs)

Demostracion. Si S no es orientable, enlonees C ,j., ell cuyo caso el cardI-

nal de C es cera. Supong81110s, por 10 tanto, que S es orienl<1ble. !\sl l' ,/,j ,
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yexiste {!It'L.

1. Sea ~PI o. {(\I, ,r) " un atlas compatible para "I' En tonces , para cada pun-

to p E: S existe (U, er) c ~)i tal que

qJ(p ) =- P
i

2. Para cada carta (V 0' qJ, V) E PI ' definamos una nueva carta (V~, yJ, \/ ) ,
en 1a siguiente forma: Con si de remo s

V~ =- { (v,l') / iu , u ) E V 0 }

y s ~,

s : II Vo 0

(v,u) ~ (11,11).

Que .s es un difeornorfi smo es Iaci l de demos trar.

S(~8 tj; = if) 0 S

\I
(j

Como l.fJ es una para metri zac ion y .s e s un d ifeornorf is mo, se s igu e que '/' oc,p 0 s
,.

es ~ma pararne tr iz ac ion de S.
;;~- '"
~Ei';, esta forma se construye 1I:1 atlas compatible, obten iendos e una nueva or ie n-.,..

tacion OJ para S llamada orie ntac ion opues ta de °1, Sea P2 e l atlas com-

patib~e asociado a '2' Puesto que para cadu (II, (J1) Ie ~P2 con

'/'(/l2)~' (rp Cos)' (P2) '" (P'(s(p_J)) s'(p) - (V (II , u ) S'(1I,U),
2

Y de t i res (u, u)) =- - i <. 0, P
2
E V, Se sigue que :PI y ;;2 no son

£1 ']compatibles, de donde Vi y (/2 son dos or ientacione s distintas de S

3. Sea pES. Entonce s , se sigue de 2, que
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(1 SP' / ) '"'JI-- Up S, 2 J

4 Supongamos que ex is ta una tercel'," orient ac ion 3' l~ tal que I 3 l' "2 y

'3 / t : Sea 'P3 el a t las compatible as oci ado a 3' Entonce s , paw c ada pun-

10 /1 c S, existe (W, r : J ,e :Y 3 tal que

. ('1 ,
P'

S. Sean entonces

V~~/I'SJ
('/' ,P' , 3 J " (I/, S " ):-

L' '-
2 /1 (I S

!'
) "11 S
l /" '2 )

CI"rnlllenle V l / 'J 'I 1'2' pu es estcJITIOSsupon ie ndo l/ l ' 3 / 2 en S.

Se tiene

('7p S , '3) 'Y' Up v. ( / ) y

de don de , por lu t rans iti vi dad de la re l ac iori

10 eual es contradictorio se gun 3.

,.) II II V) = S. J::n efecto, sea jJ" S. Entonce s
1 -

('1' S' ,I) ....(T "P" J P" / ) " Up s , ' l )

pues est.amos suponiendo que S es orient ab l e . De "gill se sigue que

r) V/ y U2 son abiertos . En efccto, sen /1, C/, Entonces,en p , los

atlas PI Y ~Y3 son compatibles. POI' 10 tanto, existe una veeindad H' de /'

en donde todos los puntos de W t ie nen l a m isma or ientac ion que la de /' ( ver
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§ 3 definicion 2.) Se sigue de aqui que p E w~ UJ y, por 10 tanto, que U J es

ab ierto Ana Io garnen te se muestra que U2 es abierto.

De ll), f) Y ) ) se sigue que 5 no es cone xo, 10 cua l es contradictorio.
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