
Baletin de Matemiticas

V olumen VIII, pigs. 122.153

CONSTRUCCION DE EJEMPLOS DE CIERTAS CURVAS RECTIFICABLES

YU TAKEUCHI

1. Moti v acion,

En cierta oc asion mi colega, el profesor Dario Sanchez H. me cornentd acerca

del siguiente problema planteado a rafz de una dudasurgida en la clase de geome-

tria diferencial :

1f'(x)\=l para todo xE [a,b] (ver Nota) (l)

Sea f: [a,b 1 --. /Rn una funcion derivable para todo x E [a,b 1, si

entonces (es f' continua en [a,b 1 ? En caso negativo, dar un contraejemplo.

[11 Si n ""1 la respuesta es afirmativa. Si f' no fuera constante, 0 sea, si

exl stieran xl' -z tales que

entonces, aplicando el teorema del valor intermedio de la derivada, un teorema po-

co conocido pero imoortante ([I) [21), j'(x) pcdria tomar cualquier valor entre

-1 yl contradiciendo asi Ia condi cion (1), Por 10 tanto, f' es una funcion

constante (1 0 -1), 0 sea que f' es conti nua.

~.Ot<;L En a consideramos la derivada por la derecha, D+ f(a), y en b c on s id er arn o s

la derivada por la izquierda, D_f(b).

122



[111 Para n"'2 el problemapuede plantearse enla siguiente forma explicita :

para todo !E r (I,bl (2)

Sean I. s dos funciones de valor real derivables en r a.b 1 . Suponqase que

Entonces : !-son continuas l' y s '? En case negativo dar un contraejemplo.

Sequn mi inllJicion la respuesta era negativa. Y trate de encontrar un contrae-

j ernplo sencillo hacienda el siguiente anal is is :

(i) Naturalmente el caso mas sencillo es cuando l ' tiene un solo punto de dis-

continuidad, diqarnos en c E ta . b). Suponqamcs que existen los lirnite s :

""; f'(t) := ,), lim f(t) =0 '2' ,] i '2 .
I-·,c I->c

(3 )

Entonces la derivada por la derecha de / en c. o+/(c). es igual a ,] (Nota I),

mientras que la derivada por laizquierda de / en c. o_/(e) , es igual a '2 pe-

1'0 como

entonces / no es derivable en (' (absurdo) (Nota 2). P9r 10 tanto se debe tener

que
li», I' (t)

t4 c+
no existe

o
lim r (tJ

t--> c-
no existe.

~@_.~. Para t> c tenemos

donde BE i c.r) (Toorema del valor medic). lueqo

f) l( cJ =0 li» 1(I) - (( cJ
-L. I ... c t-«

It> c)

Se puede deillostrarl21 que si

=0 Lim /' ( ()) --= ,] •
8> c

1]= 12 entonces / es derivable en c y
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Se buscara entonces un contraejemplo en el caso en que t' es continua en

(0. b I y

lilll 1'(1)
/4 o:

no existe •

(ii) Si r, s' sonacotadasen [a.h1. entonceslasiguienteecuacionpara-

metrica

) \=f(I)

l,=g(I)

I ~ r a . 17 ! .u)

determina una c'!rva rectificable. De acuerdo con la condic ion (2) el parametro

I repi esenta Ia longitud sobre el arco desde (/(0). s (O)j hasta (/(0. s (tj )
(ver Fiq, 1). Por 10 tanto, nuestro problema consiste en bus car una Cllrva rectifi-

cable cuya recta tangente oscila en I a veci nd ad de I extremo de 1a curva (I a cu rv a

debe adernas tener tangente en el punto extreme) y expresar I a curva p ar ametr ic a

utilizando el parametro que representa la longitud sobre el arco.

dy=g'Wdl

~1
-----'-=:--------LJ - - -

I
dx = j'(t)·dt ----tI

I

J,.
Fig. 1

(iji) Un ejemplo bien conocido de curva rectificable con la propiedad impue s-

ta en (ii) es
y "" F(x) x <::[0, 1]
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con
Isell -
2

si x E (0, I]
)

(5)

no) = 0

La longitud del arco de (0,0) a (x, l'(x)) es

si x) = / j I + I F 'Lx) 12 i dx
o

x

/
I I 2'J 1+ (2x sell X - cos -;) dx. (6)

o

La funcion s t x) es estrictamente creciente. Sea I la funcion inversa de s :

t = s(x) sf y solo si x = [tt) (= s·l(t)) ;

entonces la ecu acion pararnetrica de la curva y = F(x) con el pararnetro t es

x = I (t) •

tE[O, s(1)l
y = F(I(t)) (= g(t).

Este fue el contraejemplo que mostre inicialmente al Dr. Sanchez.

(iv) 1\10 se si la explic acion anterior pudo convencer ami colega, pero me pare-

cio, segun mi intuicicn, que algo estaba mal en el anali sis anterior. Asf cornence

a comprobar, por calculo, todas las condiciones impuestas en el problema. Es ev;-

dente que no hay problema para las dos funciones [Lt) =s-l(t) , g (t) = F( I(t)) si

t =I o. En t = 0 tenemos

/"(0) = lim /(t)- 1(0) = lim f.!.!l lim _x_
t-.o t-o t->o t [-'0 sl x}

1 I
s'(O)lim s(x)

x -. 0 x

si s '(0) existe y s '(0) =I 0, y
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=: lim f( t) .I (I). sen _1_
t I( t)

= lim I(t) -Lim x i s en 1 '" /,(0),0 = O.
t". 0 t x-, 0 x

En el paraqrafo 3 se demo strara que s '(0) exi ste y s '(0) > 1, luego:

/,(0) < 1 g'(O) = 0

o sea que

1/,(0)!2 + 19'(0)!2 < 1,

asi este ejemplo no satisface la condi cicn (2) de nuestro problema en t = O. •

2. Curvas rectjficables con tangente en toclo punto,

I> Sea

x = I (t), y =: g ( t) , t ":- [0, b 1 , (1)

la ecuacion par ametri ca de una eurva reetifieable donde el pararnetro t represen-

ta la longitud sobre el areo de (1(0), g(O)) a (I(t) , sto ). Si I .« son deriva-

blesen [o.bl. y, l' y. s' soneontinuasen (o,bl entonces tver Ftq.Tr :

g(t)-g(O)

I I
"'-'- [Lt } - 1(0) tJ
I I
I

Fig. L 1
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< t ,

o
I /(t)_[(O)!2 + I g(t)-g(0)!2 < 1

t t

Tomando limite euando t -> 0+ se tiene que

I t' (0) I2 + I s' (0) !2 < 1 (2)

Ahora. supongamos que i' y s' son eontinuas en t =0, Dado E> 0 tal

que

0< t < 0 impliea I j'(t}-j' (0) [ < E, Ig'(t)-g'(O) 1< E. (3)

Como 0 es la longitud del area de (j(O), g(on a (/(0), g(o)), dado (EO»O

existe una parti cidn de [0,01, digamos (Nota)

tal que

(4)

Aplieando el teorema del valor medio a las funeiones / y s en el intervalo

[tk.1, tk 1 se tiene :

k~l !U'(fk)!2+1g'(17k)!2. (tk-tk_1) > O-(EO)

donde fk, 17k E- (tk_1 ' tk). Reemplazando (3) en (5) :

(5)

Nota. La longitud del area es el extremo superior de la longitud de eurvas poli-

gonales inseritas al areo. EI primer miembro de la desigualdad (4) es la longitud

de !a eurva poligona! inserita en los puntos (/(tk), g(tk))' k 0= 0,1, "" n a

la eurva dada en (1).
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11

k~1 jnl'(O) I + n2+(lg'(0)1 + E)2. (tk-tk_I» f)-CEO),

o

8 . J (I I' (0) I + E) 2 + ( I s '(0) I + E)2 > 0 - ( EO)

esto es,
j( I 1'(0) I + E)2 + (!g'(O) I + E)2 > 1-E . (6)

Como E. es eualquiera se tiene que

j (1'(0) y2 + t s '(0) y2 > 1.

De (2) y (7) obtenemos

1/'(0)!2+ Ig'(O) 1
2
=1. (8)

Observese que se obti ene la igualdad (8) euando I' y s' son eontinuas en 0 ..

si t' y s' son diseontinuas en 0 es posible tener una desigualdad estrieta en

(2) .

II) Sean /(t), s (I) derivables en [0, b] con derivadas eontinuas en (0, b] , si

11'(1) 12 + I g'(t) 12 = 1 para todo t i 0 (9)

entonees Ia eurva

x = / (t) , )' = s (t}, t E [ a, b 1 (10)

es una curva reetifieable ya que / y s son funeiones de vari acton aeotada en

r a. bl .

Para todo t » E> 0 se tiene que la longitud sobre el area de (/(E) , grEY) a

at» , g(t}) es iqual a :

t t
J j Ir (II ) (2 4- I g , (ry) I2 dry =0 J 1 dry

E
t - E (11)



Tomando limite cuando E -> 0, se tiene que t representa la longitud del area

de (/(0), g(O)) a (/(t) , g(t») .

Eiemplo 1.
t

x = / (t) = f I s en .l. I d TJ
TJo

tE[O,ll (12)

y = g (t) = f I cos ~- I d TJ •
o

Como /'(t) = I sen -!'I ' g'(t) = I cos L I (t i 0), entonees (12) es la
t t

ecuacion parametrica de unaeurva donde el parametro t representa ia lonqitud

sobre el areo; /' y s' son di scontinuas en t = 0, y

/,(0) = tim 1
t -> 0+ t

t
1f I sen -iii d u ,

o
t
f I cos .1 I dTJ.
o TJ

1
g '(0) = lim+

t -> 0 t

En el paraqrafo siglJiente se ve que /,(0) y g'(O) existen y que /,(0) = g'(O)=~'

Luego : 2 2
! /,(0) I + I g '(0) I = ~ < 1

T7

Eiemplo 2. Sean f'(t) = jl-(2n-l)
t

en 1(--- ,
211

J 1
211-1 ')

en

en

J.L -211
t

en (.L:
211+ J

_.1_ 1
2n .

para 11 E IN entonees

para todo t i 0 .
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La eeuaei6n

x '" pO
t
J I'(ry) dry
o

y = g (t) J s' (ry) dry
o

es la ecuacion parametri ca de una eurva reetifieable donde el p ararnetro t repre-

senta la distaneia sobre el areo. Evidentemente I' y s' son di scontinuas en

t = 0, y

1'(0) = lim 1
t -> 0+ t

t
J I'(ry) dry,
o

g'(O) = lim
t -> 0+ t

t
J g'(ry) dry
o

En el paraqrafo siguiente se ve que 1'(0) y g'(O) existen y que 1'(0) = g'(O) =
23' luego

2
11'(0) 12 + Ig'(O)! = -~ < 1.

9

III) Resumen.

2 2
Sean «(i) , (3(t) eontinuasen (O,b] con la(t)! +l{3(t)! = 1 paratodotiO.

Sean t t
I (t) = r a(ry) dry , g u) = J {3 ( ry) dry (13)

o o

entonees la eeuaei6n

x = I( t) y=g(O, t.e[O,b] (14)

es Ia eeuaei6n p ararnetrica de una eurva rectifieable donde el pararnetro t repre-

senta la distaneia sobre el areo; I y g son derivables en t = 0 si existen

los limite s :
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t
lim _L [ a(ry) dry lim [ (3(ry) dry (75)
t -> 0+ t t-> 0+ t

0 0

Por (2), se tiene que
2 2

1/,(0) I + I s' (0) I < J

En el p araqrafo siguiente estudiaremos un metodo para calcular el valor 0 If-

mites de la forma (J5).

3. Derivada de una funcion definida por la integral.

Sea I una func icn positiva y decreciente en [1,00) ,. si 2. I(k) i 00 en-
k=1

tonces

lim b o[ [i x) dx = lim n . 2. /(k)
b->oo b n->oo k=n

(l)

Demostracion. Tenemos

2. /(k) 2 [ ((x) dx > 2. I(k) - 2. I(k) -I(n) .
k=n n -k=n+ 1 k=n

luego :

n
[ [Lx) dx > no2. I(k) - n [Ln) .

k=n
no 2. I(k)

k=n
> n

00
Pero como 2. I(k) i 00 , Y

k=1
I I(k) I es decree i ente, se ti ene que (ver [31 ) :

lim n-] Ln) = 0
n ....:xJ

luego: 00
lim n·2. /(k) > lim n.[ lex) dx ~ lim no2. I(k) •

11->00 k=n n->oo k=n
11

o sea

00
lim n.2. /(k) = lim n·[I(x)dx

n->oo k=n n-.oo n

00
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Por otra parte, si 11:= [b 1 (Ia parte entera de b),

b
b-J lex) dx > (1/ + b-l1) [ J [Lx} dx- J [Ix) dx

b n n

00 00 b
=' 1/.J lex) dx + (b-I1)·J lex) dx-b.J lex) dx

11 11 n

DC

o < t b -11 ) . J / i x) dx < J / t x) dx -----t 0 (b -.(0) .

1/ n
b

Os b.J lex) dx ~ b-f t n) S (1/-,- 1). j(n) co 11·I(n) -t- len) ---..-" 0 (b-.oo) , (iii)
11

por 10 tanto se ti ene que

00

li»: b,( lex) dx == lim 11· J [Lx) dx c; 1i';1 11'2.. /(k). •
b • <X b II • ex II II ..• oc k == II

Nota. EI resultado (l) puede ser general izado de la siquiente forma

Sea i\ h) una funcion de valor positivo y derivable con derivada acotada, en-

tonces

Ii III i\ (b) . J i (\) d.\ " Ii III i\ (II)' ~ / ( k )
b ,»>; b II·"" k==11

(2)

Demostracion. Sea .\1 una cota de i\ '(d. aplicando el teorema del valor medio

a l a fun cion i\ en 1/.111 setiene

,\ (II) - i\ (J) '" I i\ . ( ()) . (11- /) i <:: .11. (II - / ) .

esto es

La dernostr acion anterior solo sufrira las siguientes modificaciones te cni cas

Se puede reemplazar el limite en (iJ por :
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filii A (1/)/(1/) ~ filii O(lIj· f{1I)
JI ...J,.-....:: II ....IX:

a .

y la relaci6n t iii) es reemplazada por

b
0::: A(b)·{ [L«) dx::: A(bl'/(II) ~ O(I/)'j(I/) __ a (/) >r-=)

1/

mientras que el limite en {jiJ tomara la forma

1/ II

a < A (/))-)-..(1/) I r [Lx) dx Sill J [t x) dx __ a (b ....oo )

puesto que

IA(/))-A(I/) I <, ill, (b-1I) < M. •

Ejemplo 1.

00

tim 11.2 1
11-->00 k=1I k2

co

=: tim 11· r ..!!....!..
. x2
11

(ii)
oc

lim 11 •2 1 == lim 11' r d x
11->0>0 k==l1 k(logki 11 .... 00 ~l x(logx)2

(iii) I, ;: 1 I' J"" dxtm 11''':' -;-r = tm 11. -r:-
17 -e co k =17 k 17 .... oo 17 X

lim
17. -+ 00

{
+00 si 1 < A < 2

si A=:2

a si A> 2.

!iv) lim (log 17) . ~ 1
17 .... oc k == 11k (log k)2

== lim log 17· J
n ....oo

(v) lim nA-1.;: 1 == lim
n ....oo k=n 7 17 .... 00

00

J dx -. -x--
11 x

A-1
17

---!!.-
log 17

1 1-_.--
A-I A-2n

00

dx

n 2x (log x )

1

A-1
(A> 1).

(j' )

(iii')

t ii ')

•
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00
II) Sea I una funcion positiva y decreciente en [1,00) tal que tim n·L Irk) '100.

n ....co k=n

Si s es acotada, Y
k+l
I g ix} dx '" c + 0(1)

k

entonces
00 00

(3 )Lim b·I [Lx) g(x) dx ==c·tim b·I [t x) dx
b -e oo b b->oo b

Demo strocio n, 8 asta demostrar que

00

c· lim n » roo I( xl dx
n~tXl n

(3 .)Lim 11. I g i x) I( x) dx
" .....00

11

Tenemos

II

00 k+ 1
L I g (x))(x) dx

k==l1 k
I g(>;) -fIX) dx

Sea
[t ») = I(k) -<. !j.k(x) , x ':' [k, k+ 1 1

entonces

Iuego :

hi k-,-I k+l
f g (\) / Cd dx == J lj (k) +!j. k ix) I g (x) dx == I (k) Ic+ 0 (l) I+ f !~ k i x) g (x I dx
k k k

c10nde

k-rl I k+l .
I \(y) g(y) dx I ~ f. !j.k(x). g(x)" dx :::M(I(k) -j(k+l)
k k

(,11 es una cota de s (x) ),

Por 10 tanto :
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DC oc' ock +1 00 00

fg(x)·I(x)dx= ~ I(k)·lc+o(l) 1+ ~ f 6.k(x).g(x)dx=c2. 1(k)+2.I(k).o(l)
II k II k-II k k=lI k=11

00 k+ 1
+ 2. f 6.k(x) g i x} dx ,

k=1I k

Pero :
I im II· L I(k) • 0 (l) 0

11->00 k=n

ya que

lim II' L I (k) =I 00 •

11-+00 k.=11

00 k+ 1
111'2. J 6.k(x)g(x)dx\ < 11'2. M. 11(k)-I(k+I) I

k=1I k - k,=n

= M • 11 • [In} o t n ->00) ,

por 10 tanto tenemos :

00

limn·fg(x)·I(x)dx=c.lim n.2. I(k)
n->oo n n->= k=n

00 00
c-Lim n.f I(x) dx ,

11;. 00 n
•

Nota. EI resultado (3) puede ser generalizado como sigue

00 00

lim A(b).jg(x).j(x)dx=c.lim A(b)·f I(x)dx (4)
b->oo b s : cc b

donde A es de valor positivo y derivable con derivada acotada. •

III) Sea I una funcion posit iva y decreciente en [1,00) con

00
lim n·2. I(k) i 00 •

n->oo k=n

Si s es acotada y

a+(n+l)s
f g(x) dx

a+ns

c + 0(1)
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entonces
00 00

(5)lim b -J g (x)-j(x) dx
b-.oo b

C _ tim bI [Lx ) dx
s b-.oo b

Demostracion. Hacemos el cambio de variable

ento nces

/im b-I jLX)dx--' tim b-f l(a+sy). s . d v
b -> ex b --H>O boab ---

s
oc

= li m b - a s 2 - r I (a + s . 1') d )'
b--, N sb-a ~-

s

c10nde
B b-a

5

Por otra parte

{/ .i, 5 ( II-,.) )

J g Lx) d:
II'" J II", I
r g({/~ sy) s d v = s.J g(a.,.5Y) dy.

(/+ 5 II I.' /I

luego
/I ~ I
J g({/+5y)dy= c

... 0 (I) (/I.. "") •
s

II

Aplicando (3) :

r j (a + 5 Y ) -g ( a-. 5 v) dv
B

"X

52 . .s.. fim B r j La + S y) dy
s n :« R
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ex ex:
) C I 1i1/l .J IL.J "'...£. lilll b r== s-· '-y b dx I (.x) dx

s h~ex: h~"" bs h s

Nota. EI resultado (5) puede generalizarse como sigue

lim A (b) J I(x) g(x) dx
b~(Xl b

==..s... lim A (b) . J I(x) dx
s b~ex b

donde A es del valor positivo y derivable can derivada acotada . •

Ejemplo 1. Sean 1

i( tJ == J I d."cos --
0 ."

1
get) == J 1 d."sell --

0 ."

tenemos

1
{'(O) == tim..1... r cos.l. d." (.1- '" x )

1~ 0+ I' ." ."o

dill (..J....) J cos x dx
1-+0+ 1 (I/tJ-~

puesto que
co

J-4-lim b. £.

b~oo b x
I .

217 (71 + 1)
f cos x dx O.

21711

De la misma forma se tiene que

g'(O) ==0.

Ejemplo 2. (ver Ejemplo I, paraqrafo 2).
1

Sean [It) '" J : sen l: I d." ,
o ."
1 1

g i t) == f [ cos ; I d."
o

•

(6)

o
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T enemas:

2
7T

pue sto que

- b J dx{till . 2
b-->oo b x

(11+ 1)77

r I sen xi dx 2 ,
1177

De la misma maner a. se tiene que

g'(O) ",.2
17 •

Ejemplo 3. (Ver (6) del paraqr afo 1).

Sea s (\)
.v
j 1 1 21

J 1-;-(2xsell-;-cosx-) dx ;
o

T enemas:

s'(O)=IiJII
.v-» or

(~ = t )
Tf

:= lilll (~) r
-'- x,\ • o ( 1/ x)

Pera :
(1I,,-I)17j 2'

J I-+lcost-?sel,tl dt
t

1/ tt

7
cos - t -'- o ( ~) L dt

II f
UTi

(II

r
I)" r----~j 1 - cos2 t dt - O( 1)

II
JlTi

(II--c 1)17

=\2 r jl_"£"seJ/2t, 2
11 Ii

dt -r- O( L )
1/
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.r: 1 12y2 E(f"!!f"") + 0(-)
V2 /1

donde E(*) es la integral eliptica. (Ver [41)

Por 10 tanto se tiene

s '(0) ~ l....:lJ... E (_1_)
T1 Vi

2,,[2= __ • 0 44 T1 •
T1

J. 24 . " '> 1

Ejemplo 4. _(Ver Ejemplo 2, paraqrafo 2).

{
J 1-(211-1)

a(t}=

1(211+ 1)-1

Sean en [211-1,2/1 )

[2/1,217+1)en

.{ V 211-1 en [217-1 , 2n)

f3(t}

V 1-2n en [2rl, 211+ 1) ,

I 1

I (I) = r a ( i) d T/ , g (I) = f f3 (_!..) d T/
'0 T/ 0 TI

T enernos :

I
/,(0) = lim 1. f a (-k)dT/

1-+0+1 "/o

00

(-i = x t-> lim (1) f a (x) dx
T/ 1-+0+ I (I/ t) -~2-

puesto que

2n+1 2n 2n+1
f a(x) dx = f V x-(2n-I) dx + f ,; (2n+ I)-x. dx
2n-1 '2n-1 2n

1 1
f V7 dx + f ,;T:;"" dx

4
:3

o o

2
T
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De I a rni sma forma se tiene que

?s '(0)" j

Ejemplo 5, Sean
/ t /

J / 1/ TJ
/( t) co r I cos (' 7!: dTJ , s i» = J I sell e I dr!

o

entonces tenemos

/

F(O) .c- Ii}}} .1- -J \
/ • 0" 1

o
cos 1/ TJ ' de i TJ

~ lim
/ ; o"

(_L) r I cos x I
. ?

1 1/1 x(logx)-
e

dx t e J / t = h)

I cos x \~ ii m (100 b), r ---'----..:..-
b -; oc e- b x (log x)2

dx = 2
77

puesto que

cos x i dx 2
1/Ti

lt m (log b )

b '"
r
b

d x J,
)

.v (f.og x)-

De la misma forma se tiene que g '(0) = ~, luego
77

2 2
) i'(O) -+- 1 g'(O) (

4 Construccion del ejemplo des eado,

\) Ell 105 ej emplo s del paraqrafo anterior obtuvimos funciones l(t) y [.:,(1) de-

rivables ell r 0, Ii J tales que
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2 ?
1/'(tJ( -,-lg'(I)1- paratodo liO, (I)

pero 2 2
1/'(0) I -'- I g'(O) I < J (2)

Note se que la desigualdad estricta (2) implica la discontinuidac! de f' y de s
en 1 = 0 (" I paraqr afo 2). Con el objeto de buscar las funciones / y g con

2 2
1 f'(0) I + I g '(0) I = J (3)

tratemos de generalizar el metcdo empleado en el Ejernplo 4 riel paraqrafo 3 como

sigue :

Sea ex (tJ una funcion continua y periodica con periodo T

ex (I + T) = Ci (tJ. para to do 1 E [ 0, co ) (4) ,

tal que

O<Ci.(tJ<l,

y sea
{3 (tJ = / J - I iu tJ I2

Definimos
1 1

[! I) = r Ci. (.!.-) dry g (tJ = f {3 (.!.- ) dry (5)

o ry ry
0

entonces

1

/,(0) = lim)- I a (.J..) dry (~= x }
1-. 0 1 ry ry •

0

T

= lim (L) r a (x) dx - I a tx) dx (6)
1 -> 0+ 1

--yo T
(1/ I) x 0

ya que
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II T + T T

I a(x) dx '" r a tx) dx (por (4» "
liT o

T ambien :

s '(0) '= .l. r {1 (x) dx
T

(7)

o

T enernos entonces :

2 2
1/,(0) (-t 19'(O) ( -=~ r r (X t x) a(y) dxdy

T T

o 0

1
t-

T2

T T

r f (3 [x ) (3 (y) dx dy
o 0

T T"'+ II I ClJ-d<X(y)t{3(x){3(y)! d Ixi v)
o (J

T T

~ ~ r r J(a(\));t((3(x);2 /(CJ.(y))2.d{3(y))2 d(x,y) (8)
T (J 0

T T
J-,:;2 I I d (\, v ) 1,

T o o

En (8) se tiene igualdad si y s610 si

(O'(x) . (3 (x) ) '" (Q(v) . (3 (y)) para toda pareja (x, y) , puesto que si

(0:(\ ) . f:! (.\ ) I (oA, ) . f:! (v )) para alguna pareja (xo' Y(J) entonces
(J () .() ·0

J ") ) ~ ) 2
ex (\ ) a( \' ) +- 1·1 (x ) 1'< (, ) < I a (x ) ('" ~. I 1'< h )r v'l Q (y( )(- -t- I {1(y( )! '" 1,o _() fJ ofJ.o 0 fJ 0 oj <t)

por la continuidad de Cl(x)-C1(v)t {1 (\'1.(3 (yJ se tiene que

T T

~I I 1 a. (.\) Q (y) t [3(.\) f:! (y) ! d (.\, Y) < T ~ • T
2 J .

() (J

Per 10 tanto! se tiene la igualdad (J) si y s610 si i'f t) '" r, (..!....) '" con stante !. (

~'(tJ '" (11-.!....; -= constant e. luego f' y g' son continuas en ( -= 0,, (
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Esto es : no es posible encontrar un ejemplo deseado por este metodo.

III En el nurnero I se observe que es imposible obtener funciones I y s en la
2 2

forma (5) tales que I' y s' son di scontinuas en 0 con I/,(O)! -rlg'(O)! =1

si se emp Iea una runcion periodica Q (I). Ahora uti I i zando func iones no periodi-

cas construiremos I y s como sigue :

Sean
] sell II (x- II) \ en [11,11+-77-1

211

Q (x) = en [11 +.E-, 11+ 1__ 77_1 (9)
211 211

I se n n ix-e n-l ) i en [17+ 1 _..!!.-, 17+ 1] ,
2n

f3 i x) = o en [17+.!!.. , 17+ 1_-!!...1
217 211

( 10)

\ cos II (X-1I) \ en [ 17 , 17+ _77_ ]
217

I CDS 17( X-17 - 1) I en [11+1 __ 77_.-,17+ 11
211

entonces a y f3 son continuas para todo x y

2 2
1 a i x) l + I f3 (.>:J I para todo x ,

Ademas :

11+ 1 77;'211
f a (x) dx = 2· f Isellllx I dx+ (1- ~) = 1- 77~2
11 o

11+ 1 77/211
2

f f3(x)dx=2·f icoslIxidx=n 0(.2...)11 •

a

Definimos t t
lo(t) = f a (~) d n , goO) = ~ f3 (-4-) d n

o
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1 -- - -::-1""----------------
I
I

TT
n n+ 2n

TT
n + 1- 2n n+ 1

I
I
I,
I
I
,I
-1- _~----------------1---L--

n T7

n + 211
n+1

Fig. 1

entonces
1

i' (0) = lim _1_. ( Ci (....!:..) dTJ
o 1-> 0+ I· TJ

o

= tim (-!...). 7
1->0+ 1 (1/1)

)' (x)
2

x
dx 1 ,

g' (0) = lim .l:
() 1->0+ 1

1
1

{(3(Ti)dTJ
o

(...!... = x )
TJ

00

1(-). f
1 (l/t)

dx o .
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Asi
2 2

lf~(O) I + Ig~(O) I = 12+ 02 = 1.

ademas f~ y g~ son discontinuas en t = 0, mas precisamente, la osci lacion

de f~ (0 de g~) es igual a 1 en t = o . •

III) En este numeral (ver Nota), utilizando las funciones f Y g obtenidaso 0

? 2
en [II], construiremosunapareja fy g talesque l!'(t)r+!g'(t)! = I

para to do t e [0, 1) , Y que el conjunto de p1mtos de discontinuidad de I' ( 0

g') es de medida mayor ql,le cero .

Sea l-xn I el conjunto de todos los numeros racionales en (0,1),. sea

A = ~ (x-
12=1 12

n ( , 1)

entonces
00

meA) < L 2 = 21 < 1.
12=1 212+2

EI conjunto A es dense en [0, 1 1 ya que A contiene todos los numeros ra-

cionales en (0,1). Como A es abierto, se puede expresar!o como union disyun-

ta de intervalos abiertos, digamos

00

A = U (ak.' bk ) .
k=1

(i) En [ak' bk 1 definimos la func ion gk(t) como sigue

(11)

donde ik es la maxima raiz de g~(x) = 0 en el intervalo

Nota. Est e e s-un metoda similar a la con sr ruc c io n de la f un c ion d e Volterra (5).

145



�k(J) es simetric a COil respecto a

Fig. 2

(J 2)

( ver Fig. 2) • (13)

Setiene que gk es derivable en [ak' bkl, y g'k esdiscontinuaen t=akl

ademas :
D+ gk (ak) = J)+ go (0) = 0,

D_ gk(bk) =-D+go(O) = 0 •
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Esto es. dado E>O existe 0 tal que

° < t- ak < 0 implica °Sgk(1) < E(t-ak)'
(15)

O<bk,t<o implica 0:; gk(1) < E(bk,tJ.

Notese que 0 es independiente de k puesto que (15) es la derivabilidad de

go (t) en t" ° .
(ii) Sea ahora

g (I) '" ° si tE[O,ll-A
(16)

Vamos a demostrar que g es derivable en [0, Jl-A. y ql~e g'(1) '" ° si

tE!-A.

Sea toE-[O,Jl-A. Dado E>O escogemos 0:;.0 quecumplelacondi-

cion (15) (para todo k. ) ,

Si tE (to-o, to + 0), t EfA entonces :

!g(t)-g(to)l=jO-O!"'O< E

g(t)-g(t.)' "'g.(t)<c(t-a.) < crt-to)' (Fig.3)o 1 1

t t
It ·\llIJll#jIlHHJ<HHll_---1.----~I'm"ltlllil!lII!lII'HI:'I'IHIi..'~II//Ij·,d--~----+----f~Y.I.I"./NffHHH;{, eflr0-rJ

,
lli1 '"/

toa . s,
I J

Fig,3
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Por 10 tanto tenemos ;

g(t}-g(to

I-I o
I < 2: para todo I E (t -0. I ~ 0) .o . 0

esto es

~ '( I ) = lill/
< 0 1.-> I

o
•

Como g'(t)=gj(t) en '~({/i,bi)' entonces s' esdiscontinuaen l=-ai'

o mas precisamente, la oscilaci6n de s' en ai es igual a 1.

(iii) s' es discontirnta en [0, 11-A,

Sea to E [0, J 1- A, En cualquier vecindad de 'a existen puntos de A ya

que A es dense en [0, 1 1, esto es, cualquier vecindad de 'a contiene alqun

a. (Fig.4).
/

.....- ue cindad de 'a

-{- ~j .. ~
a. b.

t /

•
'a

Fig. 4

Como la oscilaci6n de e' en ai es 1, entonces la oscilaci6n de e' en

c1wlquier vecindad de 'a es 1, esto es. la oscilaci6n de s' en 'a es 1,

por 10 tanto e' es discontinua en '0' •

(iv) Ahora definimos en [{/k' bk 1 la funci6n Ik :

,
Ik (tJ =- I .j 1 - (g ~ ( ry ) )2

{/k
dry (17 )

Entonces Ik es derivable en [{/k' bk], y lie es discontinua en ,= {/k .
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Adernas

(/8)

Esto es : dado E> 0 existe ota! que

0< t-ak < a implica Ilk (I) _ 1 I < E )

t - ap
(19 )

imnlica
Ik (t) - Ik (b k )

t -b k
- J < 0- (20)

~Iotese que a es independiente de . k puesto que (19) j' (20) representan la de-

rivabilidad de la funcion 1
0

(definida en el nurnero III en / = 0,

(v) Ahara se define la funcion I(t) en [0, J 1 como sigue

Si t ~ A

(2 J)

donde ~ e's la suma para todos los subindices k tales que bk S / .
bkS t

(22)

donde ' es !a suma para todos los subindices k tales que bk -; /

bk < /
Como ((/)=/k(t) para / C:;((/k,bk)· entonces / esrlerivableen 1\

y i' es discontinua en / = {/k '
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Vamos a demostrar que / es derivable en [0, 11_A, Y que /'(1) = I si

Sea I E- [O,ll-A. Dado 2> 0 escogemos 8 que satisface las condi-
(J

ciones (1'J) Y (20) (para todo k).

•
t,..,.",., .

Fig. 5

Si I If A. t < t < t + [) entonces por (21) tenemoso 0

/(I)-/(tO) = L Ik(bk) + (t-to) - L (bk-ak)'
to<bkSt to<bkSt

o

!f(O-/(t) I-(t-t ) = . Lo 0

to <bkS t

Por (19) se tiene

(23)

as! :
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< E L JbC ak) < E (I -10) ,

10<bkS I

esto es,

I f (t) - f (10) _1 I < E.
I -I 'o

(24)

De la misrna manera, si I t A. 1
0
-0 < I < 1

0
se tiene tambien la desigualdad

(24) .

Sl I E- (a" b,). I < I < I + a, entonces por (21) y (22) tenerncs : Fig.
1 1 0 0

ak bk I

~VNII'" ' ~... e..j

Fig. 6

1(1) - I (t ) := I (t) - I ta] + I (aJ -I ('0 )o 1 1

:= Ii (I) -l- ~ Ik (b k) -i- (a i:' 0) - ~ (bC ak )
'0 < bk <ai '0 < bk < ai

(25)

Utilizando (23). (25) toma la forma:
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o
((t}-I(I)
, '0

I-I o

Ii i t) + (a i -0
_I_

I -I o
I < (26)

Pero :

I
f·(t}~(a.-tJ
'I /.

I - Io I (I-a.) i.i» I
1 r /. ]--- 1--'-- <

I -I I - a.o 1

I-a·
E-_1

I-I o
(por (19)),

lueqo :

\

(.(t)+ (a.-I) I< E + . /. 1
1- Io

(27)

De la misma manera, si I Eo A n (1
0
-0 . 1

0
) se obtiene tambien la desigualdad

(27) .

De (24) Y (27) tenemos que

/'(1 ) = lim
o I -e t o

(28)

(vi) En resumen, / y s son derivables en [0,1). Y

/'( tJ 1, s'to :» si ,tE[O,J1-A. (29)

De (17) se tiene que

2 2
I f' (I) I +! s' (t) I ::; si t E- A . (30)

De (29) Y (30)

2 2
I f' (tJ I + Is ,(t) I para todo t E- [0,11. (31)

Ademas s' es continua en A, Y discontinua en [0, 11- A. Por (3J) se ve

que f' es continua en A y discontinua en [0, 11- A. EI conjunto de puntos
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de discontinuidad de f' (0 s'! es [0, ll-A cuya medida es mayor que
2

as! que f' (0 s'! no es integrable sequn Riemann en [0, 1! .

NOTA DEL AUTORo- En general enconrrar un ejemplo con dererminadas propiedades e s

una rarea di Ii c il , puesro que se tr ar a de un rrabajo es algo p ar e c ido al de un d et c c r i ve que

p e r si gue a un criminaL En e st e articulo e l auror ha qu er ido mo st ra r e l desarrollo co mp l ero

de la bu s que d a de un e je mp lo de un problema surgido en c l a se , siguiendo paso por paso el

camino pisado por e l au tor para lIegar a la meta, con el o bj e ro de que los le c ro re s puedan

aprender algunos me to do s de estudio mat emat ico 0
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