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CONSTRUCCION DE EJEMPLOS DE CIERTAS CURVAS RECTIFICABLES

YU TAKEUCHI

1. Motivacion.
En cierta ocasion mi colega, el profesor Dario Sanchez H. me comentd acerca
del siguiente problema planteado a rafz de una duda surgida en la clase de geome-

tria diferencial :

Sea f:[a,b] » IR" una funcién derivable paratodo x<[a,b], si

| f'tx) | =1 paratodo x<[ap] (ver Nota) (1)

entonces ies f* continuaen [a 4] 7. En caso negativo, dar un contraejemplo.

[11 Si »=1 larespuestaes afimativa. Si f* no fuera constante, o sea, si

existieran x;, v, tales que

fle) =1, flxy)= =1
entonces, aplicando el teorema del valor intermedio de la derivada, un teorema po-
co conocido pero imoortante ([11[21), /'(x) podria tomar cualguier valor entre

.1y 1 contradiciendo asi la condicién (1), Por lo tanto, /* es una funcion

constante (1 0 -1), o seaque f* es continua.

ﬂ_g_l_a, En @ consideramos la derivada por la derecha, D_ f(a), y en b consideramos

la derivada por la izquierda, D_ f(5) .
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[I1 Para »=2 el problema puede plantearse en la siguiente forma explicita

Sean f,¢ dos funciones de valor real derivables en [q4,5! . Supongase que

Lfr(0) 12 be'tt) 12 = 1 paratodo ¢=[ab | (2)

Entonces @ json continuas /'y ¢'2 Encasc negative dar un contraejemplo.

Segtin mi ntuicion la respuesta era negativa Y lraté de encontrar un contrae-
jemplo sencillo haciendo el siguiente analisis :

(i) Naturalmente el caso mas sencillo es cuando /' tiene un sélo punto de dis-

continuidad, digamos en ¢ = (e, ) . Supongamos que existen los limites :

lim [0 =1, lim () =1,,1; 7 I, (3)
Foric™ I »¢” = s

Entonces la derivada por la derechade / en ¢, D _f(c), esigual a /;(Notal),
mientras que |a derivada por la izquierdade / en c. D _f(c). esigual a /, pe-

ro como
Iy =D fle)# D flc)= Iy,

entonces / no es derivable en ¢ (absurde) (Nota 2). Por lo tanto se debe tener

que
liwm 1°(1) no existe
} Y e

0 g - .
lim f'(1) no existe.
tsc”

Nota 1. Para r> ¢ tenemos

iy -~ {f('.] . ,r'(f'i)

| =

donde A= (c.1) (Teorema del valor medio), luego

D flc) = lim )= fie) - Iim ['(#) = f}. .
[€ frc r— f-c
lrxe)

Nota 2. Se puede demostrar 2! que si /;=/, entonces f esderivableen ¢ y

file) =1y =1, .
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Se huscara entonces un contraejemplo en el caso en que /° es continua en

(0. bl y
lim (1) no existe ,

1s0”

(ii) Si /7. g¢° son acotadas en [a. hl. entonces la siguiente ecuacion para-

&= Y
j t=la.bl {4)

t, v o= el

métrica

determina una curva rectificable . Ce acuerdo con la condicion (2) el parametro
1 representa la longitud sobre el arco desde (/(0), g(0)) hasta (j(1) . gl1))
(ver Fig. 1). Por lo tanto, nuestro problema consiste en buscar una curva rectifi-
cable cuya recta tangente oscila en la vecindad del extremo de la curva (la curva
debe ademas tener tangente en el punto extremo) y expresar la curva parameétrica

utilizando el parametro que representa la longitud sobre el arco.

dy = g'(1).di

I i
o— A" [(thd) —pi
' i

Fig. 1
(iii) Un ejemplo bien conocido de curva rectificable con la propiedad impues-

ta en (ii) es
y=F(x) , x=[0 1]
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con

sell 2' Si x E (0, 1] X
(5)
no) = o
La longitud del arco de (0,00 a (x, I'(x) es

six) = | j_ I +1F'Lx) 2 .dx

(0]

X

J 7T 1+ (2x sell k - cos —I;) 2 dx. (6)

0

La funcion stx) es estrictamente creciente. Sea | la funcion inversa de s

t=sx) sfy solo si X = [t) (= s-t)

entonces la ecuacion pararnetrica de la curva y = F(x) con el pararnetro t es

x=lw -
tE[O, s

y = FI®) = 9.

Este fue el contraejemplo que mostre inicialmente al Dr. Sanchez.

(iv) 110 se si la explic acion anterior pudo convencer ami colega, pero me pare-

cio, segun mi intuicicn, que algo estaba mal en el anali sis anterior. Asf cornence

a comprobar, por calculo, todas las condiciones impuestas en el problema. Es ev;-

dente que no hay problema para las dos funciones [Lt) =s-I(t) , g(t) = F(I(®)) Si

t=1 0. En t =0 tenemos

M) = lim -2 = lim £ aim xC 1 [
t-.0 t-o t->0 t -0 sl x} lim s(x) s'(O)
X-. 0 X

si s'0) existe y s'0 =0, vy
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bl 52 sen !
g'(OJ e ]fm -‘f“) = lim —&.f(ﬂ-seﬂ !
feso =0 ' f(t)

= lim . “lim x.sen —;;- = fY0).0=0.
tso 1 X0

En el paragrafo 3 se demostrara que s'(0) existe y s'(0)> 1, luego:
PO <10, gty =0

0 sea que
Lo« tgr@i? <1,

asi este ejemplo no satisface la condicion (2) de nuestro problemaen =0, o

2. Curvas rectificables con tangente en todo punto.

) Sea
x=f(0, y=gn ., £=[05b], (1)

la ecuacion paramétrica de una curva rectificable donde el parametro ¢ represen-
ta la longitud sobre el arco de (f(0), g(0)) a (f(n, g()). Si f,g sonderiva-

blesen [0.5].y, /* y g soncontinuasen (0,4 entonces(ver Fig. 1) :

mugm7

g()=g(0)

(i(0), g(0))

e [/ XSyIr——
1

Fig. 1.1
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-
Jiﬂn—;’fﬂ::'+ belt)=g(0) 1-’ < ¢,

G () —g(0) 2
~\/} UH; (00,2, | 8 g2 |

i - »

Tomando limite cuando ¢ - 07 se tiene que :

2
frot? et <o, (2)
Ahora, supongamos que /' y ¢' son continuas en (=0 . Dado =~ 0 tal
que
0<t<8& implica |f()=f0)] <=, |g'(t)=g"(0)| < = (3)

Como & esla longitud del arco de (f(0), g(0)) a (j(d), g(é) ), dado (£8)-0

existe una particion de [0,61. digamos (Nota) :
10=f'rj""'rk""'ru-f'ru.- [

tal que

n
kgl Ji;’f:&)-;‘(:k_ﬂ f_[+ tglty)=glty ¢) 12 L B £68). (4)

Aplicando el teorema del valor medio a las funciones f y g en el intervalo

(2,7, 4,1 se tiene :

n
5 i) Petgr 2. (g, > 8—(€d) (5)

donde &, ny & (157, 1), Reemplazando (3) en(5) :

Nota. Lalongitud del arco es el extremo superior de la longitud de curvas poli-

gonales inscritas al arco. EI primer miembro de la desigualdad (4¢) es la longitud
de la curva poligonal inscrita en los puntos (f(1, ), g(t;) ). k=0,1, ..., » @

la curva dada en (1).
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"
2

-1

i V7o s 02+ (g0 + €)% . (=1, P> 5-(£8)

5.V @i+ s(lg@]+e? > 6-(ed) ,

esto es,

VU + e (g’ ]+ e)2 > 1-¢ (6)

Como = es cualquiera se tiene que

Jirom?Z o (gr0)? > 1. (7)

De (2) y (7) obtenemos
2
VEORMS PRUNESS ®)
Obsérvese que se obtiene la igualdad (8) cuando f* y g’ son continuasen 0 ;

si /'y g' sondiscontinuas en 0 es posible tener una desigualdad estricta en

(2).

I1) Sean /(1) . g(1 derivablesen [0,4] con derivadas continuas en (0,51, si

b £ (1) Ez + begtn 12 =1 paratodo ¢t #0 (9)
entonces la curva

x=f(1) , y=g( , t<[ab] (10)
es una curva rectificable yaque /j y g son funciones de variacion acotada en
[a.b].

Paratodo ¢> = > 0 se tiene que la longitud sobre el arco de (f(=), g(¢)) a

(7(t), gft)) esigual a :

¢ !
PV PR stgt @i Pdn = [ 1 dy = 15 (11)




Tomando limite cuando E-> 0, setiene que t representa la longitud del area

de (0, g(0) a (@ ., g»)

t

Biemplo 1. x=/@® = fisen.l. | ¢

0 T
tE[O,II 12)
y=g® = f lcos ~ | dn.
(o]
1"l ! .
Como /@ = |sen -t.l g® = | cos |t_ | « 10, entonees (12) es la

ecuacion parametrica de unaeurva donde el parametro t representa ia longitud

sobre el areo; [/ y S' son disconthuas en t=0, VY

t
1,(0) =tm 1 f | g 'ﬁl du ,
t> 0+ t
o)
t

. 1
g'(0) = lim+ f lcos .1 | @
t-o t o 7

En el paragrafo siglJiente se ve que /(0) Yy g(O) existen Yy que /() = g(0)=~

Luego
2 2
Yoo I+ g | =~ < 1
T
. . _ il 1 J 1
. f'(t = - en =,
Eiemplo 2. Sean f() JJ_t(Zn_I.)_ G ot )
en
en
J.L 211 en (.L: 11
T A1+ 20 .
para u E IN entonees

para todo t 10 .
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La ecuacion :
1

[ = [ f*(y)dn

7]

!
y = glt) = I}” g'(n)dy

7]
es la ecuacion paramétrica de una curva rectificable donde el parametro ¢ repre -
senta la distancia sobre el arco. Evidentemente f* y g’ son discontinuas en
!

10) = lim < [ [*(n)dy,

a

4

t
g’ = 1im L [ g'(y)dy
tact b, ’

En el paragrafo siguiente se ve que /°(0) y g°"(0) existeny que f*(0) = g"(0) =
2. luego
37 o

2
L1001 4 g = _g_

Fa

i

1D Resumen.

2
Sean (2, B(1 continuasen (0,5] con {ar.f)iz+{8(r)i = 1 para todo 1 #0.

Sean " s
fl= [ a(g)dg , g()= [ B(n)dy (13)
7]

7]
entonces la ecuacion
=0 e oy Bl 0 &10,.8) (14)
es la ecuacion paramétrica de una curva rectificable donde el parametro ¢ repre-
senta la distancia sobre el arco ; / y g sonderivablesen =0 siexisten

los limites :
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t
im L [ay day Jim TG dy (75)

t>0+ t

Por (2), se tiene que
2

, 2
I  1so | <1

1/,0)
En el paragrafo siguiente estudiaremos un metodo para calcular el valor o If-
mites de la forma (J5).
3. Derivada de una funcion definida por la integral.
Sea | una func icn positiva y decreciente en [L100) , Si k2.1 Iky 10 en-
tonces
lim bOL x)dc = lim n.2. /(K Q)
b->00 n->00 k=n
Tenemos

Demostracion.

2. /K 2 [ (¢ dx > 2 Iky - 2. 1K -l(n)
n n -k=n+ 1 k=n

luego :
n2 Ik >n [[Lx)dx >n2. 1Kk - nl[Ln) .
k=n k=n

n

00
Pero como 2. Ik @00 , Y 1K |
lim n]Ln)=0
n..x
luego: 0
lim n2 /Kk) > lim n[ lex) dx ~ lim n2. Ik) -
1>00  k=n n->00 k=n
1
0 sea
00 00
lim n2. /() = lim n[I(x)dx
n->00 =n n-.00 n

es decree iente, se ti ene que (ver [31) :
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Por otra parte, si » = [b| (la parte enterade &),

~o o0 b
b-f flx)dx = (u + b=n) [ f flx) dx = [ f(x)dx |
h " "
~ ~ b
=n-[ f(x) dx + (b=n)-[ f(x)dx=b-[ [(x)dx .
" " n
Tenemos : N N
O<(b=n)-[ flx)dx = [ f(x)dx —5 0 (b >) , (ii)
" 7
b

0< b.[ f(x)dy < b flu) = (u. 1) fln) = nfln) - fln) ——3 0 (bs), (iid)

n

por lo tanto se tiene que

~ i~

lim b-[ f(x)dx = lim n-[ f(x)dx = lim n-X f(k). &

b s }J Wowr W N oy .k n

Nota El resultado (1! puede ser generalizado de |a siguiente forma
Sea Afx) una funcion de valor positivo y derivable con derivada acotada, en-

tonces

~

W AH) [ fix)dx = lim A ful-k)_..; k) (2)

" b Ny~ =N

Demostracion. Sea M una cotade A’(x), aplicando el teorema del valor medio
alafuncion A en [1.n ]| setiene
A=A = AT s =D | < M, (u=l),

esto es
ANpd = Ofy)

La demostracion anterior solo sufrira las siguientes modificaciones técnicas

Se puede reemplazar el limite en (/) por
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i A () flu) = lwm OG- fG = 0, (")
R [ N
y la relacion (iii) es reemplazada por :
b
O < Albjj flx)dx< Alb)flw) = O)-flw) —s 0 (b +~) (ifi")
»
mientras que el limite en (/77 tomara la forma :
0 < {A(B)=A(n)| [ flx)dx <M [ flx)dx —> 0 (b)) (ii")
N N
puesto que
[A(B)=Alw) | < Mo (b=n) = M. ]
Ejemplo 1.
e o
(i) lim n.X g e lim ;.*-fi{ =
noae k=n k.z '” xz
(id) lim n-2 L = tm :J-_f—-L-’ lim L = o
nvoe k= k(fagklz nooa x”ongz n-so  logn
(i)  lim u-g -—i—-= lim u-?—if- = lim L
n-oc k=n b naoe L x nace A=l A=2
= 1 si A=2
0 si ) o
: 0 " = d _
(iv) lim (logn)-Y —2d— = lim logn.[ —_ =1
L k=n (log R B n x(logx)
(v) Iim »*~L.3 I = |im p i dx_ - - (A= 1) .
700 k=n & naee n N A-
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12

II) Sea f una funcion positiva y decreciente en [ 1, ) tal que /im n.

7 - o0 .&-‘H

Fk) #x

Si ¢ es acotada, y

k+ 1
[ glx)dx = ¢ + oll) (ko)
k
entonces
ltm b-[ {(x) g(.\‘J dx =cim b f fl'.t) dx (3)
f)-o-'\, ;') ' =, 00 b

Demostracion. Basta demostrar que

lim n.[ g(x) fix)dc = €bim n.[ flx) dx (3°)
W 2 fs oo o .

Tenemaos - o kel

[ glx)-f(x) dx = \.: [ e(x)-fx) dx

N k'_” k
Sea

flx) = jlk)« Aytx) , x =Lk, k+ 1]
entonces

Aylx) " < flk)=flk+ 1) |

luego °
)('*_-a'l &-I- J ka j
[ glx) fix)dy = r if”e) ‘L'\kf'ﬂ | g(.\') dx = f(k) berolD i+ | \k{".J glx) dx
k k k
donde
| ksl k+ 1
i ki‘ \khj glx)dy | < ;{ .\kf_\'J elx) dx < M(f(k) = f(k+1)

(M es una cotade g(x )

Por lo tanto °
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oc oc' ok +1 o0
fg(x)-1(x)dx= ~ 1(k)lc+o(l) I+ ~ 1 6.k(x).g(x)dx=02.
1 k k-1 k

oo k+ 1
+2 f G.k(x) gix} dx ,
k=11 k

Pero :
lim n-L |(k) « oD 0
11->00 k=n
ya que
lim l® = oo -
11-+00 k.=11
oo k+ 1
1112, \] G.k(x)g(X)dX\ < 12w 11(Kk)-1(k+1) |
k=11 k - k=n

= M «u. [In} 0 tn ->00)

por 10 tanto tenemos

00 00 00
limn-fg(x)-1(x)dx=c.lim n2. 1Kk c-Lim nf 1) dx ,
n->00 n n->= k=n 11;. oo n

Nota. EIl resultado (3) puede ser generalizado como sigue

00 00

lim  A(b).jg(x).j(x)dx=c.lim A(b)-f 1(x)dx
b->00 b S. cc b

donde A es de valor positivo y derivable con derivada acotada.

I Sea | una funcion posit iva y decreciente en [1,00) con

00 .
lim n2 Ik} T 00 -
n->00 k=n
Si S es acotada vy
a+(n+l)s
g(x) dx c + 0(1)
a+ns

00

1(k)+2.1(k).o(l)
k=11

(C)]
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entonces

i b-[ glx)flx)dx = *=. limb[ f(x) dx
b b 5 b b

Demo stracion. Hacemos el cambio de variable

A+ 8+y = X
entonces
lim b-[ f(x)dx = lim b-[ flavsy).s.dy
/R b b~ E'L(_’
s
A
= Jim Lod 2. [ fla-s.y)d,
haon s b-a
5
=sltm B [ flars+y) dy
; S 5
donde
B = bh—a
s
Por otra parte :
a+slusl) n+1 T |
[ glx)dx = [ gla-sy)sdy =s.[ gla~sy) dy,
a+-sn :3 i
luego vl
[ glacsy)dy = < + o(l) (n » ~).
" 3
Aplicando (3) :
lim b-[ f(x) glx) dx = s~ lim | flassy).gla=sy) dy
R RS h B—m. B

= 2.5, lim B[ flassy) dy
s B~ B
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ex ex:

=s2 © oy il b JIL) dk et bl o dx .
s 5 ~ex: h S h-"™ D
Nota. El resultado (5) puede generalizarse como sigue
lim A®) J 10 gk dx =s.  lim A®) .J 1w dx ®)
b~(XI b s b~ex b
donde A es del valor positivo y derivable can derivada acotada .
Ejemplo 1. Sean L
i(t = J cos Lo
o .
1
get) = J sen A d"
N
tenemos
rl dill J 0
(0 tim..1... 1Loar (1-" i (J..) cos X dx
t©) 1~ ?+ I €8 ( x) 1+0+ 1 (I/tJ-~
puesto que
lim b J-4= |
b~00 b x
A7 (11 + 1)

cos x dx 0.

21711

De la misma forma se tiene que

g(©) ==0.
Ejemplo 2. (ver Ejemplo I, paragrafo 2).
1
Sean 1) ™ I :sen I: | d-

0
1 1

git) = f [cos N | g
0
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Tenemos :
: I e 2
/7100 = lim L [ sen— | dn (= =x) = lim_(==) | SenX | dx = —=-
tasa™l 1 }? it 0" / x< i
(1/4)
puesto que
~
tim b, [ L; 1
F RS b X
(w+ Dm
[ |senx dx = 2,
nm

De la misma manera, se tiene que
2

f0) = .=

F Al -

Ejemplo 3. (Ver (o6) del paragrafo 1).

X
; s 1 1.2 ;.
Sea sfv) = [ \/ I+ (2x sen ——cos ,\_') dx

i
Tenemos :
.{ A I 2 ‘
sM0) = fim  — [ J1+(2p sen —=cos — )" d (=2 i)
a0t ¥ 4 1 1 i 1 n
/ 2 2"
. = 1:(cos t== sent)
= tim (L) ] o dr
X-w o7 \(f."-,\-} t
Pero | (= 1)m 51
, 2 2
| ﬂ*]rr;s.’—;srnri dt
e
(- 1w
- -‘} - 1
| {\’f_,((,_g )‘J.f]l‘;;-)]; df
uT
(0 - 1) 5
| y |- cosTt dr - UI'J—':J
M
(= 1m -
a2 v f--;-seu'r it 3 U(Tij

138



r: oy 1
2y2 1 E(FUf + 0(-
y. ( Vz) ()/1

F(* . -
donde es la integral eliptica. (Ver [41)

Por 10 tanto se tiene

. 2
s'(0)~| ..... . e 1) = _”[ c 044 m v 2 v
T n
Ejemplo 4. _(Ver Ejemplo 2, paragrafo 2).
Sean J e en  [211-121 )
a(t}= {
1(211+ 1)-1 en [2/1,217+1)
V 2114 en [217-1 , 2n)
f3(t}
y 1-2n en [rl, 211+ 1) ,

| 1
Iy = [ a(i? a7, g = f om(L) dv
‘0 T o Tl

T enernos

| 00
_ i -i = xt> lim 1 f a (x) dx
1,(0) _1|_|f(1)+11. 1; a (kT (T/ (@) (C

1-+0+ I (Il -—
puesto que
2n+1 2n 2n+1
a(x) dx = f Vix-@n)  dx + f ;2n+ Dx.  dx
2n-1 '2n-1 2n

1 1 4
fV7lax+ f JT5™ ax

N

139



De la misma forma se tiene que

¢"(0)

] 1y

Ejemplo 5. Sean
r Iy ! i/
1t [ | cos e (N dam gl 2 _J' | sen e '}E dy

7] Q

entonces tenemos

f g
3 o 1/n 1/
[T10) - Jtm .."_.,_f | cos e | dn (e T=y)

l»a’ f
L7
- i % | cos x| 1/t _
.-‘rm__ (—) [ s dx (e = h)
f o t (".. / -‘\'”ﬂg.\'l"
lim ”\';g h) - J _& dx = _3_.
: >
bses b xllog x)= s
puesto que
(n+l)m
[ | egs x| du = 12
"
~
lim (logh) . [ —A4x = |,
B}
h oo~ b xflog x)~

. . B 2
De la misma forma se tiene que g"(0) = — . luego

2 2
L) St ¢ 1

-

4 Construccion del ejemplo deseado.

1) En los ejemplos del paragrafo anterior obtuvimos funciones /(1) y g(1 de-

rivables en [0, # | tales gue
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2 ?
1(t( -Ag()1- paratodo lio, m

pero > >
1) 17 “-lgo) 1 < @

Note se que la desigualdad estricta  (2) implica la discontinuidac! de f' yde S

en 1=0 (" . paragr afo 2). Con el objeto de buscar las funciones /'y g con

2 2
1f0) | + lg'0 | = ®
tratemos de generalizar el metcdo empleado en el Ejernplo 4 riel paragrafo 3 como
sigue

Sea ex( una funcion continua y periodica  con periodo  +

ex( + 1) = ¢ para todo 1E [0, o ) “4 .,
tal que
0<Ci.(tJ<l,
y sea
Bw= L1 liuw I2
Definimos
1 1
[ty = [ o) dry gw = f 8 (.r!y.-) dry (5)
o ry 0
entonces

1
/,(0) =1__I|r(1J1)-1 | a ('rJy") dry G X3}

o

=lim (D[ 2% | ao dx ®)
1> 0+ 1 (1/ I) X o

-1

ya que
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NT+T T
[ a(x) de = [ O(x) dx (por (4)) .

N L]

También :
5

¢ =1 [ B (7)

o

Tenemos entonces

) 5 rr ;g
170) | 4 lg (0| :—rji- [ [ @(x) G(y) dx dy +-_—12- [ [ B(x)B(y) dxdy
o O : 0 0
ror
”-%- [ [10(x)oly)+ Blx)By) | dix,y)
i o O
ror
<LV e (B e (Bon? dixy) @)
1/ /)

En (8) se tiene igualdad si y solo si
(Gfx) . B(x)) =(a(y), B(y)) paratodapareja (x, y), puesto que si

(&lx,) . Bix,) # (2(y, ), Bly,)) para alguna pareja (x,.y,) entonces

- 2
@y, ) aly, )4 Blx,) Bly,) < Vi (x,) 12 iﬁ(.\-ﬂ)iz Viaty et B ) =1,

por la continuidad de a(x)-d(y)+ [3(x)-B(y) se tiene que

T )
—L [ e« By B | dix,y) fq’_,— * = E,

b 0

Por lo tanto, se tiene la igualdad (3) siy sblosi /(1) = '(+J = constante ,

g'td=f L) = constante, luego /' y g’ son continuasen = 0.
I
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Esto es : N0 es posible  encontrar un ejemplo deseado por este metodo.

Il En el nurnero | se observe que es imposible obtener funciones ly S en la
. 2

forma (5) tales que |' y s' son discontnuas en 0 con 1/,(O)! -rlg'(0)! =1

si se emplea una runcion periodica o (). Ahora uti lizando func iones no periodi-

Cas construiremos | y S como sigue

Sean
Isell (- my \ en [11,11+.77—21:1|_

= en [11 +.E-, 11+1 77_1 (9)
QM 211 211
| sennix-en) I en [17+ 1_--!2!~-, 17+ 1],
n

\cos n(x-1) \ en [17, 17+ _77_ ]
217

ix) = 0 en 7+, 17+]. “]. (10)
ERLY (7t - 31
| cos 17(xa17 - 1) | en [1+1 _ 7707+ 11
211
entonces a y f3 son continuas para todo x Yy
2 2
taix |+ 13pd | para todo x ,
Ademas
1+ 1 77,211
f a(x) dx = 2- f Isellllx ldx+ (- =) = 1- II=2
11 [0]
1+ 1 771211 )
f f3x)dx=2f icoslIxidx=n 0(:2.y)
a
Definimos t

t
o) =f a(z) dn, goo) = ~ 13 (4) dn
[0]
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alx)

f

|
I
|
|
I
|
I
|
|
l
trd
n n-&-—z;
|
|
|
|
|
|
|
! -
n "y n+l
Fig. 1
entonces
4 1
£200) = lim . [ a L) dn (4 =)
- 0
o
¥ v :
= lim (—). [ : (x) de = 1
Al (1/1) X
!
. _ 5 1 1 b S
g = lim —. i’f‘_‘j(r—}ffﬂ (T x)
o tso0" & )

g

i ). [ —-—'B {x dx = 0 .,
faan F Nypipota®

"
=
3
-
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Asi
2 2
~©) | +1g~0) | = 1+ 0° = 1.

ademas f~ y g~ son discontinuas en t =0, mas precisamente, la osci lacion
de f~ (0 de g~) esigual a 1 en t=0. °
lll)  En este numeral (ver Nota), utilizando las funciones f0 Y 9g obtenidas

? 2
en I, construiremosunapareja fy g talesque " Or+!g'(t)! =1
para todo t€ 1[0, 1) , Y que el conjunto de plmtos de discontinuidad  de I' (o

g) es de medida mayor qlle cero

Sea |-Xn | el conjunto de todos los numeros racionales en (0,1).. sea
A= - (X' n (.u
12=1 12
entonces
00
mea) < L 2 =2 <
2=l 21242

El conjunto A es dense en [0, 11 ya que A contiene todos los numeros ra-
cionales en (0,1. Como A es abierto, se puede expresarlo como union disyun-

ta de intervalos abiertos, digamos

() En [ak by 1 definimos la func ion  gk(t) como sigue

1)

donde ik es la maxima raiz de g~(x) = 0 en el intervalo

Nota. Est e es-un metoda similar a la con srruccion de la funcion de Volterra (5).
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g, (=g lap+ jp) = g,0U) en [ap+ jp. 3 | (12)
a, +hy .
€, (1 es simetrica con respecto a -—‘t’—k ( ver Fig. 2). (13)
T S',{»_r”
i |
| ]
I I
| I
f?gr,ffki :
I
| |
/ U I
| |
Ir( r‘ I T
k Gt dp+ by by
2
go(rl
|
|
|
| ’
| go”k’
|
I
|
0 ik
Fig., 2

Se tiene que g, es derivable en [a,. byl.y g’ es discontinua en 1= a,,

ademas :
D, gy (ay) =D, £,(00 =0, (14)

D_g,(by)==D g,(0)=0.
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Esto es, dado =~ 0 existe & tal que

0<t-a <6 implica 0¢< g,() < Elt-ay).
(15)
g- 1< d implica  0< gp(1) < E(by-t).

Notese que o es independiente de & puesto que (15) es la derivabilidad de
gO(IJ en t=0,

(ii) Sea ahora

gf() =0 si ref0,11-A
(16)
g = g () si 1€ (ag, by) .

Vamos a demostrar que ¢ es derivable en [0, 11—A . ygue g'(n) =0 si
t A
Sea 1, =[0,11-A. Pado =>0 escogemos 550 que cumple la condi-

cion (15) (paratodo &) .
Si 1£(t,~8,1,+8). t$A entonces :
| gff}—g(ro) =|0=0]=0 < £,
Si t+=(1,,1,-8) n(a;. b; ), entonces por (15) :

g(n=-g(t) =gi(<c(t-a,) <2 (1-t,) . (Fig. 3)

Si t€(t6. 1,0 N {af.bji. entonces por (15) tenemos !

gln—g(t,) =gj() < ¢ (bi=1) < & (151 (Fig. 3)

' E i
1 i b !
? : : o .
ty=0 i br‘ ? t SR
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Por lo tanto tenemos

o(t) = p (1
gl paratodo +=(t~-8. 1t -93)

=1,

esto es :

g”]-—gﬂﬁ)

et )= lim =0 . °
[#)

f f” f-—fu

Como g'(1) = g;(1) en t=(a; b;), entonces g* esdiscontinuaen ¢= a,

0 mas precisamente, la oscilacion de g¢* en a; es igual a 1.
(iii) ¢* es discontinua en [0. 11-A .

Sea 1, = [0. 11=4. Encualquier vecindad de 7, existen puntos de A ya

[#]
que A esdensoen [0, 1], estoes, cualquier vecindad de t, contiene algtin
a; (Fig. 4) .

-« — vecindad de R e .

= et —

o i i

Fig. 4

Como la oscilacion de g' en a, es 1, entonces laoscilacion de g’ en

cualquier vecindad de ¢, es 1, estoes, laoscilacionde g’ en 7, es 1,

por lo tanto g" es discontinuaen ¢ . ®

(iv) Ahora definimosen [ a,.b, 1 lafuncion f, :
t
L= f \/1-(3’;:1))2 dn (17)
a
k

Entonces /, esderivableen [ay, b, 1, y f} esdiscontinuaen 7=a; .
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Ademas

D, fylay) =D [ (0) = 1,

(18)
D_f(by) =D, [, (0 = I.
Estoes: dado =>0 existe & tal que
fi (1)
0<t—a, <0 implica ~1] <E (19)
t=a :
k
fo (0 = [ (b)
0<b,—t <5 imolica T = (20)

Nétese que & es independiente de & puesto que (19) vy (20) representan la de-

rivabilidad de la funcion /,

(definida en el nimero I1) en 7= 0.

(v) Ahora se define la funcion f(1 en [0, 11 como sigue :
S t £ 4
f“}= b fk”)k}—»]f— b3 “’k_”k-) { (21)
bys by<t
donde X eslasuma para todos los subindices k talesque 5, _ ¢
bki !
Sioor= I.'a}-, b,,fi
o =; }. A (by)+ta; — 1. (by—ap) {+ [;(1). (22)
Jk I bk’ !
donde S eslasuma para todos los subindices & tales que b, < ¢
bk <
Como f'(n =

[3(0 para t < (a . by). entonces / es derivable en A

y j° esdiscontinua en ¢ =a, .
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Vamos a demostrar que / es derivableen [0, 711<A . yque f'(H=1 si

I = A

Sea t,<10.11-A_ Dado =- 0 escogemos & que satisfacelas condi-

ciones (1Y) y (20) (para todo %) .

{

Fig. 5

Si +%A, t <r<t +8 entoncespor (21) tenemos :

ff”"f(fojz b fk(bk.’+(l'—lu)— 3 fbk_ﬂkj .
lo<by<t b <hpsi
0
(b,)
lfl‘ﬂ-f“”)i-{!-!ﬂ)= X [-j’é—k--l']-fbk—ak).
t,<by<t bp—as

Por (19) se tiene

(h,)
s RN A TR LA (23)
EF “&
asi :
y (i)
| B fCh i Mo lit ) | 0 B &/ Rt MR S Pl
g 5 b, —a
1, <bp<t| "Rk
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£ E 3 (by=ap) < ¢ f!—fr)J
1,<b, < ¢

esto es,

()= f(t_ )
‘—.! I, _Jl-(.?_ (24)

!-—-IG

De lamisma manera, si r& A, t -8 <t <t setiene también la desigualdad

(24) .
Si t= (a;,b;) , 1, <t<t +8 ., entonces por (21) y (22) tenemos : Fig.

6)

: ak bk ! 3
10—5 Y a b:' torS
Fig. 6
() —=ftt,) = f(=fla;) + fla;) —f(2,)
= I',d{-')-*- = ‘I'kfbk} - l(ﬁr‘-.'oj'— :‘_. - (bk_ ﬂ'k)
i by <8y fo X By < 4

. fr (b))

I Y e R Bl ML/ (25)

. by —a
rna hkfnf- k k

Utilizando (23) . (25) toma la forma :

3!(!)—-_)"““)i-_.r':.(.'.'-(a‘—fai—-(rri—ri < & (td4,).
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Q
fi=f(r ) f(t) «(a,=t)
)—' ] ! | & B f26)
-1, t=t,
Pero :
[t v (a.<t) (t=a.) f.01) t=d:
l-'———_" ! ’ = ‘ L= ]‘ < € L (por (19)),
f= = t=a. 1=
(¥} /] i L7
luego :
|——-j“)—_.‘ff()) ___'Ir‘;”)+ {a‘;—” l < B4 E= 28, (27)

A | B
f—=1

$est 7

f

De lamisma manera, si = A N(1~6. t,) seobtiene también la desigualdad

(27) .

De (24) y (27) tenemos que

f(D=f(1,)

(v )= Ii (28)
I f-'”:(, t=t,
(vi) Enresumen, f y g sonderivablesen [0, 1], y
[ =1, g)=0 si +€[0,1]=A, (29)
De (17) se tiene que
2 2 _
trrmt + teg’t =1 si 1€A. (30)
De (29) y (30) :
2 2
L/t + gt =1 paratodo t& [0, 11, (31)

Ademas g*' es continuaen A, ydiscontinuaen [0, I1'—A. Por (31) seve

que /* es continuaen A y discontinuaen [0, 1]—-A. El conjunto de puntos
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de discontinuidad de f* (o g*) es [0, 11=A cuyamedida es mayor que i}

asi que j* (o g¢') no es integrable segun Riemannen [0, 1],

NOTA DEL AUTOR.- En general encontrar un ejemplo con determinadas propiedades es

una tarea dificil, puesto que se trata de un trabajo es algo parecido al de un detective que

persiguc a un criminal. En este articulo el autor ha querido mostrar el desarrollo completo

de la bisqueda de un ejemplo de un problema surgido en clase. siguiendo paso por paso el

camino pisado por el autor para llegar a la meta, con ¢l objeto de que los lectores puedan

aprender algunos métodos de estudio matematico .

(1
(2|
(3]
(41
(5]
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