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HIPERGRUPOS DE CARACTERES DE GRUPOS FINITOS (™)

RICHARD L. ROTH

Este articulo se divide en tres partes. La primera parte es un repaso rapido de
las ideas y la terminologia de |a teoria de caracteres de grupos finitos. En la se-
gunda parte se explica lo que es un hipergrupo y se presenta la teoria basica. En
la tercera parte se da una idea de las aplicaciones del concepto de hipergrupo a

la teoria de caracteres.

1. Sea G un grupo finito y sea Vv un espacio vectorial de dimension finita so -

bre el cuerpo € de los niimeros complejos.

Definicion : Una representacion de G en V es un homomorfismo T de G en
el grupo de aplicaciones regulares (no singulares) de v . Si V no tiene subes-
pacios invariantes por el conjunto de aplicaciones { T(g): g =G} sediceque

la representacion T es irreducible . En general, tenemos el

Teorema 1. V=V ;eV,ys...0 V_; V, Invariante para i=1,2, ..., s
es decir, que se puede escribir v como una suma directa de subespacios in-
variantes Vv, donde cada v, dauna representacion irreducible T, de G
(De modo que las representaciones irreducibles forman los blogues fundamen -

tales de la teoria ).

(*) Este articulo es el texto de la conferencia dictada por el autor en el IV Coloquio Co-

lombiaho de, Matemdticas. N. del E.
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Definicion : A cada representacion T le asociamos una funcion y de G a
¢ llamada el caracterde T : y(g) = Traza de T (g (tomando unabase de V,
se obtiene una matriz para T(g) , se calcula luego latraza de T (g, es decir,la
suma de los elementos en el diagonal). Definimos : dimension de y = dimension
de T = dimensiénde v . Si T esirreducible, decimos que y lo es también .
En caso contrario, si T se descompone como en el Teorema 1, entonces x =
Up+y v o0t U donde ¢ es el caracter de T, (decimos entonces que

Y. esuna componente de ).

Usaremos los caracteres en lugar de las representaciones ; el caracter deter-
mina la representacion salvo equivalencias.
Ejemplo : Sea V unespacio de dimension I ysea T,(gi = identidad, para to-
do g =G . Larepresentacion T, se llamala representacion unidad . Sea v,
el caracter de 7, :y, esel caracterunidad [x,(¢) = 1. paratodo g=6 -

Teorema 2. G tiene un numero finito de caracteres irreducibles.

Consideremos ahora el conjunto de caracteres irreducibles G =}y, . Xp+r Xp f.

Subsiste entonces el siguiente teorema :

Teorema 3. Si G es un grupo abeliano finito entonces los caracteres irreduci -
bles de « son todos de dimension uno. G forma un grupo llamado ““el dual’’,

bajo la mltiplicacion  ( y, Xy ) %o (ghiRiibeh o3 ademds ¢ = G .

-

En este caso  tiene muchas propiedades interesantes, y la teoria es seme-
jante a la teoria de duales para espacios vectoriales. La teoria de G para G fi-
nito y abeliano fue desarrollada en el siglo XIX como parte de la teoria de los nu-
meros Frobenius empez0 la teoria de caracteres de los grupos finitos, a fines del

siglo XI1X, para generalizar lo anterior. Si G no es abeliano, G no es un grupo.
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Este articulo se dedica a explorar un poco mas la estructurade G |

Sean Y oun caracter de G, con representacion U;. enelespacio V,,
y ¥, uncaracterde G, con representacion U, en el espacio V,. Entonces
existe una representacion U; x U, de G en V; x Vy:(U; x Up) (g) =
Ujlg) x Uy(g. [ En la terminologia de las matrices esto se llama el produc-
to de Kronecker 1. Y el caracter correspondiente de U; x U, es ¢ x .
Asi el producto de caracteres es un caracter (pero el producto de caracteres irre-

ducibles no es siempre irreducible) .

r

Si %y, %, €6 = :

X; x]. , entonces X; xj kél n, Xy donde los n, son en

teros no negativos, porque si Tk corresponde a X; X, Yes |z suma directa de
]

representaciones irreducibles (véase Teorema 1), agrupandose las representacio-

nes equivalentes.

Un teorema interesante y cldsico referente al producto de caracteres es el si-
guiente :

Teorema 4 (Burnside) Si x coresponde a una representacion uno a uno, en-
tonces todo caracter x,; irreducible aparece como componente de alguna po-
tencia x” de .

Para estudiar los componentes de un caracter es ttil definir el producto esca-

lar. Sean y, ¢ caracteres
] Ll

S ox(g) - Ulg .
&

{x.¥> =

Teorema 5. 4 X; Xj.> = 51.]. . Siox= "X entonces ¢ x. X;” = ;.

[ Es decir, que ¢ . D ipl0 sty s6lo si, X, es componente de x P,

Definicion : Si x esun caracter, existe otro caracter y; X (g) = x(g), pa-
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ratodo g = G, donde designa m)' el conjugado complejo de x(g). X se

Ilama el caracter conjugado .

Lema 6: < xA. v >= <x. XA ¢ > (Lademostracion es inmediata).

Corolario :  x; es una componente de X donde x puede ser cualquier ca-

racter.

Demosfra::io'n : {xXx X;2 = <x S(-x1> = {x.x> =23 n">0
Siox=.2, n X -

Una referencia para el material de esta primera parte seria : Representaciones
de Grupos Finitos, por Richard Roth, Monografia 8, de la Revista Colombiana de

Matematicas (Universidad Nacional de Colombia, Bogota , D. E.), 1969 .

2. Ahora, en la segunda parte, veremos qué son los hipergrupos.

En la década de los afos treinta, varios matematicos empezaron el estudio
axiomatico de las estructuras algebraicas que se parecen a los grupos pero en las
cuales ei producto de dos elementos es un subconjunto en lugar de ser un solo ele-
mento. Varios sistemas de axiomas se usaron, imitando los varios modos de escri-
bir los axiomas de grupo. Estas estructuras se llamaron hipergrupos (o multigru -
pos). [Una buena referencia es : **The theory of multigroups’’, by Drescher and
Ore, Amer. J. Math. 60(1938), 705-733. ’Una aplicacion de esta teoria general fué
la de dar una estructura para el conjunto de coclases G/H donde G es grupo
y H es subgrupo que no es normal ; pero el concepto mas restringido de hipergru-
po candnico que veremos pronto no sirve para esto .|l Los hipergrupos se estu -
diaron mucho en las décadas de los afos treinta y cuarenta, pero luego permane -

cieron casi olvidados, posiblemente porque |a teoria general resultd inelegante ya
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que se necesitaban demasiadas condiciones y definiciones especiales en los teo -
remas.

En 1958, Helgason utilizo |a idea de hipergrupo para estudiar representaciones
de grupos compactos y esta idea fue desarrollada por lltis (1968), encontrandose ,
en forma disfrazada, en el libro Abstract Harmonic Analysis, 11’ de Hewitt y Ross
(1971). Ninguna de estas Ultimas personas se peocupd por la teoria axiomatica de

los anos treinta.

Al autor le interes6 desarrollar estas ideas para grupos finitos (de hecho un
caso mas especial que los grupos compactos) y encontrd que si se escoge un sis-
tema fuerte de axiomas para hipergrupos, se consigue un sistema en el cual es fa-
cil enunciar y demostrar los teoremas basicos, ademas de que es un sistema que
sirve para los ejemplos que se queria estudiar. EI autor Ilamé a estas estructu -
ras ‘*hipergrupos reversibles abelianos’’. Pero después encontré unos articulosen
los “*Comptes Rendus’’ (de l1a Academia Francesa) escritos por un matematico
griego llamado Mittas (1969), donde escogia un sistema de axiomas equivalente y
usaba el nombre de “‘hipergrupo canénico’’. Aqui se adoptara el nombre usado por
él. | motivo original de las investigaciones de Mittas no tenia nada que ver con

grupos sino que estaba relacionado con una teoria de valuaciones de cuerpos de -
bida a Krasner.

Definicion : Sea H un conjunto no vacio. A cadapar (a,b) de elementos de H

le asignamos un subconjunto no vacio de H escrito ab. Esdecir, ab C H

ah # & (el hiperproducto) . Ahorasi S<C H, TCH y ac H, entonces

as= Ulas|sSst .y ST=Ulsrises, teT . Decimos entonces H

es hipergrupo candnico si se cumplen los axiomas siguientes

1 ab = ha paratodo a.b e H (conmutatividad) .
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2 (ab) ¢ = albc) paratodo a.bh. ¢ € H (asociatividad)

3 Existe ¢c€H talque c¢a=!ail todo a€H

4 Paratodo « =H existeunelemento 'cn (el lnverso) con la propiedad
siguiente

Para b.c = H. si c<ab entonces h=al. (El axioma de reversibilidad)

Lema 7: i) ¢ es Unico
i) e Saal
i) ! esunico
Ejemplos : 1) Cualquier grupo abeliano.
2) Sea IR™ los nimeros reales no negativos, definimos el hiperproducto v +y =
fxey: ' x=-y | . e =0y ”.\"l = x» . Notese que = .\"l: ! 2¢v. 0 L.
3) Sea H cualquier hipergrupo candnico (incluso puede ser cualquier grupo abe -
liano, por ejemplo). Si G es un grupo de automerfismos, se pueden formarlas
Orbitas de transitividad bajo la accion de G. Ei producto de drbitas es union
de 6rbitas lo que ofrece un hipergrupo y resulta entonces que tenemos otro hi-
pergrupo canbnico. [Para un ejemplo de esta construccion véase K, en la

tercera parte de la conferencia ] .

Hay otros ejemplos interesantes pero pasamos a los dos ejemplos que me in -

teresan mas.

G,

m

4) Sea G ungrupo; G sera el conjunto de clases conjugadas. Sio¢;. C;

entonces se puede demostrar que  C; (.’j es union de clases y asi tenemos

un hiperproducto ¢ * (,‘]. = las clases contenidas en (:I.(.'/., De
modo que G es hipergrupo canbnico, con identidad 1 e dagiikl

inverso de una clase C, es la clase de los inversos de los
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elementos de ¢, -
5. Sean G un grupo finito, G = | X1+ Xyrenes X, { el conjunto de caracteres
irreducibles, con X, el caracter unidad. Como vimos antes X; X]-= X ny Xg:
Sea X; * x]. =3 Xy €G3 ny 0} el conjunto de los caracteres irreducibles
distintos que son componentes de Xq¢0 X

. j
rifican los axiomas :

Este es el hiperproducto. Se ve-

(xl_ *X.) % Xb = x. x], * Xh) = el conjunto de componentes irreducibles
Ji 7 /

de x. . ; como x y, = ', entonces y =Y. %X : =
X; Xj X, X; X; = XX, Xp* X% X5 X, y fi

nalmente, X, = ¢ porque X, 6 X =X .
] 1

Examinando el axioma 4 se ve que ¥ . es el inverso de X; - Si X, Xx X,

7 SO TR

entonces X, es una componente de x . x .. de modo que <Xk VX XD >0
i il

De ahi , por el lema 6, <Xk Xy Xj> S0y Xj es una componente de X, X s

Es decir, que

y se cumple la reversibilidad.

Regresamos a la teoria abstracta de hipergrupos canonicos. Lo bello de los hi-
pergrupos candnicos es que uno puede construir siempre hipergrupos cocientes.
Definicion : Un subhipergrupo del hipergrupo candnico H es un subconjunto N
tal que ¢ =N y N es hipergrupo (candnico) con el mismo hiperproducto (esce-
rrado, etc. ) .

Teorema8 : Si N es subhipergrupo de H entonces las coclases AN forman
una particion de H , escrita H/N Sidefinimos el hiperproducto (hN)«(h N) =

el conjunto de coclases contenidas en hNbh;=h b N entonces H/N es
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un un hipergrupo canonico .

3 En esta tercera parte investigamos un poco mas el uso del concepto de hiper-
grupo en el estudio de los caracteres de un grupo finito G . Como ya hemos vis-

. A
to, G es hipergrupo. Debe notarse lo siguiente: si v € G/K con K < G en-

-~ P ~ /\ ~
tonces x = G . demodoque G/K © G y G/K es subhipergrupo de G .

Teorema 9 (Helgason, lltis, etc.) Existe una correspondencia biunivoca entre el
conjunto de subgrupos normales K de G y los subhipergrupos de G dada
por K < G/K . (Helgason e llts habian demostrado este teorema en la si-
tuacion mas general de grupos compactos usando varios teoremas de analisis;

en el caso especial de grupos finitos se necesita principalmente el teorema de
Burnside ( Teorema 4)) .

A 4N A
En el caso que G sea abeliano se cumple el elegante teorema G/G/ K=K.

Veamos ahora la generalizacion al caso en que G no es abeliano. Sean

KaeG. y=K. g€aG.

Detinicisn = a5 thi > d;(g'l kg) para todo k€ K. Se puede demostrar qlie ¢&< K.
Asi los elementos de G actuan sobre K por medio de la conjugacion y obte-
nemos una particion de K en G Grbitas. Esta particion la indico por KAG ,
Teorema 10 (Clifford, 1938) . Si x € e y ¢ es una componente irreducible
de X ;i (la restriccion de x a K) entonces X/g = m X ¢, sumando sobre

los *“ conjugados” o distintos de v * m es un entero positivo .

Asi acada y = G le hemos asociado un elemento de K‘G :x - l/lg }g‘;G.
~
Lema 11: Si y= { %1 el conjunto de caracteres de G que corresponden

N\
también a | w°} serd precisamente la coclase x x (G/K) .
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A

. : . - N\
Asi tenemos una correspondencia biunivoca entre G/G/K y K.
J

Teorema 12. El producto de los G-orbitas de K es union de ¢ -orbitas. Con
este hiperproducto, I?G se convierte en un hipergmpo canonico, que es iso-
morfo a G /' éTk conforme a la correspondencia ya mencionada.

[Una correspondencia biunivoca 7 entre hipergrupos es un isomorfismo si

c@ab = () Er(a) -7(b) .

Veremos ahora un pequefio teorema que es una aplicacion del teorema de
Burnside. Primero debemos recordar que si G es un grupoy K subconjunto no
vacio entonces K serd un subgrupo de K si: 1. x, y =K=xy=K ., 2.

2. xeK=>x1eK . Perosi G es un grupo finito solamente hay que verifi -

car 1. para que K sea un subgrupo .

Lema 13. Si H es hipergrupo canonico entonces un subconjunto no vacto s es

subhipergrupo si

l.: x,y€Sar xyCS; 2:xeS=xles
Ahora, aunque H sea finito, la condicion 1. para S no es suficiente para ga-
rantizar que S sea subhipergrupo. Pero tenemos lo siguiente !

Teorema 14: Si G es gmpo finitoy M C G.M#d¢ entonces M es subhi-
pergripo si, y solosi, . x &M = x* U C M.

Demostracion : Es realmente una sencilla aplicacion del teorema de Burnside

(Teorema 4) . Hay que ver que la clausura implica la existencia de los inversos .

Sea y =M. Sea K elnticleo de una representacion T correspondiente a x.

T es unarepresentacion uno a uno de G/K Asi el teorema 4 dice que todc ca-

. m
racter de /K aparece como componente de alguna potencia y de y. In-
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- m . .
cluso \ es componente de \ y asl pertenece al hiperproducto

~

X# X# ooes XM

Ahora bien, para los grupos finitos es interesante estudiar y comparar los dos hi-
pergrupos correspondientes 3 y G . Considero que el par (Ty G de hipergru-

pos son 'duales’ .

Definicion - Un hipergrupo canonico se [lama un ultragrupo si existe una cadena-

R O B2 O N 2O, 1H00T 20

tal que N,/ N, ; seaun grupo paratodo ;.

Teorema 15: Sea G un grupo finito . G es ultragrupo <==p» G es nilpotente

&3> G es ultragrupo .

(Ladltima parte es un teorema de Dietzman). Para mas teoremas y también mas
detalles con respecto a las partes 2 y 3 de la conferencia véase el articulo
mio "*Character and Conjugacy’’Class Hypergroups of a Finite Group’” que saldra

en ““Annali di Matematica Pura ed Aplicata” en 1975 .
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