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LA TOPOLOGIA EN LA LOGICA : EL TEOREMA DE COMPACIDAD ()

RAFAEL MARINO

Queremos primero presentar el Teorema de Compacidad de la Légica Proposi-
cional. Paralelamente introduciremos algunas de las ideas elementales de la Lo -
gica. Posteriormente demostraremos el teorema usando herramientas de Topologia.

Deseamos, de esta manera, ilustrar la unicidad de la matematica.

El Teorema

En una de sus formas equivalentes, y enunciandolo informalmente, el teorema
dice que *‘lo que se puede demostrar se puede demostrar en un nimero finito de
pasos”’.

Procederemos ahora a introducir terminologia y notacion para poder enunciar
el teorema formalmente.

Llamaremos alfabeto al conjunto de simbolos {¢.), 7 . A, v 6 —
<>, A;, Ay, ... 1. Llamaremos expresion o formula a cualquier sucesion fi-
nita de elementos del alfabeto. Ejemplos :

L4, 43,(, 71 . =>)

(*) Este articulo es el texto de la conferencia dictada por el autor en el IV Coloquio Co-

lombiano de Matematicas. N. del E.
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En lugar de escribir estas cuatro férmulas en la forma anterior escribiremos

mas simplemente :

A7A3(—l g
())Ay
((A;v Ay) A Az)

((A;,. > Ay) «> ((1 Ay) = ( 1 Ay)))

Similarmente escribiremos cualquier otra formula .

Como el lector seguramente lo ha comprendido, las variables A; A,,. . re-
presentan proposiciones : 1 , A , V,-—s , «> representan las cinco co-
" e W20 NN _s8 W

nectivas logicas : “‘no”, 'y"’, “*o”’, “‘entonces”’, **si y solamente si *’ y los sim-

bolos *'(,)’" son simbolos de agrupacion.

También habra observado el lector que de nuestras cuatro formulas las dos pri-
meras no tienen sentido (considerando las interpretaciones dadas a los simbolos
en el parrafo anterior). Las otras dos son ejemplos de lo que |lamaremos formulas

bien formadas que abreviaremos fbf y que procederemos ahora a definir .

Una formula es una /b/ si es de una de las tres formas siguientes :

(i) Esunade las variables A;,A,, ...

(i) Esdelaforma ( -1 @) endonde « esuna fbf.

(iii) Esdelaforma (a A B),(avB).(0d=>»B) o (& ==>B) en donde =

y B son fbfs.
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lLa idea ahora es que si a cada una de las variables de una /b/ le asignamos uno
de los simbolos **v** 0 “*1'** (para “‘verdadero” y *falso’’) o I o 0 si se pre-
fiere, ala /b/ le corresponde unc de estos valores de acuerdo con la interpreta -
cion comtn de los conectivos I6gicos. Asi, con la asignacion Apems F LAy F,
Ay~ V. la fbf ((A; v Ay)) A Az) tienevalor F ylaférmula ((A; - A,
— (( 7 Ay) =~ ( 71 A;))) tiene valor V. A propésito, esta tltima formu-
latiene valor Vv con cualquier asignacion que le demos a las variables y por es-

ta razon se Ilama una tautologia .

De un conjunto X de fbfs se dice que es verificable si existe una asigna-
cion para todas las variables que aparezcan con la cual cada elemento de I tie-
ne valor V.

Asi, 1 A;, (A = ( 1 A;) )| es verificable porque A; - V, Ay F
es una asignacion que hace a ambas fbfs verdaderas. En cambio, tA;, (2 AP
no es verificable.

Ahora podemos enunciar el

Teorema de Compacidad. Un conjunto de fbfs es verificable si y solo si todo sub-

conjunto finito de €l es verificable .

Antes de demostrar el teorema, veamos que €l implica que “'lo que se puede
demostrar se puede demostrar en un ntimero finito de pasos’’, esto, naturalmente,

dentro de las restricciones de la |0gica proposicional en que estamos actuando.

Diremos que un conjunto X de fbfs implica tautologicamente auna fbf 7,
y escribimos X 7, sitoda asignacion (de valores vV o F para cada variable
que intervenga) que satisfaga cada elemento de X, satisfacea 7. Ejemplo:

{ AI (A - Ap) kA Ahora podemos demostrar el siguiente
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Corolario : Si S [ 7. existe un subconjunto finito 3, de X talque I .

Demostracion : Si para todo subconjunto finito 3,de 2,3 kA7, enton-
ces X, Ut 77| esverificable paratodo subconjunto finito X de X y por

el teorema de compacidad XU { 7 7} esverificabley X 7 m

El lector puede demostrar que este corolario impiica a su vez el teorema de
compacicad.
Demostracion del teorema. Considérese el espacio |V, F | (0 {1,0} si se
quiere) con la topologia discreta. Este espacio es compacto. Por el teorema de
Tychonoff el espacio producto { V, F 1**  es compacto. Sea B el conjunto de
las variables : B =} A Ay, ... _E. Los espacios { V., F }N" y {V, F }B
son homeomorfos y por lo tanto {V, F }B (el conjunto de todas las asignacio-
nes V o F alas variables) es compacto. Para cada asignacion » y cada fbf
@, v (2) representa el valor V. o F que » le asignaa F (como se explica
en el parrafo siguiente a la definicion de fbf). Para cada fbf o definimos
Vo=t v<tiV,F (B | v(a@) =V}, Nuestro objetivo es demostrar que si X es

un conjunto de fbfs tal que todo subconjunto finito EO C X es verificable, o

sea C‘(QI V,# ¢ . entonces ”Qi V., # ¢ . Para esto demostraremos que
fVyalag l’oi es una coleccion de cerrados con la propiedad de la interseccion
finita (en nuestro espacio compacto {V , F }B). Recuerde el lector el siguien-
te teorema de Topologia General :

Teorema : Un espacio topologico es compacto sii todo conjunio de cerrados con

la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion ho vacia .

Y a aclaramos que { V.

[0 8

| 22X | tiene la propiedad de la interseccion fini-

ta. Nos queda por demostrar que cada V, es cerrado.
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Digamos que la fbf * contiene » variables, a saber, At 45 A; .y que

1 n
existen 4 asignaciones (entre las 2” posibles) que asignen el valor v a 0.
Latabla de verdad de , incluyendo solamente las lineas con V para « tie-

ne la siguiente apariencia

AI.I [112 A. 07
n
X11 X12 X1 ¥
Xkl sz X/en Vv
donde Xp1-X12.....X, son valores V o F.

Ahora, por cada una de estas k£ lineas, existen en realidad un nimero infini-
to de asignacionesen {V,F %B que coinciden con las respectivas asignacio -
nes para las » variables que si aparecen en « y toma valores cualesquiera en
las otras variables .

Asi se tiene que - : i
pril [XII]' nst.nN .ﬁfz-” ’rXIn]

es el conjunto de todas las asignaciones que coinciden con los valores de la pri-
mera linea para las » variables. En total

V.=
sy

nc

L -1
( QI br;

i | S[x,,s])

Como cada prlfs‘lxbsl es cerrado (por ser { X, | cerrado) V, esuna union

finita de intersecciones de cerrados y por lo tanto cerrado .
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