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EL 17° PROBLEMA DE HILBERT(¥)

PAULO RIBENBOIM

En 1900, en Paris, David Hilbert, invitado a dictar una conferencia, propone
23 problemas abiertos de maternaticas [10] . La solucion de estos problemas
era dilicil: podemos citar, por ejemplo, los trabajos de Montgomery,  Zippin vy
. Gleason pararesolver el 59, aquellos de Julia Robinson y Matijasevich para el

problema 10 vy la respuesta negativa de Nagata alproblema  14.
Expliguemos ahora en que consi stia el 17° de estos problemas.

Sea IR el cuerpo de los ruimeros reales, IR [X i- ... X 1 el anillo de
los polinomios en n variables con coeficientes en IR, IR(xt .. . Xn)  su
cuerpo de fracciones, es decir, el cuerpo de fracciones racionales en n varia-

bles con coeficientes en IR

Toda fraccion racional / E IR (X1™ ,Xn) puede escribirse en la forma
/=11/12 donde  /1'/2~IR[XI,,,,,xnL Diremos que unafraccion | esta
definida en x = (xI"xg) ~IRn si es posible escribir 1= h/12 donde

2 .+ x )i o Diemos que | es positiva-  definida  si en todo punto

x E IR"  donde | esta definida se tiene que I(x) 2 0. Es claro que una

(0) El original, en frances, de este articulo 10 publica la Sociedad Brasilena de Ma-
tcmaricas, El texto corresponde ala conferencia que sobre este terna dicro el aurar en
cl IV Coloquio Colombiano de Marem ari cas, La version castellana esruvo a cargo de

Jesus H. Perez. N. del E.
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suma de cuadrados X ffz . donde [, € R(X;.....X,) espositiva-defini-
da. Hilbert tratd de buscar otros ejemplos. En el caso »=0, R Xy ....X, )=

R y f< R espositiva definida siy s0lo si / es positivaen R y en conse-

cuencia, si y solo si f es un cuadrado.

Enelcaso »=1, /< R(X) es positiva definidasiy sdlosi / es suma de
dos cuadrados.

En el caso »=2, f € R(X,Y) es definida positiva si y solamente si / pue-
de escribirse como suma de cuatro cuadrados; pero Hilbert no pudo determinar si
existia 0 no una suma de cuatro cuadrados que no fuera suma de tres cuadrados

Enunciemos. entonces el 17° problema de Hilbert en el caso de » variables :

Sea f€ IR (Xy,...,.X,) definidapositiva. ;Es f suma de cuadrados de
fracciones racionales ? y en el caso de que lo sea, jde cuantos cuadrados 7 No-
tese que para estudiar este problema podemos suponer /= R [X;,....X 1.
positiva sobre R” ( multiplicando por el cuadrado del denominador). Una solu-

cion cualitativa a este problema fue dada en 1927 por Artin en [1].

I. REPASO DE ALGUNAS NOCIONES QUE INTERVIENEN EN EL ESTUDIO[15]

Cuerpo ordenado K : Es un cuerpo provisto de una relacion de orden total, com-
patible con |as operaciones.

Cuerpo ordenable K : Es un cuemo que puede dotarse de una relacion de orden
total compatible con las operaciones. Recordemos el teorema de Artin- Shreier
que caracteriza estos cuerpos ! un cuerpo KK es ordenable si y solamente si
-1 no es suma de cuadrados de elementos de K.

Extensiones ordenadas de un cuerpo ordenado @ Sea KK un cuerpo ordenado, I.

una extension de IK : I es extension ordenada de . si B esta provisto de
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un orden que prolonga el de K.

Cuerpo ordenado maximal : Un cuerpo ordenado K se dice ordenado maximal si

no admite extensiones aigebraicas ordenadas diferentes de K .

Clausura real de ut cuerpo ordenado K : Es una extension ordenada K de K
que es a la vez extension algebraica y tal que K es un cuerpo ordenado maxi -

mal. K es Unica salvo K - isomorfismos.

Caracterizacion de los cuerpos ordenados maximales : Un cuerpo I es ordena-
do maximal si y solo si

M L=0’uEL?

(ii) para todo /= I [X) de grado impar, / tiene unaraizen I . Anotamos
que un tal cuerpo posee un solo orden y podemos citar como ejemplos el cuerpo

IR de los nimeros reales y el cuerpo de los nimeros reales algebraicos.

Obsérvese también que (ii) hace pensar que los cuerpos ordenados maximales
estan cercanos a los cuerpos algebraicamente cerrados. De hecho, si I esor-

denado maximal, entonces L [i] es algebraicamente cerrado (donde i2=.1),

Elementos totalmente positivos de un cuerpo ordenable : Sea KK un cuerpo or-
denable, IK es entonces suceptible de admitir varios drdenes totales compatibles
con las operaciones. Llamaremos elemento totalmente positivo de K un elemen-
to que es positivo en cada uno de estos ordenes. Existe una caracterizacién de
estos elementos : x = IK es totalmente positivo si y solo si x es suma de cua-

drados de elementios de IK .

II. SOLUCION CUALITATIVA DEL 17° PROBLEMA DE HILBERT

El cuerpo R(X,,..., X, ) esordenable.

Hemos visto que toda suma de cuadrados de elementos de R(X;,..., X, )es
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positiva definida y queremos estudiar el problema reciproco, o sea, vamos a de -

mostrar la implicacion :

fERI[X;,... X, ]| definida positiva =» / es un elemento totalmente positi-

vode R(X;,...,X ).

La primera demostracion de este teorema, largay dificil, fué dada por Artin [11.
Se pueden encontrar otras presentaciones en [15] y [11],

Después de la solucion de Artin, otras demostraciones que hacen uso de la 10gi -
calla Teoria de Modelos) han sido obtenidas; al respecto se puede consultar [171,
[12]1 6 [71.

Expondremos aqui una presentacion de estos métodos I6gicos. Recordemos antes

una serie de elementos de I6gica .
I. Repaso de nociones de Légica

Los enunciados matematicos se expresan por medio de un lenguaje. Un tal

lenguaje esta formado de simbolos de diferente tipo :

e los simbolos de constantes (como 0 6 1)

e los simbolos I6gicos (6:V, y: A, no:q , existe: V , para todo: ALV
y otros definidos a partir de estos, como por ejemplo la equivalencia ldgica:
=)

e los simbolos relacionales (como < 6 =)

e los simbolos funcionales (como + , -)

e las variables.

Para expresar los enunciados de |a teoria de los cuerpos conmutativos, em-

(1) En lugar de V y de A seusan también 3, Yy , respectivamente . N. del T.
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plearemos un lenguaje que comprende 0 y I como simbolos de constantes, +

y . como simbolos funcionales, y = como simbolo relacional .

En este lenguaje ¥ escribimos los axiomas de la teoria de los cuerpos
conmutativos y todo conjunto tal que los axiomas sean proposiciones verdaderas
sera un modelo de la teoria de los cuerpos conmutativos.

Aqui, lo que nos interesa es la teoria de los cuerpos conmutativos ordenados.
Citemos los elementos del lenguaje y enunciemos los axiomas de esta teoria, El
lenguaje estara formado por 0 y I como simbolos de constantes, + y . co-
mo simbolos funcionales en dos variables, — como simbolo funcional en una
variabley =, > como simbolos relacionales.

Los axiomds de |a teoria de cuerpos conmutativos ordenados son

Ax Ay Az (ftx+y)sz= s lys2))
Ax Ay (x+v = y+x)

Ax fv + 0= x)

A x v +(-x)=0)

A Ay Az ((xey)ez=ax(yz))

Ax A (x vy = y.ox)
A fivald =)

Av v ((x=0)v (xey=1))

Av Ay Az (xe(y+2z)=xey+xe2)

T (0=1)

Ax Ay ((x>0) A (y>0) = x4+y>0)
Ax Ay ((x>0) o (y>0) 2 x.y>0)

Ax (x=0 w x>0 wa-=x>0)

Ax T ((x>0) A (-x>0))
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Para obtener los axiomas de |a teoria de los cuerpos conmutativos ordenados
maximales utilizaremos el mismo lenguaje y anadiremos a los axiomas preceden-

tes los axiomas siguientes

Ax Vy (n‘r=y2) A (—,1'=}-'2)J
y para cada » > 0, el axioma
241 2n .
Ax;Axy ... Ax Y x x vee X =0
1 2 2n+ 1 ( +II s +A2?;+I )

Trabajaremos por ahera en la teoria relativa a un cuerpo de base fijo K or-
denado maximal. Consideramos entonces el lenguaje £ que se obtiene a partir
del lenguaje £ precedente al cual afiadimos a los simbolos constantes los

simbolos correspondientes a los elementos de K .

Consideramos el sistema de axiomas @ que se obtiene anadiendo al sis-
tema precedente ({ todos los enunciades gue ligan las constantes (y en con-
secuencia, los elementos de IK ).

Los modelos del sistema @ son entonces los cuerpos ordenados maxima -
les IL que contienen IK . Los cuerpos I son entonces las extensiones or-
denadas de K, extensiones que son no algebraicas en general .

Expliquemos ahora el método de eliminacion de cuantificadores.

Se dice que un sistema de axiomas (, del lenguaje £ permite la elimi-
nacion de cuantificadores si para toda formula F del lenguaje £ existe
una formula F' del mismo lenguaje, sin cuantificadores tal que F %= F’
es una consecuenciade { .

Volvamos a los cuerpos conmutativos ordenados maximales. Esta teoria

permite la eliminacion de cuantificadores (véase [12}).

Como consecuericia de este teorema, si (I es el sistema de axiomas de-



finidos anteriormente, expresados en el lenguaje .S‘E’, entonces, el sistema de
axiomas (" (de la teoria de los cuerpos ordenados maximales que contienen a
KK) es saturado .

Esto significa que si F es una formula del lenguaje L', entonces F 6
4 F esunaconsecuenciade @ .Es decir, podemos a partir de los axiomas de
@ demostrar F o su negacion - Apliquemos ahora estos resultados al 17° pro-

blema de Hilbert .

2. Solucion por métodos de la Igica del 17° problema .

Escribimos l1a hipétesis que /& R [X,,..., X, 1 es positiva definida.

Tenemos la formula F :
AXIAx2"'Axn l'}fxl.xz,...,x))ﬂJ

Esta formula F es verdaderaen IR .

Sea (1 el conjunto de axiomas precedentes con K = IR .

Sabemos que @ es saturado y entonces F o 1 F puede demostrarse a
partir de @’ . Puesto que F esverdaderaen IR, %F no puede demostrar-
se apartirde (@ yentonceses F que se demuestra a partir de Q.

Tenemos entonces (1 ¥» F. Esto implicaque F es verdadera en todos
los modelos de (1* .

En particular, F es verdaderaen R clausurareal de R(Xj,...,X,)pro-

visto de un orden cualquiera. Escogemos como elementos de R : X 5 Xpees

.x =X . Deacuerdo con F deducimos que f(X,....X,) >0 enR
y por lo tanto en R(X, ..., X ). Siendo esto verdadero para todo orden de
R 0000 X5 f(/\’_,,. 0o Xg) ESHN elemento totalmente positivo de

R(Xp,.... X, ) ypor lo tanto, / es suma de cuadrados de elementos de
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B X g momn K e

lll. ESTUDIO CUANTITATIVO DEL 17° PROBLEMA DE HILBERT

Tenemos entonces el resultado, segin el cual, f€ R (X;,..., X, ) defini-
da positiva es suma de un nimero finito m de cuadrados de elementos de
R(xp,.... X,) ; este m dependede f yde-n. Es posible encontrar m(n) ,

cota superior de los m(n, /) paratodas las funciones definidas positivas de

R(xl,,..,x”).

Examinemos los casos para los primeros valores de =» .

Si »=0, setiene m(0) =1

Si n=1, setiene m(1)=2

Si n=2, setiene m(2) < 4

En un trabajo no publicado de Ax en 1968 se demostro que m(3) < 8 ; Pe-
ro, Pfister demostrd independientemente que para todo » se tiene m(n) < 2n
(13].

Llamaremos entonces constante de Pfister y lo notamos P/(K) al mas pe-
quefio entero m ( si existe) tal que toda suma de cuadrados de elementos de K
sea una suma de a lo mas = cuadrados ; si un tal entero no existe definimos

Pf(K) = ~. Con esta notacion el resultado de Pfister se escribe P/(X,....X,)

Por otra parte, Cassels establecio el resul tado siguiente @ »+ I < PfIK

Xis 00 X, ) ) paratodo cuerpo K [2ks

Deducimos entonces que si »n=2,3 < Pf(R(X;,X;))<4. Pero,en

un articulo, [3], Cassels, Ellison y Pfister demostraron que un cierto polino -
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mio de R tx.y] , positvo definido y por tanto suma de cuatro cuadrados, no es

suma de 3 cuadrados y entonces P R (XI' X;) ) =4 .

Para N? 3. el problema permanece sin resolver y 10 unico que sabemos es
que  n+lPIIR(X,,,,,XN)).05i20.

Anotamos que podemos considerar estos problemas para otros cuerpos diferen-
tes de R y que Pourchet [141 demostr6 recientemente que P!(@ (X) = 5. Has-
ta ese momento se conocia unicamente el resultado de Landau PI(f2(X)),::: 8

Observese entonces que la constante de Pfister de un cuerpo NO es siempre una
potencia de 2.
El paragrafo que sigue esta consagrado al estudio de las nociones que in-

tervienen en la demostracién del bonito resultado de Pfister.
Sumasde Oladrados. Nivel y dimension diofcintica de un cuerpo

En primer lugar, recordemos la identidad clasica

Tenemos seguidamente la identidad de Lagrande : el producto de dos su-
mas de cuatro cuadrados es una suma de cuatro cuadrados.

Podemos demostrar esta identidad utilizando la norma multiplicativa sobre
los cuaterniones definida por la suma de los cuadrados de las cuatro componen-
tes .

T enemos tambien la identidad de Cayley: el producto de dos sumas de ocho
cuadrados es nuevamente una suma de ocho cuadrados ; 10 cual se demuestra uti-
lizando el algebra no asociativa y no conmutativa de Cayley. En este caso,tam-
bien tenemos una norma multiplicativa definida por la suma de los cuadrados de
las ocho componentes.

En cada uno de estos tres casos, las componentes del producto son las for-
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mas bilineales de las componentes de las sumas dadas. Pero, Hurwitz dernostro

que esto no es posible sino para los productos de sumas de I, 2, 4 U 8 cuadra-

des.

Sinembargo, Pfister logro demostrar que si consideramos sumas de cuadrados
de elementos de un cuerpo (y no solamente de algebras), el producto de dos su-
mas de 2" cuadrados es una suma de 2" cuadrados de elementos del cuerpo
Adernas, el resultado no es suceptible de mejorarse, pues si consideramos un en-
tero q tal que en todo cuerpo, el producto de dos sumas de q cuadrados es una
suma de ¢ cuadrados, entonces @ necesari amente es una potencia de 2,

Este teorema se utiliza en el estudio de los niveles de los cuerpos.

Recordemos 10 que es el nivel de un cuerpo ¢ Si K es orden ble, enton-
ces -1 no puede ser una suma de cuadrados de elementos de 13 y tomamos co-
monivelde IK:11(K) ==,

Si 13¢ no es un cuerpo ordenable, entonces -1 es una suma de cuadrados de
elementos de ¢ y llamaremos nivel de 13 al entero w mas pequefio tal que
-1 sea una suma de i cuadrados en 13, El resultado sobre las sumas de cua-
drados le permitio a Pfi ster demostrar que si K no es ordenable,  entonces
Il (K) es unapotenc iade 2. Reefprocamente, dada una poten cia de 2 es po-
sible encontrar un cuerpo 13 que tenga como nivel dicha potencia de 2.

Por ejemplo, en el caso en el cual IK es finito, todo elemento, es suma de
dos cuadrados y entonces (k) €s 1 0 2. Con ayuda de los simbolos de Le-
gendre, se puede mostrar que /' (K) = I .

Es mas interesante buscar el nivel de los cuerpos de numeros algebrai cos
no orelenables es elecir, totalmente imaginario s. Para esto, se utiliza el princi-
pio ele localiz acion . glob aliz acion en la forma del teorema de Minkowski-Hasse

que permite reducir el problema al caso del cuerpo ele los numero s compl €jo s
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(trivial) y de las extensiones algebraicas finitas de 105 cuerpos p-adicos

m

El problema esta resuelto ahora per un teorema de Hasse que dice que " toda

forma cuadratic a en cinco variables y con coeficientes  en uil cuerpo que es exten-

"

sion algebraica finita de un cuerpo p-adiCo, tiene un cero no trivial

Entonces . localmente,-| es suma de + cuadrados Yy esto tambien es verda-
dero global mente. En conclusion, el nivel de todo cuerpo de numero s total mente
imaginario es 1.2 6 S, Un articulo de Connell 5!, permite decidir cual es el
nivel de un cuerpo en cada caso

Estos problemas, conducen a problemas de existencia de ceros no triviales
para polinomios homoueneos. Esto es, en realidad la determinacion de la dimen-
sion diofantica de un cuerpo. Si /K es un cuerpo dado, se trata de  encontrar

condiciones  sobre el nurnero de variables y sobre el grade de pclinomio s homo-

geneo s para que estos tengan un cero no trivial, Sobre esto, se puede  consul-

tar 115! .

IV. ALGUNOS DESARROLLOS RECIENTES DEL 17° PROBLEMA DE HILBERT

Hablaremos prirnero sobre un teorema de Dubois cuya dernostrac icn utilizael
resultado de Artin sobre el 17° problema de Hilbert y que es el analogo del teo-

rerna de 105 ceros de Hilbert  [6).

Seguidamente, expondremos algunos resultados sobre problemas semejantes
al 17° problema de Hilbert, para las variedades reales [81, y para las matri-

ces simetri cas [9). considerados ultirmament e por Gondard y por el autOr.
1. Teorema de Dubois.

Comenzamo s por recordar el teorerna de 105 ceros de Hilbert.
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Si K esun cuerpoy SCK[X;,...,X,], n> 1, asociamosa § el

conjunto Vv (5) .

=1 = n | ]
VS) =i x=(x],...,%,) €K [ﬂx! ,,,,, x,) =0 paratodo f =5}

Se dice que V(S) esel K-conjunto algebraico asociadoa s .

Reciprocamente, si T ¢ K” ; definimos

(D) = €K [ Xg,0uus x,1 | flxp....x,) =0, paratodo x & T }

14(T) esunideal de K[X,.....X ]. Anotemos algunas propiedades :

(i) Sea 1 el ideal engendrado por §. Entonces V(D = v(s). Podemos con-
siderar entonces Unicamente ideales de K [X,,....X |.

(ididvin) 21

(iidviiacr)) > 1

(iv) vid(v(1)))=v(l)

Un problema importante es |a determinacion de 14(V (1)) y de los ideales

tales que 14(v (1)) =1. Enel casoenel cual K es uncuerpo algebraica-

mente cerrado, el problema se resuelve por el teorema de los ceros de Hilbert .

Teorema de los ceros de Hilbert .

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, I un ideal de K[X,,... X |

entonces 1d (v(1)) = 1 (radical de 1) definido por VI={/eK[X;...X,]

existe m> 1 talgue j"er|.

Tenemos entonces una correspondencia biunivoca entre los ideales radica-

les tales que I = {? y los K-conjuntos algebraicos.

Ademas, los ideales radicales I se caracterizan por que son interseccion

de ideales primos, mas exactamente, de un numero finito de ideales primos .
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V(1) es entonces reunion de un numero finito de K - conjuntos algebraicos corres-
pondientes a estos ideales primos. Estos K-conjuntos algebraicos irreducibles se

Ilaman entonces variedades de K”.

E| estudio de estas variedades es equivalente al estudio de los ideales primos

M

KLXyioon xl;'P=x[§},..,‘e§l.

Este anillo, es una K-algebra eﬁtera de tipo finito y un algebra cualguiera de
estas puede obtenerse a partir de un ideal primo.

El teorema de los ceros de Hilbert permite entonces reducir el estudio geomé -
trico de las variedades al estudio algebraico de las K-algebras enteras de tipo
finito. .

En el caso donde K no es algebraicamente cerrado, el teorema de Hilbert ya
no es valido. Sinembargo los cuerpos ordenados maximales, estando tan cercanos
a los cuerpos algebraicamente cerrados, tienen una propiedad analoga. Este es el
teorema de Dubois, descubierto por otro lado en forma ligeramente diferente por

Risler[161,

Teorema de Dubois.

Sea K un cuerpo ordenado maximal. 1 unideal de K[x,,....x 1 enton-

ces 1d(v(n ) = \T (radical real de 1) definido por
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2

por ejemplo, si I es el ideal ptincipal de R [X] engendrado por I+ X<, enton-

R
ces \/; = I mientras que \-"} contiene 1 y por lo tanto es iguala R[X],
: Rf- 1%
Un idea! tal que /1 = I sellamara ideal real. Los ideales primos reales
de K [XI, ..., X, 1 estan entonces.en biyeccion con las variedades irreducibles
de K[X,,..., X, 1 (K es naturalmente ordenado maximal) e igualmente en biyec-

cién con las K-algebras enteras de tipo finito de la forma K [Xj.00. x,1/P

R
donde P = \,-rE' es un ideal primo. Estas algebras se caracterizan porque su cuer-

po de fracciones es ordenable. Los anillos de coordenadas de las variedades irre-
ducibles de K tienen entonces la propiedad de que su cuerpo de fracciones es
ordenable.

La demostracién del teorema de Dubois utiliza el teorema de Artin. Esto hace
creer que Hilbert, quien tenia el teorema de los ceros para los complejos, queria
un teorema analogo para los reales'y presentia que la demostracion exigiria una

respuesta previa al problema 17° .

2. 17° problema de Hilbert para las variedades reales.

Sea K un cuerpo ordenado maximal, P unideal primorealy VvV = V(P).Sea

K (V) el cuerpo de fraccionesde K[X, ....X 1/P=K[&,.....¢&].
Todo elemento de K(V) se esctibe f,/t, donde f . [, €K [€,.....6,1.
Todo elemento f< K [ ‘51’ ... €,] puede considerarse como una aplicacion de

V hacia K o como larestricciona Vv € k” de una funcion polinomial

HEK Xy X1
Diremos que f= K(V) esta definidaen x=1(x;,...,x,) =V si / puede
escribirse como f = f;”' ,‘2 donde /,./, ex[ff ..... &1y [r(x) #0.

De la misma manera, diremos que f =K (V) es definida positiva sobre un
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conjunto si es positiva en todo punto de este conjunto donde esta definida.

Podemos entonces prequntamos si 7 € K (V) definida positiva sobre V es

suma de cuadrados en K(V),

Podemos mostrar que existen funciones 7= K[ cff . ... &, 1 definidas positi-

vas sobre v que no son restriccion a Vv de funciones polinomiales F = K[‘\'I""\;J
definidas positivas sobre K” . Larespuesta no puede ser entonces una aplicacion

directa del teorema de Artin.

Utilizando un método de I6gica andlogo al expuesto anteriormente podemos de-
mostrar que el problema admite una respuesta afirmativa : una funcion f= K(V)

definida positiva es suma de cuadrados en K (V).
Nosotros nos hemos interesado en el problema cuantitativo correspondiente.

Utilizando un lema de Pfister, se puede demostrar que Pf(K(V)) < 24 gjen-

do o ladimension de la variedad.

De otro lado, hacemos la conjetura siguiente
d+ 1 < Pf(K(V))

Esta conjetura ha sido demostrada en muchos casos por ejemplo, si 4=1, cuando

V es una variedad racional o sea K(V) = Kl[n,...., i’d] : cuando K(V) =

|1 impar, o cuando V es una

K[ul,.... [ 2] con [KWJ':K[HI...,

.ndl
esfera real en el espacio le i

.Hd

3. 17 problema de Hilbert, para las matrices simeétricas.

Ante todo, precisemos algunas definiciones.

Sea K un cuerpo ordenado y R una clausurareal de K ;sea A= {A:.}.) una

matriz simétrica de orden » con coeficientes en K ; diremos que A es positiva
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cuando la forma cuadratica asociadaa A sobre R es positiva, es decir, cuando

n
|4 "={ﬂ1,.,..uﬂ) € R 4 EA,-’- u“ui?_o.

Esta definicion no depende de la escogencia de la clausurareal R de K y per-
mite definir una relacion de orden sobre el grupo aditivo de las matrices simétricas
de orden » con coeficientes en K. Este orden lo |lamaremos extension natu -

ral del orden de K.

Consideremos ahora un cuerpo cualquiera K . Una matriz simétrica A de or-
den », con coeficientes en K se dira naturalmente positiva si A es positiva

para todo orden extensiOn natural de un orden de K .

Nosotros obtuvimos primeramente una generalizacion de un resultado de Ciam-
pi [4] que puede expresarse gracias a las definiciones anteriores de |a manera
siguiente :

Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2. Una matriz simétrica con
coeficientes en K es naturalmente positiva si y s6lo si es suma de cuadrados de
matrices simétricas con coeficientes en K . (resultado trivial si K esno orde-

nable ),

Consideremos entonces matrices simétricas ¥ = H-‘”.J donde !-‘r.j S K(Xp... X))

siendo K ordenado maximal. Diremos que F es definidaen el punto x=(x; ..

me ek” si podemaos escribir para todo i.j

x ) #F0

if Fgavede g

m 2 : :
Diremos que I es definida positiva sobre K si lamatriz IF(x) = (!-;j(.\-l ) es

71



positiva en todo punto x donde esta definida

Utilizando nuevamente métodos de logica analogos a los utilizados anterior —
mente, hemos demostrado que una matriz simétrica con coeficientes en
...... X ) (K ordenado maximal) es positiva definida si y sélo si es suma
de cuadrados de matrices con coeficientes en K(X ;.. ...’ X,

En el caso » =1, encontramos nuevamente el teorema de Artin.
Podemos considerar entences las cuestiones cuantitativas carrespondierites y

definir la constante de Pfister Pj(».m) paralas matrices simétricas de orden »

con coeficientes en el cuerpo K(X,;,....X ). K cuerpo ordenado maximal .

. Mg . m
Es posible demostrar el resultado siguiente @ m+ 1 < Pfin.m) <2 : la
cota inferior se obtiene facilmente, la cota superior es mas dificil de obtener y pa-

ra ello se utilizan los resultados del paragrafo 2 de esta parte.
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