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ALGUNOS TEMAS DE TEORIA DE GRAFICOS(")

GILMA DE VILLAMARIN

En estas paqinas se intenta dar una vision sobre 10 que es y estudia la rama

de las Matematicas lIamada Teoria de Graticos.

Los temas seleccionados para ello han side ~idos con la intencion de dar

una idea del tipo de razonamiento que puede IIevarse a cabo en esta teoria.y lue-

go mostrar algunos de los problemas que pueden resolverse como aplicacion de

ell a .

La T eoria de Graficcs tiene fecha exacta de r.acimiento, cosa que no sucede

en otras ramas de Matematicas. En efecto, el primer articulo sobre la Teoria de

Graficcs fue escrito por el famoso materrratico suizo Leonard Euler en 1736. En

sus comi enzos Ia T eori a de Graf cos pare cio poco importante debi do a que en

gran parte se limitaba a resolver juegos de entretenimiento y acertijox.Es por eso

que a pesar de su temprano principio, su desarrollo como rama de la Matematica

es reciente.

Actualmente la Teoria de Graficos ha tenido gran impetu, debido a la simpl ici-

dad y elegancia de sus razonamientos, los cuales proporcionan a SIJ vez podero -

(0) Este articulo. es, e s en ci al rnen te , el re xro de la conferencia in forrn at iva so brc Teor ia de

(;raficos, di ct ad a por la aurora en cl IV Co lo quio Co lo mbi ano de Mat ema t ica s, "J. del F.
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sas herramienlas en la re solucion de una gran variedad de problemas de aplica-

c ion de esta teo ri a .

EI primer problema que se considerara es precisamente el tratado en el primer

arti cu 10 sobre qraf cos escri to por Eu Ier. En este art feu 10 Eul er presento el cono -

cido "Problema de los siete puentes de Konigsberg"

La ciudad de Konigsberg (hoy Kal ininqrado) en Prusia Oriental esta situacla so-

bre las riberas y sobre dos de las islas del rio Pregel. Las distintas regiones de

la ciudad (marcadas en la Figura 1 con las letras A. B. C. f) se hallaban entcn-

ces conectadas por medio de 7 puentes, como se indica en la Figura 1.

Figura 1

Los habitantes de la ciudad paseaban los domingos por los alrededores del lu-

gar, y fue aSI como Ilegaron a plantearse el siguiente problema:

l Podrian planear un paseo de tal manera que, partiendo de casa se pudiera

volver alii despues de haber cruzado cada puente una sola vez?

Por ejernp!o, los habitantes de la region A, intentaron el siguiente paseo (Fi-

gura 2):
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Pero al lIegar a la region D, fracasaron en su intento, pues en cualquiera de las

dos posibilidades a seguir para volver a la region A, es necesario repetir un puen-

te. Es asi como los habitantes deja ciudad fallaron ell todos sus intentos de en-

contrar un paseo que cumpliera Ias condi clones requeridas.

Con el fin de resolver el problema se penso en ilustrarlo con el siguiente dia-

grama qeometri co , Las diferentes regiones de la ciudad se representan POI'puntos

y do s de estas reqiones se conectan pOI'medic de una curva continua, cuando las

regiones correspondientes esten unidas POI'un puente (Figura 3 ) :
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o sea, que el problema planteado puede estudiarse mas facilrnente sobre la siguien-

te figura, la cual constituye 10 que se llama un "gratico qeometrico" en el plano

(Figura4) :

a

A~::::-------~--------~

B

Figura 4

UI1 grafico geometrico esta constituido por un conjunto de puntos del esnacio eu-

clideo de dimension 11 (E
I1
) Ilamados vertices y por un conjunto de curvas sim-

pies que unen pares de vertices, Ilamados lados del qrafico y los cuales no se

interceptan en puntos distintos de los vertices. EI qrafico de los puentes de Ko'-

n isberg esta consti tuido por cuatro verti ces y si ete Iados.

Euler resolvio el problema de los puentes de Konisberg y luego planted un pro-

blema mas general :

~En que tipo de qraficos es posible encontrar una trayectoria que, partiendo

de un verti ce regrese al punto de partida pasando per cada lade exactamente una

vez?

Un qrafico en el cual es posible encontrar una trayectoria de este tlpo recibe
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el nombre de grafiCO de Euler.

Actualmente, como luego veremos, los qrafico s de Euler son apenas un caso

particular de un tema mas general de la Teori a de Grafico s y es precisamente el

concerniente ala oarticion de los lados de un qrafi co en conjuntos que gozan de

una caracterfstica especial.

Para adentrarse en este tem a es necesari 0 introduc ir antes al gunos conceptos.

Dado un vertice V de un qrafi co, se llama grado local del vertice, al nurnero

de lados que inciden en el vertice, 0 sea al numerode lados que 10 tienen como ex-

tremo y se nota p (v)

Un vertice V se dice aislado si p (v) = 0 • 0 sea, un vertice aislado es

aquel en el cual no inciden lados.

Los vertices de un qrafi co se clasifican en vertices pares y vertices impares,

sequn que su grade local,sea par 0 impar,

t:

F

Figura 5
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En el primero de los qraflcos de la Figura 5 se tienen los siguientes grados

locales p (A) = 2 p (B) = 3 p (C) = 6 p (D) = 2 p (E) = 2 ,.

p (F) =

EI segundo qrafico tiene todos sus vertices pares.

E 1 ruimero de Iado s de un 9 ra fi co puede conocerse a trave s del grado local de

sus vertices. En efecto, si se efectua la suma de los grados locales, se esta con-

tando cada lado dos veces, una vez por cada vertice que 10 tenga como punto ex-

tremo. Por 10 tanto esta suma sera dos veces el mimero total de lados del qrafico .

Si se nota por N I el nurnero total de lados de un qrafico G con n vertices

AI' A2, ... r An se tiene entonces

o sea, n
N = 1 L p (A

l
,)

I 2 i=I

En el primero de los dos qrafico s anteriores, el ruirnero de I ados es entonces

NI = J... (p (A) + P (B) + P (C) + P (D) + P (E) + P (F) )
2

= N I =1. (2 + 3 + 6 + 2 + 2 + 1 ) =
2

16
2

= 8 .

Analoqamente se obtiene el ruirnero de lados del segundo qrafico (diez l •

De la relacion anterior se obtienen como consecuencia los siguientes hechos :

1) En todo qrafico, la suma de sus grados locales es un numero par, a saber, el
n

doble del nurnero total de lados del qrafico , En efecto }I .p(Ai) = 2N1

2) Todo qrafico tiene un numero par de vertices impares .

Enefecto,llamando AI .... ,Ar losverticesparesdelgratico G yBj.B2,· .. Bs

26



los vertices impares del mismo qrafi co , entonces la suma total de grados locales

sera igual a lasuma de grados locales de los vertices impares mas la suma de los

grados locales de los vertices pares

s.
L p(A.) + L pCB )=2 "i
i> 1 1 i" 1 j , I

La suma de los grados locales de los vertices pares es un ruimero par por ser

suma de ruimeros pares, luego la sum a de los grados locales de vertices impares

es tambien un nurnero par

s
L P (B.) = 2m para algun entero m

i = 1 J

Pero la suma de un numero impar de numercs impares es im ar. Se concluye

que el rnimero s de vertices impares no puede ser impar. Luego este ruimero es

En un qrafico G, se puede partir de un vertice y atravezando una sucesion de

lados en forma sucesiva retornar .al vertice de partida 0 lIegar a otro vertice dis-

tinto. De este tipo de sucesiones de lados son especialmente importantes en casi

todos los aspectos dela teoria de qrafi cos, aquellas en las cuales ninqun lade es

atravezado mas de una vez .

En el qrafico de la Figura 6, partiendo del verti ce A, Y recorriendo sin n~pe-

tir los iados(e ,e ,e ,e ,e ,e ,e.,'- se Ilega al vert ice B. En este c aso la
123456//

suce sion de lados se llama una cadena, que une los vertices A y B .

Partiendo del vertice B y recorriendo sin repetir los larlos(e2, e3, e4 ' f'5

e
6

' e
7
) se vuelve al vertice B. En este caso la suce sicn fie lados se llama

un circuuo .
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A

Figura b

Si en un qraf lco G todo par de vertices pueden ser unidos al menos por una

cadena, se dice que G es conexo. En caso contrario, se dice que G es dis-

conexo, Por ejemplo, el qrafico de la figura 7 es concro.

13

A

s

Figura 7

Un ejemplo de qrafico disconexo es el qrafico que apareceen l aFiqura 8
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, E

'F

Figura 8

En efecto, el vertice A, por ejemplo, es posible unirlo con B, C Y D por me-

dio de una cadena pero no es posible unirlo con los vertices E y F per medio

de una cadena.

La parte del qrafico cuyos vertices son los que S2 pueden unir con un verti ce

A per medio de una cadena (y el vertice A), constituyen 10 que se Ilama.una cam-

panente canexa del qrafico. a sea que si un qrafico no es canexa se divide en

campanentes canexas cuyos vertices no se pueden unir por cadenas.Et qrafico del

ejemplo es un qrafico disconexo con dos componentes conexas. Lo anterior permi-

te reducir el estudio a qrafico s conexos pues. en caso contrario, se estan estudian-

do Ias propi edade s de Ias componentes conexas.

Vamos a considerar el problema de particionar el conjunto de lados de un qra-

fico en subconjuntos disyuntos cada uno de los cuales sea una cadena 0 un cir-

cuito.

Por ejernplo en el qrafi co de la Figura 7 podemos obtener dos particicne s del

conjunto de sus l ado s, cada unaconstituida por dos cadenas y un circuito. Estas
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particiones se ilustran en las Figuras 9 y 10 respectivamente.

e~

( c adena)

(elO,e
9
,e

4
)

( cadena) (cir cu ito)

Figura 9

e-z

i cadena)

IE"

<elO,e7,e6,e5,e4)

Lcaden a ) (c ircuito)

Figura 10
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Una parti cion del conjunto de los lados de un qrafico, en cadenas 0 circuitos co-

mo las de los ejemplos constituye 10 que se llama un cubrimiento del qrafico, Se

dese a buscar cubrimientos mas pequefios en el sentido de que consten del menor

rnirnero de cadenas y circuitos.

En el ejemplo considerado es posible hallar en cada caso un cubrimiento me-

nor, incorporando el circuito a una cadena, para obtener un cubrimiento con dos c a-

denas cada una de las cuales une A con D (Figuras 11 y 12) 0

D

t:<el' e8' e7' e2' e6' e5' e3>
Figura 11

Figura 12
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Puesto que se estan considerando qraflcos finitos, es decir, qraficos en los cua-

les el conjunto de vertices y el conjunto de lados son conjuntos finites. es posible

hallar en cada qrafico un cubrimiento minimal, en el senti do de que conste del me-

nor ruimero posible de cadenas y circuitos.

LCual seria en el ejemplo dado un cubrimiento minimal?

Puesto que para hallar un cubrimiento minimal de un qrafico disconexo, basta

hallarlo para cada una de sus componentes conexas, se consi deraran solamente

qrafico s conexos.

En la busqueda de un cubrimiento minimal de un qrafico son de particular inte-

res aquellos cuyo cubrimiento minimal consta 0 de una cadenao de un circuito so-

lamente. Estos qraficos reciben el nombre de qraficos "unicursales". Es decir :

un grcif(co unicursal es aquel en el cual esposible, partiendo de un vertice.atra-

vezar todos los lados exactamente una vez (retornando al vertice de partida 0 Ile-

gando a otro vertlce dlstintol .

En el qrafi co de la Figura 13 se puede partir de cualquiera de sus vertices, y

retorn ar a el atravezando cada lade del qrafico exactamente una vez, 0 sea, queun

cubrimiento minimal del qrafico 10 constituye un s610 circuito. Por ejemplo :(e i-

e2,e3,e4>

I:.., •

~-----

Figura 13
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En el qrafico de la Figura 14 se p~ede partir del vertice B, atravezar c ada lado

del grafi co una sora vez, y Ilegar al verti ce D.

A

c~---.

Figura 14

o sea que en este caso un cubrlmiento minimal del qrafico 10 constituye una sola

cadena. Par ejemplo <e1, e2,e3, e4, e5 >
Se puede observar que solamente los vertices B y D del qrafico sirven co-

mo vertices iniciales de una cadena que cubra el qraflco. En el primer qrafico to-

dos los vertices son pares y es cubierto par un circuito, mientras que en el segun-

do qrafico solamente los vertices B y D son impares, yes cubierto par una ca-

dena que une B con D.

Se puede analizar, en general, que sucede con los vertices pares e impares en

un qrafico unicursal :

Si A esun vertice par de un qrafico unicursal, puede pensarse en tomar A

como vertice inicial de la c adena 0 circuito que cubre el qrafico,

Si A es vertice inicial, entonces cada vez que se salga de A atravezando
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un lado, es necesario regresar a el, pues el ruimero de lados que se han atravezado

con cada partida es un nurnero impar. 0 sea que A sera el verti ce inicial y final

de un circuito.

'~ . 1 --·.

~~ "• I

3/·~7--
,,

"

Figura 15

Si el vertice A no es inicial, 0 sea si Ilega a el de otro vertice, entonces es

necesario salir de e l nuevamerite pues el numero de lados que se han atravezado

con cada Ilegada a A es un numero irnp ar,

Esto significa que un vertice de transite (que no es inicial 0 final de una cade-

na 0 circui to) es un vertice par. En efecto, si A es un vertice impar al cual se Ile-

ga de otro verti ce, entonces es necesario volver a e l, pues el numero de lados que

se han atravezado con cada partida es un niimero par. Luego un vertice impar no

puede ser de transite. perc sf un vertice final de una cadena.

Si se toma como vertic e inicial un vertice A impar, entonces cada vez que se

vuelva a A, es necesario salir de el nuevamente, pues el ruimero de lados que se

han atravezado con cada Ilegada a A es un nurnero par.
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Figura 16

o sea, que A sera el vertice inicial de una cadena la cual debe terminar en otro

vertice impar.

Los anteriores razonamientos se pueden resumir en las siguientes conclusio -

nes :

1) Si Wl grcifico couexo es cubierto por UI1 circuito, entonces todos sus vertices

SOI1 pares.

2) Si Wl grcifico conero es cubierto por ul1a cadel1a, entonces neue eractamel1te

dos virtices impares.

Con 10 di scutido hasta ahora, se ha demostrado que el qraf co de los puentes

de KO'nisberg no puede ser cubierto per un circuito, puesto que en tal caso sus ver-

tices deberan ser pares, condicior esta que no se satisface en el qrafico en cues-

tion. Ni siquiera es oosible encontrar un paseo que recorra todas las partes de la

ciudad pasando por los puentes una sola vez sin que se exija volver al punto de
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parti da, pues tampoco el qrafico puede cubrlrsepor una cadena, debido a que el

qrafi co no tiene exactamente dos vertices impares.

Puede mostrarse tarnbien que la pari dad de los grades locales no solo es con-

die ion necesaria sino tarnbien suficiente para que un qrafico conexo pueda ser cu-

bierto por un circuito.

En efecto, supongamos que G es un grafico conexo cuyos grades locales son

todos pares. Veamos que puede ser cubierto por un circuito : Sea A el vertice es-

cogido como inicial de la trayectoria a seguir (ver Figura 17). Atravezando un lade

incidente a A Ilegamos a un segundo vertic e, digamos B, el cual es tambien de

grade par, y per 10 tanto habra un segundo lado incidente a B, el cual nos perrni-

te salir para continuarla trayectoria. Este pro ceso term ina necesariamente en el

B

\

---------ell

Figura 17

punto A, pues en cualquier otro vertice que se Ilegue, siempre habra una salida.

La sucesion de lados recorridos constituye un circuito. En la Figura <e l' e2,ey
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A i: A 2' ... ; An y
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AI agregar al qrafi co los lados (A1, B1), (A2,B2) .... , (An' Bn) todos los

vertices del qrafrco resultan pares y por 10 tanto existe un circuito que 10 cubre.

AI quitar los 1/ lados agregados, el circuito se rompe en 11 cadenas que cubren

todos los lados del qrafi co original y cuyos vertices inicial y final son impares.

, r.,
Per ejemplo, el grafico de los puentes de Konisberg en un grafico con 4 verti-

ces impares. Veamos como puede ser cubierto por 2 cadenas :

eli
.------~---------~ D

,

B

Figura 18

Completamos el qrafico afiadiendo dos lados e5 y e9" EI nuevo qrafico (Figura

J8) puede ser cubierto por un circuito a saber: < e t- e2' e3' e4' e5' e6' e7' eB,e9) .

Volviendo al qrafi co original, el circuito queda subdividido en des cadenas

<ej.e2·e3,e4> y <e6' e7' eB>

D y B respectivamente (Figura 19) .

las cualesunen los vertices Aye

Aplicando 10 discutide anteriormente pueden, per ejemplo, encentrarse cubri -
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A~--------~--------~

B

Figura 19

mientos minimales para los qraficos de la Figura 20 .

(J)

Figura 20

En el primer grclfico(a) todos los vertices son pares y por tanto puede ser CIJ-

bierto por un circuito (ha!lelo).
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En el segundo qrafico (b) hay exactamente dos vertices impares, luego puede

ser cubierto por una cadena, (hallela) .

En consecuencia, el razonamiento anterior proporciona la siguiente caracteri-

sac ion de los qraficos unicursales, 0 sea de los qraficos conexos cuyo cubrimien-

to minimal es 0 un circuito 0 una cadena,

Un grcifico conexo es Imicursal si y s610 si, tiene cero 0 exactamente dos ver-

tices de grado impar.

Hallar cubrimientos minimales, es 10 que se pide en aquellos juegos que con-

sisten en efectuar cierto tipo de dibujos per medio de una linea continua sin repe-

ticiones y sin levantarel lapiz del papel Veri por ejemplo, la Figura 21 .

\

Figura 21

Se ha dicho que un grcifico geometrico en el nlano esta constituido por un

conjunto de puntos, Ilamados vertices, un conjunto de curvas simples que unen
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pares de vertices, lIamados lados y los, wales no se interceptan en puntos dis-

tintos de los vertices.

De acuerdo con este concepto, la Figura 22 (a) no constituye un qrafico qeome-

trico en el plano, puesto que sus lados se interceptan en puntos distintos de los

vertices, aunque sf constituye un qrafi co qeometrico en el espacio. Basta pensar

en representar los lados por medio de hiles que se cruzan Ipero que nose cortanl

A A

F

c

~

/

.c

Figura 22

en el espacio.

Pero surge la pregunta de si el qrafico anterior puede "representarse" adecua-

damente en el plano. F.n efecto, oodria pensarse en el qrafico qeornetr ico ell el pIa-

no ilustrado en la Figura 22 (b) .Es claro que ambos qraficos contienen la mis-

ma informacion sobre la situacion que representan. ~n efecto, ambos qraficos tie-

nen el mismo nurnero de lados, el mismo nurnero de vertices, y adernas la conexion
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de los vertices por medio de los lados del qrafico es igual, es decir, que si dos

ve rti ces en e I pri me r 9 rMi co e stan conectados por un I ado, tambien 10 estan en e I

segundo qrafico y reciprocamente.

La anterior situacion nos muestra la necesidad de definir grtifico en un senti-

do abstracto y del cual los qrafi cos qeometricos son apenas una representacion.

La estructura mas importante en un grtifico abstracto la constituye la forma co-

mo estan conectados los vertices del qrafico por los lados del mismo.

a sea que es necesario especificar la correspondencia entre los lados del gra-

fico y las parejas de vertices que constituyen sus vertices extremes.

S i A Y B son verti ces extremos de un I ado I, se di ce que I es incidente

con A y B 0 que I incide en A yen B. Es claro que si un lado I une los

vertices A y B. ese mismo lado une los vertices B y A.

Notaremos por (A & B) a la pareja no ordenada cuyos elementos son A y B.

EI conjunto de las parejas no ordenadas de elementos de conjunto V se deno-

ta V & V .

Un grtifico abstracto, 0 simplernente. un grtifico esta constituido por un conjun-

to V (V =I ¢ ) . un conjunto £ (disyunto de V), Y una funcion <I> , lIamada

(funcionde) incidencia de t: en V & V tal que:

V & V

<I> (l) = (A & B )

<1>:£

A los elementos de V se les llama vertices y a los de £ se les llama lados,

AI dar una definicion de qrafico abstracto es necesario precisar cuando dcsqra-

ficos qeornetricos representan el mismo qrafico (en abstracto) . Esto nos conduce
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al concepto de qraficos qeornetricos "Isomorfos". Dos qraficos G 1 Y G2 son

isomorfos si tienen el mismo numero de vertices, el mismo nurnero de lados y si

siempre que dos vertices de G 1 esten conectados per medio de un lado deben

existir dos vertices correspondientes en G2• conectados por medio de un lado y

reciprocamente. Mas estrictamente, G1 es isomorfo a G2• si existen corres-

pondencias biunivocas entre sus lados y entre sus vertices respectivamente, que

preserven la incidencia. En el ejemplo dado los qrafi cos G 1 Y G2 son isomer-

fos, pero mientras G 1 es un qrafico del espacio G2 es un qrafico del plano.Se

dice que G2 es la re ali zacion qeornetric a del qrafico G1 en el plano.

Si un qrafi co G tiene realizacion qeornetrica en el plano se dice que es un

grafico planar: en caso contrario se dice que es 110 planar.

No todo qrafico es planar, es decir, no todo qrafico tiene reallzacion qeome -

trica en el plano. Par ejemplo, para el qrafico de la Figura 23 (a) no es posible

Figura 23
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construir un qrafico en el plano isomorfo con et. Puede intentarse, por ejemplo ,

dibuj ar 105 lados como se indica en la Figura 23 (b) .

Pero no es posible unir E con C con un lado que no intersecte a 105 otros

lados en puntos diferentes de los vertices.

Una caracterlzactcn de tales qraficos la die Kuratowski en un importante teo-

rema, el cual queda fuera del alcance de est a conferencia.

En contraste con la anterior s ituacion se cumple el siguiente hecho, el cual

tampoco se demostrara :

Todo grafico geometrico tiene realizacion en el espacio euclideo de dimension

tres

Un qrafico planar se llama ;Joligonal, si sus lados forman un conjunto de re-

giones poligonales adyacentes (al hablar aqui de regiones poligonales, no se exi-

ge que sus lados sean rectos, sino curvas simples). Ver por ejemplo el qraflco de

la Figura 24 :

/

Figura 24
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A las regiones poligonales se las llama caras del qrafico, y a la parte del plano

exterior alos lades Que rodean todas las caras del qrafico se la llama la cara in-

finita del grcl.fico, .

Un buen ejemplo de qrafico poligonal 16 constituye el mapa politico de una

nacion el cual muestra la division del terrotorio en departamentos 0 estados.

Se ha observado antes que el niimerototal de lades de un qraficcse puede ob-

tenerconociendo los grades locales de los vertices. En el caso de qraficcs poli-

goriales exi ste otra manera de contar los Iados. A saber:

Sea CPk el ruirnero de caras limitadas por k lados. En el ejemplo de la Figu-

ra 24:

CP2= 1 ,. CP3 = 3

cP = 1
10

cp=3 cp=1
4 5

cP=o cP=o7 8

Es decir, este grcl.fico tiene una cara limitada por dos lados, tres caras llmita-

das por tres lados, etc ..

Entonces, contando el numero de lades por cada cara y notando que cada lade

se esta contando dcs.veces (pues cada lade es frontera de dos caras) se tiene

que :

En el ejemplo

2N I = 2 + 9 + 12 + 5 + 6 + 10= 44

Luego

Euler demostrO que parapoliedros se verifica la siguiente relaclon entre su
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numero de caras, lados y vertices:

Nv + Nc - Nt = 2

Veamos Que la misma verifica t ambien para qraficos poligonales (efectuando in-

ducclon sobre el rnimero de caras ) :

Si el rnimero de caras es Nc = 2 , el qrafico sera un poliqono de n lados

como el de la Figura25 :

Figura 25

En este caso Nv = n = Nt" N c = 2 Y se cumple

Supongamos Que la anterior relaclon se cumple para un qrafico de Nc caras

veamos Que se cumple para un qrafico de Nc + 1 caras. Un tal qrafico se puede

obtener a parti r de uno con Nc caras aqreqando una c ara en Ia parte exteri or, se-

gun se indica en la Figura 26:
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Figura 26

Si al nuevo qrafico se han agregado T lados, entonce s se han agregado T- 1 \/er-

ti ces. Luego la relacion de Euler se sigue cumpliendo; en efecto :

N'v+N' -N'/=(N +T-l)+(N +l)-(N/+T)=N ... N -N/=2c ,v c ' u : c

donde N'v' N ~ Y N i indican el ruimero de vertl ces, de caras y de lados del

grafi co aumentado.

Dado un qrafico poligonal G, se puede construir a partir de el otro qrafico

*G de la siguiente manera :

Dentro de cada cara, incluyendo la infinita, se toma un punto. St dos puntos

estan en dos caras adyacentes se unen par un lade el cual atravieza el lade co-

mun a dichas caras, como se indica en la Figura 27 ,

EI qrafico G* as! obtenido se llama grtifico dual de G y es tambien un

grclfi co po ligon al.
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Figura 27

Un qrafico se dice regular, si en todos los vertices incide el mismo nurnero

de lados. Por ejemplo, en el qrafico de la Figura 28 el grade loca I de cada verti-

ce es tre s.

Figura 28

48



Cuando el qrafico es regular, la formula para el nurnero de lados en funcion del

grado local, se reduce a

donde p=p(AJ)= ••• = p(AII)

es decir, p es el grado local de cada vert ice. En el ejemplo

luego el nurnero de lados esta dado por la formula:

(1)

Un qrafico poligonal G se dice que es completamente regular, si tanto G co-

mo su dual G* son regulares. Pero si G* es regular, el ruimero de lados de

cada vertice de G~ es el rni smo ,

Figura 29

Como a cada lado de G* , corresponde un lado frontera de la cara donde esta di-
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cho verti ce: esto significa que cada cara de G esta limitada por el mismo nu-

mero de lados, digamos p" (ver Figura 29) .

En resumen un qrafico poligonal G que es completamente regular, tiene el

mismo numero de lados p en cada vertice, y cada cara esta limitada por el mis-

mo ruirnero de lados p •.

Cuando el qrafico es completamente regular la formula para el ruirnero de la-

dos en funcion del ruimero de lados de cada cara, se reduce a :

puesto que en G. todas las caras estan I imitadas por p. lados. Luego el nu-

mero de lados esta dado tambien por la formula

(2)
. p.
N I == ---- Nc

2

De las formulas (1) y (2) se obtiene el numero de caras en funcion del numero de

vertices :

(3)

Sustituyendo las formulas (1) y (3) en la relacion de Euler

sellegaa P
2

N = 2v

N (1 + .P: p 2
1) p. 2

y entonces
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(4) N v (2 p* + 2 P - P • P * ) = 4 P *

Como N Y P * son enteros positivos se tiene quev

2p*+2p-p.p* > 0

Sumando 4 Y multiplicando por -1 se obtiene la desigualdad

(p-2)(p*,2)<4

Para resolver esta desigualdad suponemos que ambos mimeros (p' 2) Y (p*,2)

son positives. 0 sea cuando p y p* son mayores que 2.

Puesto que las tinicas parejas de enteros positivos cuyo producto es menor

que 4 son: ( I, 1) (1,2) (1, 3) se obtienen 5 posibilidades a saber'

iJp·2=1
{

P*.,2 = 1

P * , 2 = 2

p*-2-=3

i) P - 2 = 2 !p*,2=1

iii) P - 2 -= 3 {p * , 2 = 1

Los 5 valores posibles para p y p * aparecen en la T abia I, y con ellos

los correspondientes val ores para Nu ' NI' Y Nc' los cuales se obtienen de

las relaciones (4), (l) Y (3) ,

La tabla nos muestra la existencia de cinco qraficos completamente requlares,

51



r-~--~-'-~--'---'---~--r~----.~.~-----~--
p p " Nv N I Nc Tipo

f---. ---_ ... ~"

3 3 4 6 4 T etraedro
._. I

3 4 8 12 6 Cubo
..._".

3 5 I 20 I 30 12 D'odecaedro

-ti
4 3 6 I 12 I 8t Octaedro

- i

I ! I5 3 12 I 30 20 . 1cosaedro

Tabla 1

Para construirlos se parte de un trianqulo. un cuadrado 0 un pentaqono seoun que

p" valga.3, 4 6 5 .
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La anterior discusion sobre qraf'icos poligonales completamente regulares ,

muestra la existencia de solamente cinco poliedros regulares. En efecto, un po-

liedro regular es un solido cuyas caras son todos poliqonos congruentes, de tal

manera que en cad a vertice se encuentra el mismo nurnero de lados y caras. Es

as! como el qraf ico de un poliedro regular es un qrafi co comp letarnente regular.

Los casos posibles se ilustran a continuac ion :
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tetaedro

Cubo

dodecaedro

~ -'--'--'---"~t-
./
,/

~-------.....



Octaedro

Icosaedro

EI estudio de la desigualdad cuando p (0 p*) toma los valores 2 6 1. Ileva

ados qraficc s triviales. los cuales corresponden a poliedros regulares,
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