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EL METODO DE LAPLACE PARA LA EVALUACION APRO XIMADA
DE INTEGRALES

JOSE M. CASTRO 0.

En los desarrollos asintdticos de funciones, bien sea que estén definidas por se-
ries o por integrales es conveniente usar el simbolo 0 el cual se define de
la siguiente manera :

Se dice que una funcién ® esde orden O(y) en un conjunto R, si existe
una constante K tal que para todo x que pertenece a R se tiene que
|9|< K|y]|. Sedice que 9 esdeorden 0@)) cuando -x-x, (x, esun
punto limite de R) si existe una constante K y una vecindad V(x,) tal que
9| < K|y¢| paratodo x que pertenezcaa VM R. Cuando ¢ #0 en R,
@ esdeorden O() en R cuando x-x,, si ©/y¢ esacotada en dicho
conjunto.

Existen varios métodos para desarrollar asintéticamente una funcion cuando es-
ta viene expresada én forma de una integral; entre ellos se pueden citar :

a) Método de Integracion por partes.
b) Método del punto de silla.
c) Método de Laplace .

En esta nota daremos una idea sobre el Gltimo de ellos.
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El método de Laplace. Consideremos la funcion f(x) = f:e"'h(’) g(t) dt

-o<a<b<+o, Lasfunciones k(1) y g(2) satisfacen las siguientes hipdte-

sis

a) h(t) es una funcion de variable real con un maximoen t=c, a<c<b. Fs
decir, para &> 0 existe un nimero real €>0 tal que A(t) < h(c)-¢e fue-
ra del intervalo (c-8,c+8 ).

b) A(1) es dos veces continuamente diferenciable cercaa r=¢, y h"(c)<0.
Cerca al punto ¢, Ah(t) se puede escribiren la forma
b(t) = b(c) + —”%C—)—(t-c)z + 0(t-c)3. (Las derivadas de orden impar, se

anulan) , y una aproximacion para A(t) seria :
b(t) = () + 220D (1.0)2
2!
c) g() esunafuncion que puede ser real o compleja.
d) g(1) escontinuaen t=c y g(c)#0.

e) |gl<M

N g0 PV < u eXLhe) -l giendo @>0 y dependiente de 5.

Las funciones h(#) y g(t) pueden visualizarse aproximadamente en la si-

guiente forma :

hie) g(t)

/\/~

Nl-=- ==

plv--=- =-=-=-=--
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Figura 1

El problema consiste en estudiar el comportamiento de f(x) cuando x -~ .
¥ b tiene un maximo en t=c ; cuando x es muy grande, este maximo tam-
bién lo es, por lo tanto, una vecindad pequeiia de 7= c da la unica contribucion

importante para  f(x) .

Veamos un ejemplo

~ L2
™ dt m>0. Fntonces I=2 [ ¥ t™ar,
5 2]

2
00
Sea I= [ ¥t

“00

2:

Hagamos «x1¢ u , entonces :

. m-1 _(r}:+1) L(mil
[=2 (et y2 x 2  du= I"(i;——l-) x 2
L8

N~

Cuando x toma valores muy grandes la contribucion a 7, para valores de ¢,

que cumplan la condicion || > —1: log x , se puede despreciar. En efecto

Vx
log xA/x 2 _ log x/\x ol
r-f e X | |Mdr=1-2 | e t"dr =
-log x/\/x 0
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=Zf e Xt ym gy = f H, 2 X 2 du — 0
log x logzx
v

cuando x > .

Luego, la idea de despreciar las contribuciones gue no estén en una vecind ad

muy pequeiia de ¢, es muy razonable, observando la figura 2y el hecho que

,/‘

Al=== == - - - - . _

c-d
Figura 2
) ) x[blc) - a]
[ e git)dt + [ e gt)dt | < M(b-a) e ;
a c+0

en donde « es un nimero mayor que cero y que depende de & .
Ejemplo 1. Encontrar un desarrollo asintdtico para la funcion :
% 42
fix) = [ et +Xt gy,

(o]
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-t2+ xt

Solucién . La funcion e dt tiene un maximo en t= —é—x Hagamos
t= .;-xu y tendremos :
2
2 S 1 2
-t 4 xt 08 X Lifdi, Ciy )
1= [e dt=i,\fe 2 2# 3 du .
o] 2 (7]
Haciendo z=1+v se tiene :
2 2
;% E—(-1/241/2 v°)
I= =x {e 2 dv
2
22 el a? ol
"ixe4 fe 4411/~-—xe4.\/4"-\/;('
2 . "
x2
o0 -12+ xt e
[ e dt /7 e
(0]

Se puede dar una especie de receta, para el desarrollo asintotico de una funcion
definida por una integral, cvando &, el radio de la vecindad de ¢, es muy peque-

fio. (Ver figura 2).

c+d v p(1) r
f(x) =~ [ e g(t) dt 6 pequeno .
c-0 )
c+d x h(1) L
= glc) [ e dt (se ha usado la continuidad de g(#)
c-6 en c.)
o
h(s
~ glc) [ Iy H_C)afs,
-0
b’ 2
& xhlc) b(c)s + 5—c)
- 2ie) fel CHEISETDS 4 (Desarrollo de

Taylor ).

(s7)
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Nota: Sabemos que A’(c) =0 yque A*(c)<0. Despreciando los términos mas

, 94 s .
alla de s< enlaserie de Taylor, se tiene

h'l
ch(c) + 2
5 e¥hlc) +x 5

f(x) = glc) [ e ds .
-0

1 ”” 2
A\'})(C) oo Z—X b (C) N

~ glc) e [ e ds .

o0

Evaluando la integral se tiene finalmente :

b(c)
fx) = gle) € . fE2E
xh"(c)

Ejemplo 2. Como

00 o]

. -t -t xlogt
I'(x+1)= [ e t7dt =- [ e e dt
0
-t +x logt
= e £ 4t

9]

. -t+x log t -xv + x log(xv) x(-v+log xv)

haciendo 7=xv entonces e = ¢ =e ,

luego h(w) = -v+logxv , bh'(v)=-1+ s, y b)) =- -1-5— . h(v) tie-
v v

ne un maximoen v =1,

Entonces :
> oty ¥ xv+xlogv+xlogx x+1 T x(-v+ logv)
[ e t dt = [e =X J € v
0 0
x+1 -x 5T AT x4l,'2 -x 5 L
~X e \/_"’ = 27 X e (Formula de Stirling ).
X
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Meta cientifica

Aunque en el curso de los Ultimos tres siglos las teorias cientificas han estado
sometidas a toda clase de vicisitudes y cambios, el motivo principal que ha inspira-
do a los cientificos ha sido siempre el mismo : la blsqueda de la unidad en la diver-
sidad, el deseo de Ilevar armonia y orden a lo que podria a primera vista aparecer

como un caos desesperante de hechos experimentales.

A. d’Abro
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