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EL METODO DE LAPLACE PARA LA EVALUACION APROXIMADA

DEINTEGRALES

JOSE M. CASTRO O.

En los desarrollos asintoticcs de funciones, bien sea que esten definidas par se-.
ries 0 por integrales es conveniente usar el simbolo 0 el cual se define de

la siguiente manera :

Se dice que una funcion cp es de orden O(t/;) en un conjunto R, si existe

una constante K tal que para todo x que pertenece a R se tiene que

I cp I ~ K It/; I. Se dice que cp es de orden 0 (ljJ) cuando' x ...."o (xo es un

punto limite de R) si existe una constante K y una vecindad V(xo) tal que

I cp I ~ K It/; I para todo x que pertenezca a vn R. Cuando ljJ:f: 0 en R.

cp es de orden 0 (t/;) en. R cuando x ...."o : si qJ / W es acotada en dicho

conjunto.

ta viene expresada en forma de una integral; entre ellos se pueden citar

Existen varios metodos para desarrollar asintoticarnente una funcion cuando es-,
a) Metodo de lnteqraclon por partes.

b) Metodo del punto de sill a.

c) Metodo de Laplace.

En esta nota daremos una idea sobre el ultimo de ellos.
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EI metoda de Laplace. Consideremos la func ion I(x) = J exh(t) get) dt ,

a
-00 < a < b < + 00. Las funciones h(t) y st» satisfacen las siguientes hipcte-

sis

a) btt) es una funcion de variable real con un maximo en t = e, a < e < b. Es

decir, para 0> 0 existe un ruirne ro real E> 0 tal que h(t)::; h(e) - E fue-

ra del intervalo (e-o ,e + 0 ).

b) h(t) es dos veces continuamente diferenciable cerca a t = e, y h"(e) < O.

Cerca al punto c , h (t) se puede escribir en la forma

h(t) = btc) + h"(e) (t-el + O(t-e)3. (Las derivadas de orden imparl se
2.'

anulan) I y una aproxlmacion para h(t) seria :

h(t)=h(e)+ h"(e) (t.e)2
2.'

c) g(t) es [Ina Iuncion que puede ser real 0 compleja.

d) get) es continua en t = e y g tc) i o.

e) I s I::; M

f) !g(t) eX h(t)!::; M eX[ bl c) - a] ~ siendo a> 0 y dependiente de O.

Las funciones u» y get) pueden visual izarse aproximadamente en la si-

911iente fo rma

r>::>
I
I

I

I
I
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Fiqura 1

£1 problema consiste en estudiar el comportamiento de I(x) cuando x -> 00 •

eX bit) tiene un maximo en 1= c.. cuando x es muy grande, este maximo tam-

bien 10 es, por 10 tanto, una vecindad pequefia de t= c da la unica contribucion

importante para I [x} .

Veamos un ejemplo

00 2·
Sea 1= J e·xl [11m ell

'00

00 2
m?- O. F.ntonces 1=2 r e-xl 1m ell.

,0

2'Hagamos x t = fl I entonces

m-L 1 .en+1) _( m+1)
I = 2(e -fl ;;2- x 2 du = T' ( m+ 1) x 2

o' 2 . 2

que cumplan la condicion

Cuando x toma val ores muy grandes la contribucicn a I~' para valores de I,

I II:> _1_ log x I se puede despreciar. En efecto :
VX

log x/V; 2
I-f e-xtj/\mell=I

-log x/V;

log xfF ·2
2 J e -x I 1m dt

a
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2
= zf e-xt tm elt

lss:s.
VX

(.!!!::.J.)r e »; 2
2 r-

log x

_(m+l)
x 2 du

cu ando x -e 00

Luego, la idea de rlespreciar las contribuciones que no esten en una vecindad

muy pequefia de c , es muy razonable, observando la figura 2 y el hecho que,

\

C_ d' c c + ,l b

Figura 2

CoO x bt t) b x bi t) x[h(c) _ a]
! r e git) dt + J e g(t) dt I < M (b - a) e
a c+o

en donde a es un numero mayor que cero y que depende de 0 •

Ejemplo 1. Encontrar un desarrollo asintotico para la func lon :
00 2

[(x) = r e-t +xt dt ,
o
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Solucion , La func ion
2-t + x t

e dt tiene un maximo en Hagamos

t - 1- - x /l
2

y tendremos

00 _t2+xt
1 = J e dt

o

Hacienda u = 1 + v se tiene

2
v2)1 -~( -1/2 + 1/2

1 = -x J e 2 dv
2 -1

2 x2 v 2 2x x--- J 4 TT1_1 4 J 4 dv 1 4-x e e ,., - x e
2 2 x2

2x

";7; e 4

Se puede dar una especie de receta, para el desarrollo asintctico de una func ion

definida par una integral, cuando 0, el radio de la vecindad de c , es J11uy peque-

no. (Ver figura 2).

c+o x bt t)
[t x) J e r» dt

Coo
o pequefio .

C+o x bi t)
g(c) J e dt

Coo
(se ha usado la continuidad de g(t)

en c.)

o x h(s+c)
f e ds ;
-0

g( c)

h" 2o x bi c) + x b'Lc) 5 + pc) 5

J e! ds

-0

(Desarrollo de
Taylor ).
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Nota: Sabemos que h'(e) = a y que h"(e) < o. Despreciando los terrninos mas

alia de 52 en la serie de Taylor, se tiene

b"o eX h(e) + x - 52
2

[Lx) '" g(e) f e ds .
-0

gt c)
xh(c)

e

.!..X h"(e) 52
f e 2 ds .

Evaluando la integral se tiene final mente

xbt c) ~7T[t x) gee) e
-x h"(c)

Ejemplo 2. Como

00 -t
r (x + 1) == f e t x dt --

o

00 -t x log t
fee dt
o

'XC -t u- x Log t
f e dt
o

hacienda t== xv entonces
-t c » log t <xo s- x Log t x o ) x t-u v log x u)

e e == e

luego bi») == - v + log x v h '(») = _ 1 + 1
v

y h "L») = - 1 . bi u) tie-
v2

ne un maximo en 'v = 1 .

Enton ces :

00 -t xret dt
00 -xv + x log v + x log x x-s-L ':" x(-v+ log v)
f e =X j e dv
o 0o

XX+1 e-x J 2 7T

X

x+l,.'2 -xX e, (Formula de Stirling ).
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* * *

Meta cientilica

Aunque en el curso de los ultimo s tres siglos las teorias cientiflcas han estado

sometidas a toda clase de yicisitudes y cambios, el motivo principal que ha inspira-

do a los cientificos ha sido siempre el mismo : la busqueda de la unidad en la diver-

sidad, el deseo de llevar armenia y orden a 10 que podria a primera vista aparecer

como un c aos desespe rante de he cho s expe ri mentales.

A. d' Abro
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