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POL/NOM/OS DE TSCHEBYSHEFF

YU TAKEUCHL

1. /ntroduccion.

En la maternatica pura Yy aplicada se usan varios polinomios, por ejem plo, los
polinomios de Legendre P,/X) , los polinomios de Hermite H,/X) ,os polino-
mios de Laguerre L,/x), los polinomios de Jacobi G,/X) , los polinomios de
Tschebysbe.ff  T,/x), los polinornios de Lomme | R,/ X) etc. y todos ellos estan
estrechamente  relacionados con alqun tipo de ecuaciones diferenci'ales de segundo
orden. Los polinomios de Tschebysheff pueden ser estudiados a nivel elemental,
razon por la cual los libros apenas mencionan sus nombres 0 algunas propiedades
sin dar detalles [1], [2], [3], [4], [6] a pesar de tener gran utilidad en muchos
campos de la matern atica aplicada. En esta nota, daremos un desarrollo completo
de los pol inomics de Tschebysheff con el objeto de facilitar sus aplicaciones, 0

para satisfacer la curiosidad de algunos estudiantes.
2. Polinomios de Tschebysheff, Tn y Un'
Por trigonometrfa  elem ental sabemos que:

cos 28 =2cos 20-1, sen 2 ) =sen €(2 cos )



cos3 e‘4cos3e-3 cos e ,

sen Lt) = sene (4 cosze-l)

cosg. e =8 cos? e - 8 cos2 +1

, sende = sen e (8 cos3 e - 4 cos e),

etc.

Estas formulas nos sugieren que en general

COS ne puede ser expresado como

un polinomio de grado i de COS €, y que

sen ne es el producto de sene vy

un polinomio de grade n-1 de cos e. En realidad, es tacll demostrar este hecho

por induce ion.

Supongamos que

cos nO= Ticose), sennB = sen H>5n_/cose) Q)

donde Tn, es un polinomio de grado

N, y 5n_1 es un polinomio de grade n-1.
Entonces

cos (nh+1l)e = cos ne cose - sennB sene

= Ticos e€) cos e - sen2 e . Sn_1(cos ()

= Tn(cos e) cos e - (I —cos2 e) 5n-1 cos e),

2

sen {n.+1) (J=sen rie cos e + cos ne sen e

= sen € 5071 (cos e) cose + Ti cos e) sen e

= sene- 5n_1(cos(J)cose+ Ticos  e)sene

='sene[cose- 5n_q(cose)+ Tr/cos en 3)

Observandose que cos(n+1)e esunpolinomiodegrado (n+1) de case,

y sen(n+l)(J esunproductode sene yunpolinomiodegrado n. de case
respectivamente. Ademas, haciendo X = cos e se oblienen las siguientes formu-

las de recurrencia para Tn y 5p:



(4)

Por otro lado, podemos encontrar las expresiones de T, y 5,, como sique:

Utilizando la formula de Euler tenem os

En la primera sumatoria aparece {i sene)k mientras que en la segunda aparece
(-isen ())k, razon por la cual cuando el subindice k es impar los terminus co -
rrespondientes  en las dos sumas se anulan, lueqo solamente apareceran los subin-

dices, digamos k> 2h, obteniendose aSlI

p <ni? n-2h oh <up . n-2h
cosn()---.[.1 (n)(cose) [i senti) '+1 (Il%(cose) (-isf'n(l)
2 h=-0 2h h=0 2
T nf2 1-2h  2h 2h
-1 22, (1!)(cosed @) (.~elle)
2 h=0 2h
<n/2 2 2

:::H' (_l)ig 2.;) (cos e)d_ n(i—cos o)
0 0

donde e! suoindice h. torna los valores

g si  t es impar
h=(,1,2, .. , { 2
L g si n es par.



Usando (1) y (5) y reemplazando  x por cos e se obtiene una expre sion para el

polinomio  Tix):
®)

El polinomio  Tn dado en (o) se llama polinomio de Tschebyshet] de grado

o futlciotl de T schebysheff de grado n de primera clase

Por otra parte, usando la formula de Euler

1 ine ~-ina
sen n@=2le - e I

. n
:-2 ! %_cose+tsene)-(cose-l,sene)
i

=]

n-k . kK n n n-k.
t ;;) (cos e) ti sene) E (k)(cos e) (-tsene)]

k=0

los terrninos correspondientes  a subindices pares se anulan . y quedan

Esta vez,
uni camente los terminos can subindices impares, digamos k =2h +1, obteniendo-
se
L <z n-2h-] )2h+1
sennny=-"72L cos e) < (t sene
2t h=o (2h+1) ( ) (
<n2 2h n-2h-1 2h
=)~ t )i  iicos H} (sene)  sene
i h=o0 2h+1
<n/2 h n-Zh-1 2 h
=sene ~ (-1) téh ) (cos e) (I-cos  €) 7

donde el subindice h toma los valores



¥ si n es impar

h==0.12, e [n_L Si n es par.

Usanda (1) y (7) Yy sustituyenda x par cos e se obtiene una expresibn para el po-

linornio  Sn_Ix):

<n/2 h n-2h-1 2 h
Sn_Ix) == -1)) ( n ) x (I-x ) 8)
h=o0 2h+1
La funcion senni)==sene Sn_lcos e) ==~ sn_/%)  se llama j"uncion de

Tschebysheff ~ de sefumla clase vy se acastumbra denatarla par Uix), a sea

Un~) = V& -x- 5n-17) C)]

3. fcuacion Diferencial de Tschebysheff . ([7] ).

Es bien conoc ido que las funcianes senni) y cos ne satisf acen la ecuacion
diferencial

(10)

Hacienda la sustituc ion x==cose tenemos

LX.: Ih. x = sen & dy

de - dx d dx

2
9 r-— ——(E—sene—.) dv:
de2 de



por 10 tanto

2
senze'd...r - cos € d +n2y =0 ,
dx2 dx

0 sea

(11)
Esta ulima se llama ecuacion diferencial  de Tschebysheff y posee como solucio-

nes independ ientes las des func iones de T schebysheff

(12)

4.  FormulaExplicitapara Tn(x). ()]

Supongamos que la ecuaciébn de Tschebysheff  (11) tiene una soluciébn en serie

de potenci as de X :

y=Ao+AIX+A2X2+ o A e = S (13)
entonces
STV e M k(D) A xK2 (4)
= X = - xK-
T e Y7 N k

Reemplazando (3) y (4) en (11) tenemos

50 K2 =" kK DA Ly k=" KA L Ky 2y K 2o
o KA xR oc KT e K a2 Kz



Comparando los coefic ientes de  x k tenemos

(lc+2)(k+1)A K +2 =\k(k-1)+k-n21Ak (k=0,1,2, )
0 sea
_ k2 n2
Ak+2 T (kDK +2) Ak (k =012 e ) o (15)

De (1S) se observa que si Aa = 0 entonces

por 10 tanto todos los coeficientes pares son nulos, Yy los coeficientes impares son:

A3:Ii§%5 A-

Yy en general

A2 +1= (-0°%% -0 X5 +0 ) £22:0%%0 1 AL
p ep+]1)!

As!, pues, tenemos una solucian impar de la ecuacion de Tschebysheff

= ::A[x.~x3+(ngl 2 2 2)(ﬁ2)
Yl 1 3! 5)

De manera similar, si A1=-0 se tiene que todos los coeficientes impares son



nulos, y los coef icientes pares son:

y en general

A, =l Cof % 1ee2t 0% A

p (2p} !

Obtenemos asi una solucicn par de la ecuac ion de Tschebysheff

+ (I 0?22 . 1n? (2p 22l x2P +.. a7
2p !

Si n es impar, la solucion impar es un polinomio de grade n, si N es par la 50-
luc ion par es un polinomio de grado n, Como T,/X) es la iinica soluclon de la

ecuacion de Tschebysheff (salvo un factor constante), las lorrr ulas (16) 0 (17) nos

dan la expresicn explicita del polinomio Tix) para un valor adecuado de A]
ode AO' Si n es par,
T = T = (Qn/2
T - = o=
n(cos > cos n -5
reen.plazando en (17) X por Cos!!..2 = 0 se tiene
- =
Tn(cos...z.) A0 ,
0 sea



Luego la expres ion de T [ %) para n par es

Si n es impar,

lim cos M6 ; nsen nt . .
= lim === 2 Regia de L'HopitaiJ
8- 1712 cos € 8>172 sen 8 (Reg P
n-1
=nsen!lll.. =n(-l) -2-

Oivid iendo (1&) por x Y tomando el I[mite cuando x = cos g . cos!!-2 =0

tiene
. In (cos &) = lim. 2 2
lim A= . Al [1-~ x+ .. 1= Ar
€. 171 I 3!
0 sea -l
Al = n(C1)2

Luego la expresibn de Tix) para N impar

N 122_12 212 2
T =n [- 1)-“L-rl-[ X - -1 3+ f12(__.n2- 3)2 x 2.
n 31 51

La expre sicn de Uix) se obtiene inmediatarnente utilizando la identidad

!.' I (cos ri€) [~

n. ax (]3]

J li Trl;)
=- - (. 1 €)
v dx

De 06) y (17')

se

(16"



i) Si ri es par

-1~
U =2 ! 1x2. nx [1- 22 x.3,- mz-z ijzit 2) xS_ .. 17
n 3! ~SI
ii) Si n es impar
1 (16t0)
°
Ahora hallaremos el coeficiente de x" en T./x). Si n es par el ultimo coe-
ficiente del polinomio (17 es
Conzpaanz p2n*2%m% 4% o w2 %y
n!
= o2 +2)(n-4)n +4) .. 2(20-2)
n!
= n24 .. (0-2n(n+2)(n+4j = (2n-2
n!
= 22-1pd ) =2n1 (18)

n!

Si n es impar, el ultimo coeficiente de (16" es

_n-1. n-7 2 2.2 2 .
DENTIED-r (0 -1 ) =83 ).. ip-n2) | ]
n!

__ n(-1)(n+1) (0-3)(n+3) .. 2Qn- 2)
nt

_ n24 . (n-D(n+1) .. (2n-2
n!

10



20410 A 2151 . (19)
1]

Para obtener la expreshin  del polinomio T,|X) en forma de potencias  descendien-

tes, reemplazamos  sucesi vamente Kk por 11-211-4-11-6, ... n2j en (15 vy
multiplicamos los resultados  miembro a miernbro obteniendose
A -:::(-nI n(n-j-1)(n-j-2) = (0-2j+1) A
~~ o ? 11,
J2-1

Observando  (18) y (19), vemos que An:: 211-1 en cualquier caso, luego

An-2j (- AL0U-DA-j-2) o (1020 £1) 2111
if 22

(Y ool 1 n-gin 1L, (1D 20y
2. (- 2) 2]l 2(n) .

Por 10 tanto

) - 11 n_ 11s 2113 , 112 + n(n-3)2n-S o 14

5. sen ne, cos ne como funciones de sen e ¢

Si hacemcs la sustitucicn x:: sen € en la ecuacion diferencial (O), obtene-

mos

i de dx

d2y = - cos € b +cos € S(b) dx
ax dx dx  de

11



por 10 tanto

0 sea
-X 0 . (21)

Esta ultima es identicamente igual a la ecuacion (11), por 10 tanto el Y1 vyel Y2
dados en (1b) y (17) son dos soluciones independientes de la ecuacicn (21). Te-
niendo en cuenta que sene es una funcion impar, la soluc ion Y1 dada en (16)
debe ser igual a sen ni) ,y la solucion Y2 dada en (17) debe ser igual a cos ne

para los valores adecuados de AD y Al. Si e -0 entonces x=-snO =0,

cos n0) =1, aslque A =1 para que Y2 en (17) sea igual a cos n €

(22)
donde x =sen e
Dividiendo  t.Ibi por x vy tomando limite cuando e ..0(0 x=senf} .. 0
tenemos
Lm  sen nH= Lim JL= um A ™1 2+ .. 1= Al
€-0 sene x-.0 X x..0 1 3!
luego
Por 10 tanto
(23)

donde X s-sent) e

Derivando la expresion para cosnH dada en (22) con respecto a X :

12



e cos nQ = d)!(i...(cos nQ) éj()x = cos (). b)((cos n Q)

0 sea

[x = sen H}

En (23) se observa Que sen n() es un polinomio de grado n de sen () Si n es
imparyen(24) seve Que senn()/cos() esunpolinomiodegrado n-1 de

sen () Si n es par.

6. Funcionesgeneratricespara Tn(x) ypara Un(x).
- _ i0
Sea 7 =r(cos () + isen())= re ,Si Izl=r<1 tenemos
"™ oz =™ ;mo-2=-L 1=~ (25)
n=1 n=a z-1 z-l
pero
X
=.(.rms..().-r3)i' irsenyg (26)

1e2r cos f +r-2

Observando (25) y (26)

- co

.(_rﬂﬁﬂ-_al)i'.i.me:I MeinBB=1 rm(os n() +isen n@3), (21)

n=1
? =
1-2rcos € +r. n=1

13



y comparando la parte real de la identi dad anter ior, obtenem os

2 _ 00
rees e~ = L M cos ne. (:28)
1-2rcose+~ '
Por 10 tanto
2 [-2 + 2y 2 2r" ?
A ., = (l-2rcosedr )+(2rcose-2r-) 1+2L racos IMApI
1-2rcose+r? 1-2rcose+r2 1/=1

En (29), haciendo x = cos e , cos 1k = T,/x), se obtiene la siguiente identidad:

1 2
- To() +2 g0 FILT ) (30)

1-2rx+r2 =

. 1 2 . .
donde Tix) =1, la cual nos muestra que -r 2 es una funcion ~eneratriz
1-2rx+r

Comparando la parte imaginaria de ambos miembros en la igualdad (27) vemos que

11,=1

rsen € = 1 (31)

Dividiendo la identidad anterior par r Yy haciendo x = cos e , SennB = UiX),

se obtiene la identidad siguiente

(32)

1-2rx+xZ

luego la funcién V" X _—;y

1--2rx+r

es una generatriz de Un'

14



7. Formulas de recurrencia para In y Un.

De la primera ecuacion de (4), despejando 5L 1  tenemos

reemplazando esta expresi6n en la segunda ecuacion de (4)

0 sea
(33)
Despejando  Tn de la segunda ecuaclon de (4) :
reempl azando esta en la primera ecuacién de (4)
0 sea
5,%1(x) - 2x 5ylx +5y5.2(¢ =0 (34)
Multiplicando ~ par Fx2 , y teniendo en cuenta que U,/X) =.iJ__)$E .Sn_Z [x)
se obtiene
U 00 - 2x Uptg() +Uix) =0 -« (35)

(33) y <35 son las forrnul as de recurrenc iapara Tn y Un

15



8. Ortogonal iefae/efe Tn y Un'

Usandp la ortoqonalidad de las funciones cos n B
; © s ..
f cos e cos ke de =] 772 si ASl "0
o
177 si n=1=0
y efectuando la sustitucion x=Cc0S e dx =-sen e de = - jl---:;:Fd e

= Tic ose) = Tixt,cas ke= Tie(cos lee) = Tlx) ,

obtenemos
f77 _ l.1 _ f1
o cos ne coslee de = 1 Tn{x) Tielx} (-yr_)_((12>_.< ) = ' Tn[x} T|e(x)~\-/’_:t1

de donde se obtiene la siguiente relacion de ortogonafidad para los polinomios
T schebysheff
0 =i n~ k
! 2
fT 00 Tl gl = 12 si n=lefo
-1 n p_

T7 si  nh=le=0.

De la misma manera, la ortogonalidad de las funciones sen ne

r

de

(36)

77 J 0 si n~ le
f sennBsenkOdB =
) I 7712 si n=le~ 0
nos conduce a la siguiente rel acion de ortogonalidad para las funciones UiX),

por media de la sustitucio n

_ _ ~dx
cose=x,de =- .TI’»

16



seri Ic H= Ulx)

senke= U,Jx) ,
si nf- k
(37)
si n=kf-O
Formulas explicitas para Tn Y Un
Sean x =cose . 1 -= cos.l-2 e entonces
Tix)=cosne
(38)
ya que
1+x=1+cose = Zcosz“ée =2 ¢ ,
1-x=1-cos € =2sen2.h.8=2(1-12).
Par atra parte, tenemos la siguiente identidad
2n o220 n 1 3 2k-I 1 3 N2kl .
(2k)= @n)l (k)(n-2-)(n"'2J . (n--2-)-(n-"2)(n-7j) wo [n> 2 ),
pcr 10 tanto
. . 2n~, , k n 1 3 .2kl 1 3 Zn-Ztc-L
T/ = L LD () () (-2 - = YH ' -2)" (n--)-- )
k'="u
(1+x,k-112 \] (39)

17



Teniendo en cuenta que

1.1
—dn(l—xz) n»-%’= Elln I +x n_2(1—x} n——2 I
dx! dxn
n 3 2kA| n—k——1 n-k 3 2n-2k-l k——1
=" ol 2L - Ffite 20) "M L 0 2R k2
k=0 k 2 2 2 2 2 2 .
(40)
De (39) y (40) : o

7 (= My 2n Ny _d 2 n-l
0= (1-x¥ dg?nox) >

n

ya que
2 1/2 n-k-1/2 k-1/2 n- k
(-% (1+x) @-x) =(@+x) (1-x]

-k k
1= )" (1)

Para encontrar rna formula similar a (41) para la tunc ion U/X) utilizamos la si -

guiente identidad

T (x) = cosnil= L i:.senne=...1..Li:...U | d
n() ¢ ndx n[X) ée

En efecto, se tiene
Frr: dna x2) re-1/2

t- Dn Vfl—x2 - 1 V;!$(2 —dLJ (x),

18



0 sea

n-1/2
dix) 2
1.3.5... (2n-1)

Integrando (42) y teniendo en cuenta que Vil) = 0 se obtiene

Upo= (ol n
1.3. 5.. (2n) dx n-l

Las rakes de cos n() enel intervale [0, m son

0=1..,.1L + 1+l L - p T
2n 2n n 2n n 2n n
por 10 tanto, las rakes de Tix) = cos n() = cos In (cos-lx)) son:

Como Tix) es un polinomio de grade n , existen a 10 mas n raices;

las n rakes dadas en (44) son simples, y estan todas entre -1 y 1.

Las rakes de sen n() enelintervalo [0, M son:

o, T 2 3 Y eee nda. . 4
n n n n
por 10 tanto, las rakes de Uix) = sen n() = sen {n cos-1 x } son
lcos "1 cos ‘1_2” , COS 1 3n ey cos L Nga -1

ti ti ri ri

(42)

(43)

entonces

(45)

19



re-
Sabemos que Uix) =] 17 s es un polinomio de grado n-],  por 10

tanto  Uix) tiene n-] raices entre -1 y ], lueqo las (n+]) raices dadas

en (45) son todas simples. °

Valor del producto sen.!l. sen sen- o1 sen-"1 77
n n n n
Lasrafeesde senne enelinlervalo .!!..5..) son
2
+ M2 g T (si n espan)
2n 2
0,0 =1L . ~
n n - .
* 2?, 7, J_,_f‘z] 7 (- n es impar),
n

entonces las raices de la funcibn  sentn.sen-] x} son

+Sen"-277, ] (si n es par)
2n
0, +£senll., sen277 , ,
n n n-3 . .
+ sen - 7, +sen n177 (si i es imparl,
2n - n

Si n par, de (24) se concluye que la siguiente funcién

sen QB sen(nsen-]x)
sen € cos € XJ17

es un polinomio de grado n-2

sen nO 2 2
=n[J-~
senB cos t) 3

Este polinomio tiene n-2 raice s simples a saber

20



t senl!l.., t sen~, ., tsen m 47)

n-2
2n
El producto de estas n-2 rakes es igual a

_ ;::T’rl_~r_r1 = (-1) "/2_ B CLLW R | _

coeficiente  de x'- L {ri2-2 2)(n 2-4 2),._ 1n2-(n-2r ’?I
= ( _1) ni2 _ [n'CLI)I -
[n+2)(n-2)(n +4)(n- 4).. (@2n-2) 2

n/2 n(n-1)' n/2 i
24 ! i (1) ,n-l “8)
4 .. (n-27 nin.2).. (2n-2)

-1
2

En caso de ser n impar, de (23) se tiene que la funcién

sen pg) sen (nsen! x)
sene sen €

es un polinomio de grado n-1:

sen nB

1
=]

sene

Este polinomio tiene n-1 raices simples . a saber

tsen E:, + sen- 2n s weey +oSEN '02-n1 7 (50)

n n

El producto de estas n-1 rakes es igual a

1 ?‘1“ n!

- n-1=1t1 22y 2= 2 wran 2y m S 2
coeliciente de x {n - -3)..\n -(n-2) |

21



e n! wl (51)
={D-2- O+Ho-}n +3}n-3) 2n-2)2

De (47), (48), (50) y (51) tenemos

sen-.T  sen 2 sen-3TT sen.-TT = _n (52)
n

n ri n n 2_
ya que el producto anterior es positivo.

Nota 1. Si n es par, el producto (52) tiene un factor mas que el producto (en va-
lor absolute) de las rakes dadas en (47); este factor sobrante es 1 y no afecta

el valor final.

11. Caracteri zacion cJe los pofinomios  cJe T schebysheff .

I. De la expresion (20) se obtiene

< n/2. . 2.

-I-T O=xit+—I C 1/ (ndHex- J (53)

2n-1 e 2nj=] n-j j
Como Tix) = cosin. cos-Ix), el valor maximo del polinomio (53) en [.1,1] es

n-1 ! n-1J :
1/2 Y su valor mmMIMO en el mismo intervalo es -1/2 '0 sea que el maxi-
n-1

mo del valor absoluto del polinomio (53) en [-1,1] es ]2 . Sea f cualquier

polinotflio unitarioc de grade n :

nit n-1 n-2
I(X) = x <x +a2x +... +a X +a (54)

n
Si ){(X):j T/ 2 entonces el maximo de |f(x) | en [-1,1] es siempre

n .
mayor que 1/2 ,0 sea que tenemos la siguiente caractenzacion de los polino-

22



mios de Tschebysheff

Sea [ un polinomio unitario de grado n, entonces el valor maximo de 1[(x) | en

[-1,1] es minimo cuando  [(x) = 5l .

Demostracion. Supongamos que
|[(x) | < 1 para todo x E[-J, 1]
- 2 n-}
0 sea
(55)
Entonces
1 }
[ (X) =200 TiX) +I1[(x) -203 T./x) |
“on- o)tk (56)

donde g(x) = [(X)-2'!'-1 T,X) esunpolinomiodegrado wil.

El polinomio T,/X) =2zl COS [n COS-1X) tiene maxirnos 6 minimos en n+ 1

puntos del intervale cerrado [- |, 1]. Sean
l1-a <a<a<. <a<a =1 (57)
1 .2 3 n n+1

los puntos en donde Z);-_.lTn(x) tiene un maximo O un minimo. Para mayor senci-

llez, supongamos que n es par, O sea que 2 T,/-1) = 2=-1 (maximo); enton-
ces :
1 T()= I-T(a)= I-T(a)= 1 (valor rnax.)
2n-t. )1_ T(.')n-t_ -I;1( )3 2n-1 n 5 2n:
1 (58)
1- T@)=-1r @)= | T (a)= - .
2 not n( 2) 2nT n( <1) 2nT n( 6) - =2n-1 (valor  min.)

23



De (55) Y (56) se tiene

1 . 1 T+ () 1
-2nt S 2p-a n o g ak’ ~ ZnT

Reemplazando (58) en la desiguafdad anterior se obtiene

() si k es impar: oL/ +g@ )< '21'”1"'1, 0 sea

@iy si k es par: 244 S - 204 + g(ak) , O sea, g(ak);::: 0.
Esto es
(59)

La cond icion (59) implica que la funcion g tiene n rakes (Nota 2) ; como ¢
es un polinomio de grado n-1 esto es imposible a rnenos que g sea identica-

mente nulo. Lueqo

Nota 2. Si en fa condie ion (59) las desigualdades son estrictas, es decir

g(a1)<0, g(a2)>0 g(a3)<0,g(a4)>0,...,

entonces es evidente que g tiene una raiz entre ak y ak +1 (Teorema del Va-

lor Interrnedio) vy por 10 tanto hay n rakes en [a 1’ a I]. Generalmente  se
. n+

demuestra la existencia de (por 10 menos) n rakes de g bajo la condicion (59)

usando induce ion con respecto an:

Si g() =a 0 g(@)= a entonces s tiene por 10 menos una raiz en [al' a2l-
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Si g <O Y g@& >0, porelteorema del valor intermedio g tiene por

10 menos una raiz entre a1 v a2 .

(i) Supongamos valida la afirmacicn para 1,23, .. ,«, Sean

a<a<ac< ... <Ci<Ci <Ci
1 2 n. n+] n+2

gCh<_ 0, goCy 0, g@g O

Cons iderarnos dos casos

@ S g(Ci)k t- 0 para alqun k ki 1, k- n+2 entonces por la hipétesis de
induccibn g tiene k-] raices en [0"] u,kJ y hay n+2-k raices de g

en [0 ,a ] entonces habra k-1 +(n+2-k) = nv ] raices de g en

(B) Supong amos ahora que

g ) =g )=g@ )=.. =g@ )=g@ _)=0.
2 3 4 ri n+1
Si g©) =0, 0, si algunas de las raices 0, 0, ™ a son multiples,
1 2 3 nv]
entonces es evidente que g tiene par 10 menos n+1 raices en [al, a +2J.
n
Podemos entonces suponerque g(a )< 0 Y Ci,aa B son las
1 2 3 4 n+1
unicas raices simples de g en (a , a +1J. Entonce s g debe tener por 10
1 ri
menos una raiz en (0 ,a a que
( i+l n +2] yad
t') si n es par, es decree iente en o a J>0 Fig. 2) .
p 9 N+l y 9¢( N2 2 (Fig. 2)
(i) g [ e creciente en a o: <0 Fig. 1) .
si n es impar, g e€; ey Y 90: )< (Fig. 1)

N6tese que la ultima raiz puede ser a
n+2
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Par lotanto, g tiene por la menas n+l rarces en [al.o: n+)

U ——-(—

Fig.l (n impar)

ulii.m« rai:

- (0<I'LY) ~ 9

Fig. 2 (n= par)

Il. De la definicion de los polinomios de Tschebysheff, se tiene que 1jx) to-

ma maximos locales 0 minimos locales en n-l puntos en el intervalor (-1,1), Y

que todos los valores maximos son iguales a 1 vy todos los valores rninirnos son

iguales a -1. Reciprocarnente, se puede demostrar que (ver [(,] ) :

Sea | un polinomio de grado =« tal que

(i) f tiene extremos locales en nq puntos diferentes,
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(if) todos los valores ttlaximos de { son iguales y todos los valores mfnimos de

{ son iguales.

Entonces {es de la forma
[Ixt =a+bTHhax +@3) .

Esto es, { es el polinomio de Tschebysheff salvo una transformac ion de primer

grado.

Referencias

[1]1 Erdelyi, Magnus, Oberhettinger, Tricomi. Higher Transcendental  Functions,

Vol. Il, pp. 183-187, Mc Graw Hill, 1953, New York.

[2] Jahnke Emde Losh. Tables of Higher Functions. sSixth. Ed. pp, 96-98, 1960

Mc Graw Hill, New York.

B8] Sansone. Orthogonal Functions, 1959, Interscience  Pub. 1959.

[4 The international Dictionary 01 Applied Mathermtics, p. 129, van Nostr and
Princeton,  1960.

[5] Yoshida, K. Diccionario de Materr~.tica Aplicada (en jaoones) pp.364-3b5, Maru-

zen, Tokyo, 1957.

[6] Takeuch i, Y. "Pollnomios Quetoman un 5610 valor maximo y un 5610 valor minimo",

proximo a aparecer en el Boletin de Matematicas, Vol. VIl No. .

[71 Bromwich T. J. An Introduction to the theory of Infinite  Series, Second Ed.

pp. 202-208, Mc Millan, London, 1955 e

27



