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ALGUNGS TEMA S CE INVESTIGACION A NIVEL EL EMENTAL

YU TAKEUCH I

Introduccion.

En algunas ramas de la Ciencia como la Biologia, la Geologia, etc., no es
dificil encontrar temas originales de investigacion, por ejemplo ; ** una investi-
gacion sobre cierta clase de ranas de tres patas que vive exclusivamente en la
Sabana de Bogota’’. Sinembargo, en Matematicas es dificil hallar temas de inves-
tigacion adecuados a nuestro nivel académico en Colombia puesto que no existe
“matematica local de la Sabana de Bogota *’, sino que la Matematica es Unica en
todo el mundo. (; Mas aun, la Matem atica Marciana deberia ser igual a la nuestra!)
Entonces, ¢ Seria muy justo que nuestros matematicos’no desarrollen trabajos
propios debido a esta situacién? La matematica es algo como un arte moderno :
los pintores producen sus obras aunque es muy dificil exponerlas en la galeria
de N ueva York y muy poco publico pueda apreciarlas. Los que no pintan, aunque
sepan muy bien apreciar las obras exhibidas, no son pintores sino criticos de ar-
te. Las personas que no desarrollan sus propios trabajos, limitandose solamen-

te a leer libros de matematicas, no son matematicos sino criticos del arte mate -

matico. j Podran los criticos ser buenos profesores ?

4 o 4 ¢ ot 5
¢ En esta nota uso la palabra *‘matematico’’ en el sentido de ‘‘profesor de matematicas

. . . . 9
a mvel universitario .
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Veamos otro ejemplo : las personas que nunca han subido a ninguna montafia no
son alpinistas aunque hayan leido miles de libros sobre alpinismo. ; Son ellos
buenos maestros para ensefar como se puede escalar el Monte Everest? No hay
Everest en Colombia, entonces ; podra dedicarse un alpinista a la lectura de [i-
bros sin conceder el minimo interés a la practica ? Si no hay Everest, ; porqué

no buscar alguna otra montarna para su entrenamiento ? Aln Monserrate podria ser-
vir para algo. Los matematicos no deben dedicarse solamente a la lectura ; tie-
nen que buscar sus propias montafas, adecuadas a su nivel académico y abrir su
propio camino y asi evitar el peligro de convertirse en un dictafono sin alma. En-
tonces, ; como podemos buscar temas de trabajo en matematicas en nuestro me-
dio ambiente ? Hay que cuidarse de la palabra magica ‘*originalidad”’ : hay can-
tidades de temas originales que no tienen ningtn interés para nadie, por ejemplo
“‘elaborar una tabla de la funcion x"xxx seria muy original; j para qué servi-

ria este tipo de trabajo sin motivacion alguna ?

A continuacidn presentamos una serie de los temas surgidos por cierta moti-
vacion, los cuales no son del nivel del Monte Blanco ni del Everest pero aspiro

a que sean del nivel de las montafias que asoman detras de Monserrate y que

sean Utiles para algunas personas.

I. Baricentros naturales de un conjunto.

1. Motivacion.

Un dia, leyendo un libro sobre operadores simétricos en un espacio de Hil-
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bert, encontré esta frase

consideremos todos los elementos g, tales que  lim inf || K"g|| + + (1)

n->oc

Inmediatam ente me pregunté ; porqué se usa el ** limite inferior’’ en lugar de tomar

AL\ NN . . o - ’
limite superior’’ 6 sencillamente ** limite *’ ?

Sean a, = ||H" g || , n=1,2,3, ..., entonces por la simetria del

operador H se tiene

(a”)Z = <H% , H%g> - < Hk rn-kg’ H'g > - < nk H”'kg , H"g -

_oyn-k k, | yn-k | ki
<H g H" " Bg> < || Rg ||+ || H"* Rg || “ ekt Ytk

y por lo tanto mi pregunta era simplemente acerca de algunas propiedades de una su-

cesion de términos positivos, {a,}, tal que

a, < \a, . a , paratodo w,k, n> k. (2)

Si_ liminf a, %+~ existe una subsucesion acotada de 1{a,}, digamos

n o0

{as(”) }  tal que
ag,)< ™M, paratodo & (para algin M>0), (3)
Teniendo en cuenta que una sucesion es una funcion definida en N (el conjunto

de todos los niimeros naturales), es posible encontrar una extension de la sucesion

o sea, una funcién f de valores positivos definida para todos los reales positi-

vos y tal que
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i) f) = a, paratodo » de N ,

i) f(x) <\fix-y) f(x+y) paratodo x>y>0 (4)

(Esta es la generalizacion de la desigualdad (2)) ,

iii) / escontinuaen (0, ).

Como la desigualdad (4) es equivalente a
f( £2+__7) ) para todo  p,¢>0, (5)
De(5),si f(p)< M, f(g<M se tiene que f(f’-;ﬂ) < M, yen general

/(P+§n (g-p))< M paratodo », paratodo &< 2", (VerFig.l)

P+ 5(4-P P+34- P)

P+3@-0)  p+g(4-p)
P+4(3-P) P '

i P+34-p) 9

+ <+

O

2

Figura 1

Por la continuidad de f obtenemos

f(x) <M, Si x€(p,q).

De (3) se tiene que f(s(k))< M paratodo %.; como s(k) -+ cuando
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ko~ obhtenemos

f(x)< M paratodo xe(0,~),

por lo tanto la sucesion } a,{=f(n) esacotaday M esunacotadeella En-

tonces lim sup a, % x

N — =

¢ Como podemos encontrar una funcion / que satisface las tres condiciones

i), i)y iii) ?
Sea g(x) = log f(x) : por lacondicion ii) tenemos

¢lx)< 3 [eglx-y)+glx+y) ]|, para todo x>y>0 {6) ,

luego basta hallar una funcién g continua y convexa (Nota 1) tal que

glm) = log fn) = log a,

Tomando 4= i eni2) k%kﬂ)
tenemos
2
(a )" <a, [-a, |
- 4
0 sea
3(’#")
2log a, < log a .+ log a, |- gim)
gin-n '
Esto es (Fig. 2) :
eln)-gln-1) < glns1)-gln) (7)
’nhk h Y

Si definimos la funcion g en el in-

Fig. 2
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tervalo [#,»+1] en forma lineal , como sigue :
g(x) = gn) v (x-n)ig (ni1)-gln) };xﬁ'[n,n+1J n=1,2,3,..., (8)

entonces, por la desigualdad (7) se observa que la pendiente delafuncion g es
creciente, o sea que la funcién g es convexa, asi que g, definida por (8), sa-

tisface las condiciones exigidas (N ota 2) .

En la desigualdad (2), tomando n+k = p, n-k = g, tenemos

Ygvp)/2S Vg % (6°)

siempre y cuando (g+p)/2 seaun nimero natural. Dados g4,p naturales, el
nimero (g+p)/2 no es siempre natural, razon por la cual fue necesario “‘sumer-

gir’’ la sucesion ta i enla funcion 7 para la cual la desigualdad (&) es vali-

da cualesquiera sean p,q.

Sin utilizar el método de inmersion de la sucesion ta,} yapartir de las de-
sigualdades a <M, a, <M (g<p) podemos concluir inmediatamente que
a,< M(qg<r<p), sielnumeronatural r esel ‘‘centro’’ entre gy p, O
mas generalmente si » es ‘‘alcanzable’ por los centros sucesivos a partir de

los dos nimeros ¢, p . Porejemplo, si a3<M,a;;<M tenemos :

4y =83, 11)/25 Ve3-ap SvE-M=H ,

as = a3,7)/2<Vazray S VMM =M,

ag = a7 q1)/2S Moag=a3,5/2 <M
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G = a(5,7)/2 <M, ag= e, 9)/2 <M, @190= 619, 11)/2 M,
y se puede concluir que

a <M paatodo r=34,5,...,10,11 (VerFig.3).

4

Primer paso ¢

3 7 11
Segundo paso R - A " i
3 5 7 9 11
Tercer paso R M " : " . i
3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 3

2. Baricentros naturadles.

Sea A un conjunto de nimeros naturales, decimos que el nimero 3 (x + y)
(x,y € A) es un baricentro natural de A si  i(x+y) esun namero natural .
Agregando al conjunto A todos los baricentros naturales de A se obtiene un
conjunto que contiene a A el cual se Ilama el conjunto derivado de Ay se
denota 4. El conjunto derivado de A’ se denota Ay asi sucesivamente :

el n-ésimo derivadode A4, A | es el conjunto derivado de Aln-1)

Ay _aln-1)y”

Por ejemplo, si

A=1{3,15,24}
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entonces

A" =1{3,9,15, 24} A@®) =136 9,12, 15, 24}
AB)= 3,6, 9,12, 15,18, 24} A®) = {3,609, 12, 15, 18, 21, 24} - A,
Ce esta manera tenemos una sucesion creciente de conjuntos derivados :
AcA cA@caBlc ,, caMWc A+ | (9)
El conjunto A* :
A* = lim A = § AW

n >0 71:1

se llama el conjunto final de A, evidentemente se tiene :

(A*) A*

I

Si A es un conjunto finito, la cadena en (9) debe terminar en algin », o sea

que

Aln) - A(n+—1) = Aln+ 2) .

en este caso obtenemos que
A* = A (el conjunto final).
En el ejemplo anterior, A® esel conjunto final de A.

Teorema.

Sea B un conjunto de numeros naturales, si B* = B entonces B es una

progresion aritmetica.
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Cemostracion. Sea B ={a;,ay,a3,...,ap, ... . Sin pérdida de gene-

ralidad, supongamos que

a1<a2<a3<... <ak_1<ak<...
(puesto que siempre se puede ordenar cualquier conjunto de niimeros naturales segun
la magnitud ). Consideremos dos nimeros consecutivos a,_; y a ; si ambos
son pares o ambos son impares entonces :(a, ; +a,) esun numero natural que
esta entre ap; Yy a, locuales imposible ya que B’ = B. Por lo tanto uno

ce los nimeros a,_;, a, esparyelotroimpar. Luego, a,; y a, ; son

ambos pares o son ambos impares, y entonces  (a, j+ap 1) = ap, 0sed

Ap-dp.] = . 1" 9% >

estoes, B=1a;,ay,a3,...,4a,,... 1 esuna progresion aritmética.

Corolario 1. Sea A un conjunto de mimeros naturales, entonces el conjunto fi-

nal de A es una progresion aritmetica.

Cemostracion. Si A* es el conjunto final de A se tiene que (A*) = A* y

basta entonces aplicar el teorema al conjunto A"

Corolario 2. Sea A un conjunto de numeros naturales, si 1y 2 pertenecen

a A entonces el conjunto finalde A esiguala N.

Cemostracion. Sea A" el conjunto final de A entonces

A" ={ oy (k-1 B Yo Para algin «, B3>0,
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Perocomo 1,2 ACA" setieneque o=pg=1, oseaque A =N,®

Cada una sucesion {ani supongamos que una propiedad de los elementos
aq y a, (q < p) se transmite siempre al elemento central Ug+ p)/2 cuando
1(q + p) es natural. Sitodo elemento de una subsucesion taplpeq (A esun
subconjunto de N) posee estapropiedad entonces es evidente que cualquier ele-
mento a, (k€ A*) también tiene la misma propiedad ya que cualquier nimero

del conjunto final A* de A puede ser alcanzado en un nlmero finito de pasos

a partir de los nimeros de A .

Ejemplo. Sea {a,6{ unasucesion de nimeros positivos que satisface la condi-

cion (6"). Si  lim infa, ¥+ ~ entonces existe una subsucesion acotada, diga-

i
n o0

mos {as(”)} : paraalgin M, ag )< M cualquierasea n».

Sin pérdida de generalidad, supongamos que agp)= a4y, ag2) = a2, entonces,
por el Corolario 2, se tiene que a,< M para todo », puesto que la propiedad

a <M, a <M se transmite al elemento central a i(g+p) cuando }(g+ p)

q 14
es un numero natural . =

3. Una técnica de sucesiones.

El problema planteado en el paragrafo 1 nos condujo a introducir dos métodos

para resolver ciertos problemas matematicos , a saber, ** el método de inmersion*’
y “‘el método del conjunto final’’. Sinembargo, el problema en si mismo puede ser

resuelto simplemente por una ‘*técnica de sucesiones’’, como sigue °

De (2), tomando k=1 se tiene
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a a 1
n n+ (10)

<

a,.1 a

n

luego la sucesion {a, /a, ;i escreciente. Sea L = /ima,/a, ; (L pue-

n - o0

de ser infinito). Si L >1, para >0 talque 1+¢€ <L existeun N,

tal que

a
n

a
nt 1

> 14 € paratodo #» >N

0 sea

a,>(14+€)a,; paratodo »>N_ .

Tomando = = No+1,N,+2,.00,m Y multiplicando m iembro amiembro las de-

sigualdades asi obtenidas se obtiene

m-N_
am>(1+€) o g

luego :

lim a_ = 4+ o

Si  lim inf a, ¥+~ , esto es imposible, por lo tanto se tiene que L < I.

7n > o0
Luego
a, y
= < L<
dn_l = - ’
0 sea
4y, s %yl ¢



Nota 1. Se dice que una funcion f }‘j
es convexa si lacuerda AB esta

y'—'fh)
por encima de la curva y = f(x)
(ver Fig. 4), o sea que para todo
q<p:tflgs(1-1)f(p)> flq+ (1-t)p)
paratodo t€[0,1]. N_ A £

i) Si una funcion es convexa, es

continua. 9 Q+(r-t)p P

ii)  Por otra parte, una funcion con - Figura 4

tinua que satisface la condicion (7) es convexa.

La demostracion la dejamos al lector (si asi lo desea, el lector puede consul-

tar este tipo de cuestiones a la redaccion de este Boletin).

Nota 2. La funcion / no es derivable en x = » (natural) pero si es posible
construir una funcion derivable y convexa que satisface la condicion : f(n) = a, .
La demostracion la dejamos al lector. ; Qué se puede decir de la inmersion de la

-2 a2 2
sucesion f{a, | enuna funcion convexay de clase C™°
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