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EST ABILIDAD DE L. YAPUNOV

J. L. ARRAUT

Conceptos como infinito, contlnuidad, estabilidad y otros, no tuvieron o-

rigen en las maternaticas. Han sido usados en varias ramas del saber humano

para expresar ideas 0 describir Iencmenos general mente interesantes Algun

dia fueron incorporados al dominio de las matematicas. En el proceso de incor-

poracion hubo que darles un sentido precise es decir, definirlos en terminos

de otros conceptos dentro de cierta rama de las matematicas ,

Par ejemplo infinito en la tecria de conjuntos. continuidad en analis is y

estabilidad en las ecuaciones diferenciales AI ser "matematizados" est os

conceptos restringen su range de apl i cabi I idad. perc a cambi 0 actuan pode ~

rosamente en aquel!es cases donde la rama que los contiene sirve de modelo

para el fenomeno que se estudia Aqui vamos a habl ar someramente sobre una

de las formas en que el concepto de estabilidad inqreso a las matematicas .di-

go una porque 10 ha hecho en varias y muy importantes todas elias. La estabi-

I idad de Lyapunov debe su nornbre al matemati co ruso A. M. Lyapunov que

reallzo contribuciones importantes en esta direccion a fines del siglo pasado,

Supongamos que un barco bien construido se encuentra riaveqando en

aquas tranquilas. ~viientras las aguas permanezcan tranqullas, el barco censer
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vara su posicion vertical. 5i de pronto y per un lapso corte, surge un oleaje

fuerte (perc no tanto) el barco ernpezara a inclinarse de un lado a otro, Pa

sado el oleaje el barco tendera poco a poco a recuperar su posicion verti ~

cal. Estamos tentados a decir que la posicion vertical en el agua de un bar-

co bien construido es estable.

Consideremos un pendulo, es decir, un hi 10 tenso asido a un punto fi-

jo en un extremo y el otro extremo, con una peqiefia masa l ibre.

A

La posicion de reposo A del pendulo es la posicion vertical con la

pequefia masa aba]o. Si perturbamos dicha posicion un poco, par ejemplo a

B; entonces e l pendulo ernpe zara a oscllar y poco a poco tendera nuevamen-

te a la posicion A, Decimos por eso que la posicion de repose A del pen-

dulo es establ e.
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La trayectoria de la tierra alrededor del sol esta regida por un campo qra-

vitacional. Si en algun instante fuera separada un poco de su orbita, por ejem-

plo por el impacto de un gran meteoro, nos qustaria poder decir que la nueva

trayectoria seguida por la tierra fuera muy cere ana a la original. Es decir, que

la trayectoria de fa tierra alrededor del sol es estable.

Sea Rn el espacio euclideano de dimension n, Los puntos de Rn

son colecciones ordenadas x =: (xl, ••• J xn) de n ruimeros reales. Con-

sideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden :

(*)

;.n In ( xl, ." I xn)

donde las Ii, i == 1,. , , , n, son funciones nurnerlcas de clase C k ,

( )(1) d f id c » A d Rn R d' Ik?- 1 .,,', e rru as en una region e , ecor emos que una so u~

cion de (*) es una curvacp,' I -> IR, donde I es un intervalo abiertode

la recta real, tal que cpi(t) == (ri(f), •• " cpn(t)), i =: 1, o •• ,n para todo

i e t, Si x lOA denotamos por CPx(f) la solucion de (*) que cumple la

condicion cpx(o) == x, Se dice que cpx(f) es la so lucion con condiclcn
.

inicial x , Un punto x ~A donde I(x) =: 0 se llama una posicion de

(1) 5i es,:ribimos
• .1· .n) £ (£1 f n) entonc e s (.) se puede- _x" ex "., -,Xi Y ==, , ., • , ' .

escribir as! (1) x == £(x) ,
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reposo. Si x es una posicion de repose la solucion con condicicn inicial

x , cp/tJ

finicion.

es dada por cpx(t) = x para toda t en el intervalo de de

Definicion. Sea cp (t)x una solucion de (*) . Se dice que es

estable (en el sentido de t.vapunov) si ocurre 10 siguiente :

1. Existe y> 0 tal que si la sol ucion

ta definida para todo t> 0 ,

2. Dado E> 0 existe 0> 0 con o>y tal que Iy-xl<o
para toda t > 0 •

es estable y ademas I y. x I < 0 impl ica que

con t-.oo

entonces se d ice que cpx(t) es asintcttcamente estable.

Aqui vamos a analizar solamente el caso en el cual la solucion es

para toda es una posicion de repose .)

Primero tomemos el cas o mas simple, que se presenta cuando el sistema

(';') es un sistema lineal hornoqeneo,

Bx

donde B es una matriz (n xn) de coeficientes reales constantes. EI
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origen 0 = (0. '''' 0) es una pos ic ion de reposo de (+) •

Teorema . Sl todos los valores caracteristicos de la matriz B tienen

parte real negativa, entonces el oriqen O. es una posicion de repose asintd-

ticam ente estable y en particular estable.

Para el caso n = 2 tenemos el sistema

dx

dt
ax + by

dy
dy- ex +

dt

Si suponemos que det B to, entonces 0 = (0,0) es un estado

de repose aislado. En esta situacion los posibles casos son esencialmente

los siguientes: si 1..1, 1..2 denotan los val ores caracteristicos de la mao

triz B entonces

reales y de mismo signo : node

reales y siqnos opuestos : punto si II a

imaginarios puros : vortice

1)

2)
3)
4) complejos con parte reaIto espiral



(a) A, »)~ c; 0 (1) (6) AI"Al > 0

~

"\

~

~ .:~

\
(2 ) AI < D) Al > D

(3)

( 4)
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A

EI origen es asintoticamente estable en los casos : 1~,4.9, EI origen es

o 0 40
estable en los casos 1- '/ 3-: Y ~

Sea x = f(x) un sistema definido en una region A de u": Para

cada x sA, I(x) es un vector de u"; Si el vector f(x) . 10 coloca ~

mos con origen en x, obtenemos un campo de vectores en A. Este campo

10 denotaremos por Xx

tigura en esta pagina ),

sera el vector f(x) con origen en x, (Ver
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Sea la soluc ion de ; = I(x) con condie ion inicial x

entonces

d
- (cpx) (0)
dt

es declr, Xx es el vector tangente a la solucion

E s claro pues que un sistema x = f(x) en una region A de Rn

es 10 mismo que un campo vectorial X en A.

Sea g: A ...... R una funcion de clase ck ( k ~ 1) la deriva-

da de s con respecto a un campo x es la funclon xg definida asi:

(x g) (x) es la derivada de g en la direccion de Xx
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Expli citamente se tiene :

Cons ideremos ahora un sistema x = f(x) definido en una region A

de ~n que contiene el origen y supongamos que 0 es un punto de repo-

so. Denotemos por x el campo vectorial asociado a x = !(x) •

Sea D una region contenida en A y con 0 ED.

Definicion. Una funclon g: D ~ R de clase COO que satisface

j) g(x) > 0 si x tOy g(O) = 0

para todo xE D - I 0 I

iii) tiende a un valor constante en la frontera de D.

Se llama una funcion de Lyapunov.

Teorem a • EI origen es asintoticamente estable en la region D

si existe una funclon de Lyapunov definida en D.

si y solo

Ejemplo Consideremos el sistema

dx

dt

dy
dt

2 2-x+y(x +Y 01)

Es fac iI veri fi car que Ia func ion 2 2
gtx ; Y) = x + Y es una funcion de
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Lyapunov para dicho sistema. De hecho se tiene que

xg
2 2 2 2(x +Y )(x +Y -1)

luego g es una func ion de Lyapunov en el interior del clrculo unitario.

*

Naturaleza de los axiomas

Tambien hay quien considera los axiomas como coovenios arbitrarios· y

los conceptos primitivos cOJr.o nombres convencionales de las cosas con que

que se opera. Este modo de pensar encierra a/gun fondo de verdad r pues es

cierto que dentro de la Logica pura, no existe fundamento alguno para enun-

ciar tales 0 cuale s axiornas, pero algunos autores se han mostrado an exage

radamente exclusivistas en es e sentido, que la axiomatica ha venido a se

gui, aque lla dlre cc icn Illosdftca que los antiguos llarnaron nominalismo, Y

que tiene por norma prescind ir en absolute de la esencia de las casas, dando

irn portancia so!amente al esquema loq ico que pet mite operar con los nornbres

a siqnos que las representan,

Lejos de compartir la concepcion nominaltsta, creemos que Ileva aparejada

la muertede la cienc ia y que los axiomas de LaG eometria no son proposi .

ciones arbitrarias, sino raz onables I que tienensu origen en la intuicion espu-

cial y cuyos pormenores estan regulados por razones de conveniencia,

Felix Klein
Matemtitica Elemental


