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ESTABILIDAD DE LYAPUNOV

J. L. ARRAUT

Conceptos como infinito. continuidad, estabilidad y otros, no tuvieron o-
rigen en las matematicas. Han sido usados en varias ramas del saber humano
para expresar ideas o describir fendmenos generalmente interesantes. Algun
dia fueron incorporados al dominio de las matematicas. En el proceso de incor
poracién hubo que darles un sentido preciso es decir. definirlos en términos

de otros conceptos dentro de cierta rama de ias matematicas

Por ejemplo. infinito en la teoria de conjuntos continuidad en analisis y
estabilidad en las ecuaciones diferenciales. Al ser matematizados = estos
conceptos restringen su rango de aplicabilidad. pero a cambio actiian pode
rosamente en aquellos casos donde la rama que los contiene sitve de modelo
para el fenémeno que se estudia Aqui vamos a hablar someramente sobre una
de las formas en que el concepto de estabilidad ingresé a las matematicas di-
go una porque lo ha hecho en varias y muy importantes todas ellas. La estabi-
lidad de Lyapunov debe su nombre al matematico ruso A. M. Lyapunov que

realizd contribuciones importantes en esta direccion a fines del sigio pasado

Supongamos que un barco bien construido se encuentra navegando en

aguas tranquilas. Nientras las aguas permanezcan tranquilas. el barco conser



vara su posicion vertical, Si de pronto y por un lapso corto, surge un oleaje
fuerte (pero no tanto) el barco empezara a inclinarse de un lado a otro. Pa
sado el oleaje el barco tenderd poco a poco a recuperar su posicion verti -
cal. Estamos tentados a decir que la posicion vertical en el agua de un bar-

co bien construido es estable.

Consideremos un péndulo, es decir, un hilo tenso asido a un punto fi-

jo en un extremo y el otro extremo, con una pequefia masa libre.

A

La posicién de reposo A del péndulo es la posicion vertical con la
pequefia masa abajo. Si perturbamos dicha posicién un poco, por ejemplo a
B entonces el péndulo empezara a oscilar y poco a poco tendera nuevamen-
te a la posicién A. Decimos por eso que !a posicion de repose A de! pén-

dulo es estable



La trayectoria de la tierra alrededor del sol esta regida por un campo gra-
vitacional. Si en algln instante fuera separada un poco de su Orbita, por ejem-
plo por el impacto de un gran meteoro, nos gustaria poder decir que la nueva
trayectoria seguida por la tierra fuera muy cercana a la original . Es decir, que

la trayectoria de la tierra alrededor del sol es estable.

Sea R” el espacio euclideano de dimension ». Los puntos de R”
son colecciones ordenadas  x -~ (x'. ..., " de = niimeros reales. Con

sideremos un sistema de » ecuaciones diferenciales de primer orden

3l = fl(x'l;.,,,xn)
’ (*)
g gl
donde las f#,i=1,...,n, son funciones numéricas de clase ¢ k.

(k> 1)(1) _ definidas en una regién A de R”. Recordemos que una solu-
cion de (*) esunacurva @I R, donde I esun intervalo abiertode
la recta real, tal que  ©%(t) = (¢'(®), ..., ©™(®)), i= 1 ....n paratodo
rel, Si xeA denotamos por  ¢.(2) la solucion de (*) que cumple la
condicion  @,(0) = x. Se diceque @) es lasolucién con condicion

inicial x. Un bunto x€A donde f(x) =0 se llama una posicion de

(1) Siesccibimos &= (§1,.05,8) y £=(£,000 6" entonces (*) se puede

escribir asi * (1) x = f(x) .



reposo. Si x es una posicién de reposo la solucién con condicién inicial
x, @) es dada por @.(#) = x para toda ¢ en el intervalo de de -

finicion.

Definicién. Sea ¢,(1) unasoluciénde (*) . Sediceque () es

estable (en el sentido de Lyapunov) si ocutre lo siguiente :

1. Existe y>0 talquesi |y-x|<y , lasolucion (1) es-

ta definida para todo 2> 0.

2. Dado e>0 existe >0 con &>y talque |y-x|<&

implica que \pr(t) -@. ()| < e paratoda > 0.
Si @) esestableyademds |y-x|<& implica que
l <Py(t) “@) | > 0 con f-se

entonces se dice que @ () es asintdticamente estable.

Aqui vamos a analizar solamente el caso en el cual la solucitn es

0.(t) = x paratoda 7, ( x es una posicion de reposo .)

Primero tomemos el casomas simple, que se presenta cuando el sistema

(*) es un sistema lineal homogéneo,
x = Bx (*)

donde B es unamatriz (»xn) de coeficientes reales constantes El



origen 0 = (0, ..., 0) es unaposicion de reposo de (+).

Teorema . Sj todos los valores caracteristicos de la matriz B tienen
parte real negativa, entonces el origen 0, es una posicion de reposo asinto -

ticamente estable y en particular estable.

Parael caso #»=2 tenemos el sistema :

dx "

- = ax +

dt 4 p b
B =

d c d

—l = cx + dy

dt

Si suponemos que det B ¥ 0 , entonces 0 = (0,0) es un estado
de reposo aislado. En esta situacion los posibles casos son esencialmente
los siguientes ©  si A;, A, denotan los valores caracteristicos de la ma-

triz B entonces

1) ApL Ay reales y de mismo signo : nodo
2) e reales y signos opuestos : punto silla
3) imaginarios puros : vortice

4) TRy complejos con parte real F0 - espiral
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El origen es asintéticamente estable en los casos : I’ .47, El origen es

estable en los casos I’ 5 3%y 4°

Sea x = f(x) un sistema definido en unaregion A de R”. Para
cada «x €A, f(x) esunvectorde R”. Sielvector f(x) locoloca-
mos con origen en x, obtenemos un campo de vectores en A . Este campo

lo denotaremos por X, serd el vector  f(x) conorigenen «x. ( Vor

figura en esta pagina ).



Sea ®.(1)  lasolucién de % = f(x)  con condicion inicial «x

entonces
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es decir, X_ es el vector tangente a la solucidn ®.(t) para t=0.
Es claro pues que un sistema % = f(x) enunaregion A de R”

es lo mismo que un campo vectorial X en A.

Sea g:A — R unafuncion de clase ck(k>1) laderiva-
da de g conrespectoauncampo x eslafuncién «xg definida asi:

(xg) (x) esladerivadade g en ladireccionde X,

* - d
(Xg) (5) = X, (0) = 2=g(9, (1)) (0)



Expli citamente se tiene :

X)) - 3 28 i) =
g(x)—i=lzj(x)fx—<gmd,xx>

Consideremos ahora un sistema % = f(x)  definido en una regién A
de R” que contiene el origen y supongamos que 0 es un punto de repo-

so. Denotemos por X el campo vectorial asociado a x = flx).

Sea D unaregion contenidaen A ycon O0e€D,

Definicién. Una funcibn g:D - R de clase ¢™ que satisface :

i) glx)>0 si x¥0 'y g0) =0

i) X (g) <0 paratodo xeD-{0}

iii) tiende a un valor constante en la fronterade D,

Se Ilama una funcion de Lyapunov.

Teorema - El origen es asintoticamente estable en la region D  siy solc

si existe una funcion de Lyapunov definidaen D .

: Consideremos el sistema

Ejemplo
dx 2y ad
— = yyx(x° +y°-1)
di y y
% = =-x+y (x2+y2"1)

Es facil verificar que la funcién  g(x,y) = x2 4 y? es una funcion de
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Lyapunov para dicho sistema. De hecho se tiene que

_ Xg = (x2+y2)(x2+y2-1)

luego ¢ es una funcion de Lyapunov en el interior del circulo unitario.
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Naturaleza de los axiomas

También hay quien considera los axiomas como convenios arbitrarios y
los conceptos primitivos como nombres convencionales de las cosas con que
que se opera Este modo de pensar encierra algtin fondo de verdad. pues es
cierto que dentro de la Logica pura. no existe fundamento alguno para enun
ciar tales o cuales axiomas, pero algunos autores se han mostrade tan exage
radamente exclusivistas en este sentido. que {a axiomatica ha venido a se
guir aquelia direccion filoséfica que los antiguos [lamaron nominalismo vy
aue tiene por norma prescindir en absoluto de fa esencia de las cosas. dando
_im portancia solamente al esquema ldgico que permite operar con los nombres

0 signos que las representan

Lejos de compartir la concepcion nominalista. creemos que Ileva aparejada
la muerte de la ciencia y que los axiomas de la G eometria no son proposi
ciones arbitrarias, sino razonables, que tienen su origen en la intuicion-espa-

cial y cuyos pormenores estan regulados por razones de conveniencia
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