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CGNSISTENCIA E INCONSISTENCIA EN LA MATEMATICA

, (Oeuns-fstema ax iomat ico deduct ivo )

' .....
por

RAFAEL MARINO SARMIENTO.

(1) Axiomas in ici ale s de la Geometria Eucl·deana.

AXioma 1. Toda recta es una proyeccion de puntos ,

Axioma 2. Exisren P?" Io menos 2 puntos ,

Axioma 3, Para cada WI' de punros diferenres, ex~ste una iinica recta que

los contiene ,

(
(-,

Axioma 4, Para cada rectaexiste un punto pOl' fuera de e lla,

Axioma 5. Para cad a recta y cada punta pOl' fuera de la recta, existe una uQ1
ca recta que conr iene al punta y que no inter~ecta l(l're~ta,

(2) Algunos leorem~s que se pueden obtener a partir de los ~n~edores_ Axio-

mas,

Teorema L Para.rodo punto existe pOl' 10 menos dos recras que 10 c~ntien~no

Teorema 20 Cada recta contiene por 10 menos dos puntos ,

Te o-e ma 3, POl' 10 menos ex isten cuat 0 puntos diferentes.

Teorema 4. Por 10 rnenos existen seis recras diferenres ,

(3) Los Axiomas (1) los podemos escribir s in usar las palabras punto y reo-

ta

Asumirernos dos conjuntos que notarernos P y R y tales que

Axi oma I, Todo elernento de R es un subconj unto de P,
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Axioma 2. P riene pOI'10 menos dos elementos difererues,

Axioma 3. Para eada par de elementos diferentes Pi y P2 de P
. ,.

R·. R tal que Pi c R P2 • R •ex iste uruco y

Axioma 4. Para eada R. R existe un P e P tal que p.R.

Axioma 5. Para eada R. R Y eada p. P tal que p e R , ex is

te un iinico R t e R tal que :

R

(4) Los teorema de (2) se podrian escribir.

Teorema L Para eada p • P, exisren R l • R

que p • R 1 Y P e R2

tal

Teorema 2. Para eada R c R ex isten Pi e P Y tal

que y P2 f R.

Teorema 3. Existen P.l ' P2 ,P3 Y P4 diferentes y tales que

Teorema 4. Existen R R R R R Y R diferenres y tai 2' 3' 4' 5· 6

les que

(5) ~ietateorema L El sistema de 5 axiomas de (1) ( 0 de (3)) es consrs

rente

Demoslracion. P = I a, b , c, d J y

R = ! R, S, T, V, V, w) con

R = I a.b J

S = I a, c J

T = I a, d J

v = ! b, c I
V = I b,d J

W = Ie, d J
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es un modelo para tal sisterra,

(6) Presentaclon Axiomauca de los Niimeros Reales.

Se Haman mimeros reales a los elementos de un conjunto R con dos

operaciones -+ (adicion) y (mulriplicacion) y con dos elementos difererues

o y 1 de tal manera que :

Axioma Ll, Para todo real

no ambas cosas)

Axioma 1.

Axioma 2.
Axioma 3.

Axiorra 40
Axioma 5.
Axioma 6.
Axioma 7.
Axioma 8.
Axioma 9.
Axioma 10.

La adicion es asoc iativa,

La -adicion tiene elernento neutro (:que es el 0),

La adicion es invert ida.

La adicion es conmutariva.

La mult iplicacion es asociativa,

La multiplicacion riene elernento neutro (que es el 1)"

La multiplicacion es invert ida

La multiplicaci6n es conmutariva,

La multiplicacion es disrriburiva,

Asumiremos la existencia de un subconjunto R+ de R.

ral que s i a,bfR+ entonces a+bfR+ y i :«,

o

Axioma 12. 0 e R+

AXioina 13. Si definimos a < b como o a = b. se tie

ne que para todo subconjunro y tal que

exista C e R con x< C para todo

te un elemento sfR ·tal que:

(i) x < s para todo XfS y

(ii) s ~ b para rodo bfR tal que

todo x e S.

X e S, exrs

X;;: b para

(7) Metateorema 2, Los pimeros nueve axiorras anrer iores son cons istentes
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Demostracion. 5i con las dos operaciones y
definidas pOl' .

+ 0 1 -:t::0 0 1 000

1 1 0 1 0 1

es consrstente,

Metacorolario. No es posible .usando solamente los nueve primeros ax.iornas "

demostrar que ex istan mimeros reales fuera de 0 y .1,

Tarnpoco es posible de mosrrar que 0 sea el iinico real "
iguala su inverso.adirivo.

(8). Si reemplazamos el Axioma 5 de (1) (0 de (3» pcr el Axioma 5 para ca-

da recta y cada punto pOI' fuera de la recta, no existe ninguna recta que

contenga al punro y que no intersecte a la recta. La geome tria que as [

se obriene se dice que es no Eucl ideana.

Metateorema 3. Si la Geometria Euclideana es cons istente , la Geometria no

Euclidearn a la que nos acabamos de referir , tarrb ien es co.!!.

~s'l:~IJ.te .

Demost ac ion, i interpretamos punt o como parejas de puntos s obr e una su-

perficie esfer ica y diametralmente opuesras (el segmento que

los une pasa pCX'e l centro de Ia esfera) y rectas como con ,-

juntos de . 'puntos (como acabamos de interpretar "puntas' ')

de tal manera que el conjunto fa-me un circulo maximo de a

superf icie esfer ica, esra interpretacion es un modelo de la

Ge omerria no-Euc lideana a que se refiere este me ate orerna,

(9) Meta eorema 4. Si la ar irmerica de los rnirneros reales (e l sisterra de (6»

es consistence; la Geometria Euclideana tarrbien 10 es ,
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Dernost ac ion. Se interpreta punto como pareja de ruimeros reales y recta co'

mo conjunto de parejas de reales (x I y) tales que

ax + by + c '" 0 para algunas consrantes a, bye.
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