29

CONSISTENCIA E INCONSISTENCIA EN LA MATEMATICA

De un sisiema axiomatico deductivo )

por

RAFAEL MARINO SARMIENTO.

(1) Axiomas iniciales de la Geometria Euclideana.

Axioma 1. Toda recta es una proyeccion de puntos.

Axioma 2. Existen porlomenos 2 puntos .

Axioma 3. Para cada par de puntos diferentes, existe una Unica recta que
los contiene.

Axioma 4. Para cada recta’existe un punto por fuera de ella.

Axioma 5. Para cada recta y cada punto por fuera de la recta. existe una Uni

ca recta que contiene al punto y que no intercecta la recta.

(2) Algunos teoremas que se pueden obtener a partir de los anteriores Axio-

mas.

Teorema 1. Para todo punio existe por lo menos dos rectas que lo contienen.

Teorema 2. Cada recta contiene por lo menos dos puntos.
Teorema 3. Por lo menos existen cuatro puntos diferentes.

Teorema 4. Por lo menos existen seis rectas diferentes.

(3) Los Axiomas (1) los podemos escribir sin usar las palabras punto y rec-

ia

Asumiremos dos conjuntos que notaremos P y R ytales que

Axioma 1. Todo elementode R  es un subconjuntode P
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Axioma

P tiene por io menos dos elementos diferentes

Axioma 3. Para cada par de elementos diferentes P, y P, de P
existe Gnico R ¢R talque p;eR 'y preR.
Axioma 4. Paracada Re¢R existeun peP talque peR.
Axioma 5. Paracada Re¢R ycada pe¢P talque peR, exis
te un inico R;e R tal que:
peR; y
R RI = qs
(4) Los teorema de (2) se podrian escribir.
Teorema 1. Paracada p¢P. existen R;eR 'y R,eR tal
que peRy y peRy
Teorema 2. Paracada Re¢R existen p;eP y preP tal
que  p;eR y pyeR
Teorema 3. Existen p;.p,.p3 y p4 diferentesy tales que

Teorema 4.

by 0y P3 . b4¢P.

Existen R; R, Rz, R; R; y Rg diferentesyta

les que R; R, Rj R4 Rs R6tR

(5) Metateorema 1. E! sistema de 5 axiomas de (1) ( o de(3)) es consis

Demostracion.

tente
P {ab;a’} y
R={R S.T U V., W, con
R=1%1ab} 000 Y
S={a,c} V=1{b,d}
T={a,d} W={c ,hd}
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es un modelo para tal sistema
(6) FPresentacion Axiomatica de los Nimeros Reales.

Se llaman nimeros reales a los elementos de un conjunto R con dos
operaciones + (adicion) y (multiplicacion) y con dos elementos diferentes

0 y 1 detal manera que

Axioma 1. La adicibn es asociativa

b2

Axioma La -adicion tiene elemento neutro (gue es el 0)

Axioma 3. La adicion es invertida.

Axioma 4 La adicion es conmutativa

Axioma 5. La multiplicacion es asociativa

Axioma 6. La multiplicacion tiene elemento neutro (que es el 1)
Axioma 7. La multiplicacion es invertida

Axioma 8. La multiplicacion es conmutativa

Axioma 9. La multiplicacion es distributiva

Axioma 10. Asumiremos la existencia de un subconjunto R, de R

talquesi abe¢R,_ entonces a@+beRy beR,

Axioma 11. Paratodoreal a4 a70. o aeR, o aeR (pero

no ambas cosas)

Axioma 12, 0 ¢ R

Axioma 13. Si definimos a< b como baeR_ o a-b se tie
ne que para todo subconjunto S C R, S7@ vyl que
exista ceR con x<c paratodo x¢S,  exis
te un elemento s ¢R  tal que

(1) x<s paratodo x¢S y

(i) s<b paratodo beR talque x<b para
todlo x¢S

(7) Metateorema 2. Los primeros nueve axiomas anteriores son consistentes
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Demosiracion Si R={0,1} conlas dos operaciones | 'y

definidas por

v 0 I | 0 1
0 0 1 0 0
1 10 1 0 1

es consistente.

Metacorolario. No es posible ,usando solamente los nueve primeros axiomas .,
demostrar que existan nimeros reales fuerade 0 y 1.

Tampoco es posible demostrar que 0  sea el dnico real
igual a su inverso aditivo.

(8). Sireemplazamos el Axioma 5 de (1) (o de (3)) por el Axioma 5 para ca-
da recta y cada punto por fuera de la recta. no existe ninguna recta que
contenga al punto y que no intersecte a la recta. La geometria que asi

se obtiene se dice que es no Euclideana.

Metateorema 3. Si la Geometria Euclideana es consistente, !a Geometria no

Euclideana a la que nos acabamos de referir. también es con

sistente.

Demostracion.  Si interpretamos punto como parejas de puntos sobre una suw
perficie esférica y diametralmente opuestas (el segmento que
los une pasa por el centro de la esfera) y rectas como con:
juntos de puntos (como acabamos de interpretar 'puntos )
de tal manera que el conjunto forme un circulo maximo de !a
superficie esférica. ésta interpretacién es un modelo de la

Geometria no Euclideana a que se refiere este metateorema

(9) Metaieorema 4. Si la aritmética de los nimeros reales (el sistema de (6))

es consistente la Geometria Euclideana también lo es.
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Demosiracion. Se interpreta punto como pareja de nimeros reales y recta co
mo conjunto de parejas de reales  (x, y) tales que

ax -+ by+c=0 para algunas constantes a4 b y ¢

#urtAtnH



