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Baja mi punta de vista hay que empe zar p.qr 19 nocidn de biy ecc idn, Esta

no es una nocion muy complicar/f1 puesto que Sf p,uf(i,e empe z ar a e s tudiarl a

en tercer Kinder par media de [ue go s, C ons ideramos por ejemplo un con junto

de n iiios y un conjunto de niiias, Los ponemos a todos en fil,a : cada nin,o le da

l a mana a una njija y a una sola nina. l gualmente cada n,ina le da !fl mano a un

solo nino y a un solo nino. Ob tenemo s asi l a situac ion ,qu,e se puede repres en-

tar can el siguiente esquema:

\

*+----I--f
X---r--~Io----... ~

Si cada uno tiene su p are ja, l a relacidn entre los dos con junto s .e s una

biyeccion ,

D'esde lue go podremos decir que los .dos conjuntos t ienen el mismo ntimero

de elementos a tambi en (de manera mas ,gen.era/) ,que tienen e] mis mo cardinal,

39



Cons ideremos el conjunto de conjunto s siguiente

G
®

'------------------- --,......-1.

Pongamos una. flecha de A bacia B en el c aso de que exista una biye c-

cion entre los conjuntos A y B. en otras p alabras, bag amos la re pre s entacidn

s agit al de la relac ion ••.. e s td en biye ccion con •••••

Pong amos luego tod as las [le cbas posible s, Claro e s td que si existe una

biy e cc ion de E hacia F existe tamb ien una biyec cidn de F bacia E (que

pue de ser la reciproc a), La apl icac ion que a un el em en to de un c onjunto le bace

corre s ponder este mismo element o es tambien una biy ec cidn, Desde lue go ,

cu al quier coni unto e st d en rel acidn consigo mismo,

F inalment e ob tenemos el s i guiente esquema:
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T'enemos entonces que :

1) Cada conjunto tiene una flecha cons igo mi smo 10 que s igni jic a que la

re laeion es re fle xiua •

2) Si exis te una flecha de E bacia F entonces e xis te tamb ien una [le cb a

de F bacia E es decir que l a rel ac ion es s ime trica, fC ~ F.

3) Si existe de E bacia F y una [le cba de F bacia G, entonc es existe

una [lecba de E bac ia G. Eso implica que la re lacidn es tr ans it iu a

Como la rel acion es re fle xiua, simetric a y trans i tiua de cimos que es una

relacidn de equiualenc ia .

Cuando hay una re lac ion de e quioalenc ia podemos cons iderar las clases de

eqaiual enc ia, La clase de equivalencia de un e leme n to x es el conjunto de

los elementos que estrin rel ac ionados con x, Voluamos a con s ider ar nue stra

rel ac ion de e quiualenc a : si dos elementos estrin re lacionados dire mos que

pertene cen a la mis ma c la se 0 que tiene n el mismo cardinal.

- Empecemos con el conjunto vacio que repre s e nt are mo s por fJ 0 por

I. Este conjunto t endrd por cardinal 0, y entonces escribimos

Card I = 0

- Aiiadamos a este conjunto un el ement o; obtenemos por ejemplo el c on jun-

to l~ 1 0 el conjunto I 0 I. Podemos notar que entre eso s con juntos existe una

biy eccion, des de lue go pertene c en a la mi sma cl ase de e quiualenc ia y tiene~

el mismo cardinal que escribiremos 1.

Cardl~I=CardIOI =1

- Conueng amos en escribir 2 el cardinal de cualquier con junto relacionado

con I 0,1 I,
o sea Card I 0,1 I 2
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- Si aiiadimos un el emento a uno de esos con juntos ob ten dremc s por ejem-

plo I 0, 1,2 I y not aremos 3 el cardinal de este conjunto .

Card I 0, 1 , 2 I = 3

- De es te modo ob tendriamos la s iguiente suce sidn ..

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

El problema es que si s eguimos asi ne ce s it aremos tantos s ignos como c la-

ses de equiualenc ia bay a, De ahi la ne cesi dad de poner al punto un sistema de

numer acion que nos permit a escrib ir el cardinal de cualquier conjunto •

En la vida corriente es tamo s acos tumbrado s a ut ili z ar el sistema de base

die z, es decir que somos capace s de es cribir el cardinal de, cualquier c onjunto

util iz ando solamente die z simbolos que son .. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Veamos

como pens amos en la vida corriente , Sea un conjunto de bloque s, El problema

es td en encontr ar en la base die z, el cardinal de ese conjunto ,

Por eso vamos a atil iz ar el cont ador que sirue para contar en todas las

bases.

En el cont ador toda base se repre-

sent a como un es tante en el cual est d

jijada una tabla que g ira alrededor de

una bis agra ,

D'isponemos tamb ien de cajit as de

pld stico trans parente,

OJO .. Como en Francia, l lamare-

mos piso cero el que en Colombi a se

llama primer piso: eso nos seraneces,;-

rio para introducir la nocion de po -

tencia.

Para encontrar, en base diez, el

---- . PI50 fITN>II~
,
I
I
i
I

-:/- ..,.- PHO lidO; 71--
I
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I.,....- - .- -- _.- ~ -1...- ....·- P/SC If ClU'O"
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cardinal del conjunto de bloques, proce deremos de l a s iguiente m aner a :

T'omamos un bloque y 10 ponemos en una c aja en el piso cero, Luego tom a-

mos otro bloque y 10 coloc amos en otra caja, tamb ien en el piso c ero, Hacemos

la mis ma operacion hasta que en el piso cero haya die z cajitas, entonces pone-

mos el cont en ido de es tas diez c ajas en una sola en el primer p is o;

Seguimos asi, Si en un momento lleg amos a tener die z cajas en el primer

piso, ent onc es uertimo s el contenido de esas c aja s en una sola caja que colo-

caremos en el segundo piso,

De un modo general, cuando bay a diez caj as (que ten gan elementos) en el

piso n, vertiremos el cont enido de es as cajas en una sola que coloc aremo s en

el piso n s- l ,

D'etendremos el proceso cuando todos los bloque s de nuestro conjunto ba-

yan sido colocados en las cajas que se hal/an en el cont ador,

l J U

] I

Supongamos que tenemos la situac ion correspondiente al esquema adjunto,

Pongamos sobre l a plancb a que p iuot a, y en c ada pi so, una e tique ta so-

bre la cual e scriblrei os el ndmero de c ajas que hay en el piso corre s pondiente,

2
En este ejemplo ob tenemo s 0 y para obtener el niimero de elementos,

1
siguiendo la e s critura conuencion al, bastard con que bag amos pivotar l a tabla
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tendremos enton ce s 201 que es el cardinal del conjunto de bloque s que cons i-

deramo s al principio.

Podemos tambien bus car el cardinal del mismo con junto en otra base, la

base tres por ejemplo, es decir que utili z amos los simbolos 0, 1, 2, solam ente,

A los niiios les decimos que camb iamo s de pais y que uamos al pais del tre s ,

Para obt ener el cardinal en base tres vamos a utilizar el mismo cont ador y a

proc eder del mismo modo: ponemos un bloque en cada caja que colocamos en el

piso cero, y s eguimos colocando cajas basta que haya tres cajas en el piso c e-

TO. Vertimos entonc e s el contenido de las tres cajas en una sola que coloc are-

mos en el primer piso, Luego procedemos de la mis ma man era como procedimos

con la base die z, pero, aqui, cuando haya tre s c aj as con elementos en el piso

n, vertimos el contenido de tres ca [as en una sola que coloc aremos en el pis o

n+ 1 .

Con este sistema la noc idn de potenc ia es muy s encilla, iQue tenemos

dentro de una caja del pi so 2 en el pais del die z? Para obtener una caja en el

p iso uno ne ce s itamos 10 elementos y para obte ner una caja en el segundo piso

ne ce s it amos diez cajas de diez elementos, 0 sea que en cada c aja del segundo

piso t enemos cien elementos. Ya sab emos que cien es 102 , entonce s podemos

decir que 102 es el ntimero de elementos que se encuentran en una c aja del

segundo piso en el pais del diez •

Que es 43? E.s 10 que hay en una caja del tercer pis o en el pais del

cuatro ,

Que es 100 ? Estamos en el pais del die z, Que se encuentr a en una c aja

del piso cero ? Segtin dijimos, en todos los paises procedemos del mismo modo

.para ll enar las cajas del piso cero pues to que siempre pone-mas un elemento en

cada caja. Entonces 100 = 1.

Ahora que es 40? Es el ntimero de elementos que hay en una caja en el

piso cero en el pais del cuatro. Es dccir que encontramos tambien uno. 40 = 1.

Ahora vamos a un pais que llamaremos el pais de • n '. Como vamos a pro

ceder? Exactamente del mismo modo, colocando un elemento en cada caja del
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piso cero, Desde lue go n" 1 para cu alqui er n superior a uno.

Cuando un alumno de primero bacbill erato e scribe el ntimero 1969 general-
mente no se da euent a de 10 que representa este num ero, E s de cir, no sabe que ..

Pero con este sistema es muy [dci] que el alumno llegue a es crib ir eso .

Sabemos que, cuando e s cribimos 1969 queremo s de c ir que, uiuiendo en el pais
del die z, tenemos una caja en el pi so tre s 0 sea 1 x 103 Y nueu e caj as en el

piso dos 0 sea 9 x 102 y s e is caja s en e l piso uno 0 sea 6 x 101 y nueve

c ajas en el piso cero 0 sea 9 x 100 •

Lue go se pue den in troducir, en el niuel de primero de bacbillerat o, los

polinomios del tipo

n n-1an x + an _ 1 x + .... + ao

En el caso particular si guiente, x ec e lemento de N y superior a uno,

y los coeficiente s ai son todos enteros in jeriore s a x ,

Basta con que pong amos que es tamos en el pais de x para poder in terpr e-

tar 10 que signilica este polinomio, Parece que esa pue de s er una introduc cidn

s enc ill a a l a nocidn general de polinomio.

Con este sistema se pueden introducir tambien las p otenci as ne gatiu as ,
Como uamo s a hacer ? Primero introduzcamos l a conuencion s iguiente .. llame-

mos p is o cero el piso que an-

tes llamamos piso tres. Antes

ibamos hacia arriba y contaba-

mos 0, 1, 2, 3, .•. Ahora para

decir que vamos hacia el otro

lado utilicemosSJn simbolo es-

pecial que puede ser - por ejem
plo y entonces encontramos los

pisos -1, -2, -3, ... etc.

?, ~o 0
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Vamos al pais del die z y e scojamos el bloque siguiente como repr es ent ante
de la unidad,

Es te bloque ha s ido obtenido pe g ando mil cubo s chi quito s (!l

Qui hay en una caja inferior al pi so cero, es decir en el p is o ·1 ? Ne ces it amo s

'diez cajas del pis o -1 para obtener una c aja del p is o cero: si dis ponemo s de

•

p lacas obtenidas pegando cien cu.bo s cbi quito s, en una c aja del

- ....-' piso -1 podemo s encon trar una pl aca de e s as, Del mismo modo,

<!Qui hay en una caja del piso -2 ? Podemos encontrar una regia

compue stav de die z cubos cbiquitos pues die z

re gl as son equiualentes a una p laca, De la mis

ma man era en una caja del piso -3 enc ontrare-

mos un cubito cbiquito ya que di ez de esos

cubitos son equiualen te s a una regia. Lo que babia en una caja del piso tres 10

not dbamos 103; del mismo modo no taremo s 101 10 que hay en una caja del

piso ,·1, 10-2 10 que hay en una caj a del p is o -2, etc •..

D'e sde abora tenemos entonces la definicion general de IOn con n C Z.

D'ijimos que en el pi so -I habia 10-1 elementos, p ero, como n ece sit amo s die z

decir que unac ajas para obtener un bloque grande, es tamo s aco s tumbrados a
1de cima parte del bloque 10 que es cribimo s TO , 0 sea quepl aca es la

10-1 =_1
10

Para obtener un bloque ne c esit amos mil cubitos, entonces decimos que un

cubito es la milisima parte del bloque, y

10-3 _ 1 1
-1000 103

iJ e la misma manera

1

102
etc •••
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Como de finir tfl COil n E Z Y a EN, a;. 2? Basta con ir al pais de 'a'

Pong amo s por ejemplo 4-2• Vamos al pais del cu atro, N ues tro blo que un idad es

un bloque obtenido peg ando cubitos cbi quitos iguales ii' .·
a los utilizados en el pais del die z . " J.

, ,I

En el pi so -1 en cont ramos pl acas y en e l piso -2 encontr amo s regla s,

Cudnt as regl as se ne c es itan para obt ener un bloque en el piso c ero ? Vemos

que 16 (en base diez) ent onc es 4"2 = _1_ -L
16 42

Asi ll egamos a los ntimeros de cimal es ; ue amos par eje mplo como exprimir

en el pi so 1 t en emos 2 cajas

la "T"G".
U LI U

en el piso o ten emo s 3 c aj as

en el piso -1 tenemos c aja

u en el piso -2 t enemos 4 caja s

U U I_IU
s, es cribimos 2314 no s abemos a que ntlmero corre sponde cada ndmero;

enton ce s conuenimos en poner una coma de spues del niimero que corre sponde al

pi so cera. Obtenemos asi el ruimero decimal 23, 14 •

Oesde luego el al umno puede saber a que corresponde 1,712; s abrd que

tiene que poner una caja en el piso cera, siete en el piso -1, una en el pis o -2

y dos en el piso -3.

Claro estd que este metoda tiene tamb ien ualid ez en cualquier pais y asi

seremo s cap aces de escrib ir niimeros en cu alquier base.

Podemos tambiin hab/ar de quebrados utilizando este metodo. Ya encontra-

mos varios quebrados
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1
10

. 1,-
100

1
TOOO

1
-4-

1
16

Como interpretar..1..? Es 10 que hay en dos c ajas del p iso ·1 en el pais
3

del tre s, __ 1_ podrd ser cons ider ado como 10 que hay en una c aja del pi so ·1
16

en el pais del dieciseis 0 como 10 que hay en una caja en el pis o ·2 en el pais

del cuatro 0 como 10 que se encuentra en una caja en el pis o ·4 en el pais

del dos,

Sumas en cualquier base.

Supongamos que es tamo s en el pais del cuatro, Como uamos a definir la

s uma de los ntimeros

203 Y 311 ?

Buscaremos dos conjunto s : un conjunto rojo cuya prop ie dad numerica sea

203 y 'un conjunto azul cuyo cardinal sea 311

Cuando teng amos eso s dos conjuntos [ormamos un solo conjunto que sea

la reunion de esos dos .. por eso 10 llam aremo s R.

Bus quemos entonce s el cardinal de R en el pais del cuatro ut ilix ando el

contador, D es de lue go, por definicion de la sum a

203 + 31! == Cardinal de R

Seria mas intere sant e aiin proc eder del modo siguient e, desde que los alum-

nos sean capac es : Con sideramos la repre s ent acion de los conjuntos utilizando

solamente las c aja s y suponiendo que contienen el ntimero correeto de elementos

Cons ideremos por ejemplo el esquema siguiente
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D'adae st a situacidn, que ua a pas ar ?

Pongamos entonc es a [un cionar la mdquin a que se encuentra en el pais
del cuatro •

Como hay cinco c ajas en el pis o do s, la mdquin a toma cuatro para [ormar
una y ponerla en el piso tre s,

Obtenemos entonc e s el esquema :-----*

Luego las cuatro cajas del piso c ero

dardn una sola en el piso uno.

Obtenemos [inalmente

u
e, decir 1120

Y enton c es

203 + 311 = 1120

m T'ambien hay un modo muy sencillo de introducir la multiplicaci6n por 10
base. Supongamos que es tamo s en el pais del tre s, Que significa 201 x 10 ?

E so significa que multiplicamo s 201 por la base que es tre s, 0 de otr a man era,

que se cons idera la reunion de tre s conjuntos cuyo cardinal es 201. Esa situ a-

cion la repres entamo s utilixan do tinicamente las c ajas y suponiendo que con tie-

nen el ntimero correc to de elementos. Podemo s cons iderar que hay tre s "conta-

dore s" tales que cada uno conteng a dos c ajas en el pis o dos y una en el pis o

c ero, Podemos entonc e s proce der del modo siguiente : c ogemos una c aja del

piso cero de cada contador, Con es as tres cajas.obtenemo s una caja en el piso

uno. De la misma manera tres cajas del segundo piso daran una del tercer piSD.

Si seguimos asi obtenemos finalmente :
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---.._----_._----

l-. _

Todo pas a como si bubieramo s subido de un piso las cajas de un cont ador,

Obtenemos as] : 201 x 10 '" 2010

De l a mism a menera, en cualquier ba-

se obt endremo s

abed xlO '" abcdO

Multiplicar un ndmero decimal (en base diez) por 10 es equiualente a subir

todo un pi so, es dec ir, tras ladar de un pues to bacia 10 dere cb a la coma.

Multiplicar por 102 10 podemos interpreter como subir cada caja del conta-

dor de dos pisos •

Liceo Frances Louis Pasteur Bogota

Re cibido, Diciembre de 1969.
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