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BOLETIN DE ~~TEMATICAS
VOLUIIEN IV No. 1

nIT _~lODUGCION

La·intro4uooion de las matematicas modernas en la ensena.nza secunda-
ria tiene dos conseouencias principales:

10.) La mayo r'La de los maestros
no han tenido la oportunidad

de el:itudiarlas teori.as que deberan ensei'i.ar,es necesario darlef;'lesta
cpo r-turn.dad ,

ReIJI'ogramara los maestrqs:.". . ." ,,;

20.) Evo1ucion Pe~a&6gica: Todo profesor se dara cuenta rapi-
d~mente de que e1curso ex-cateq.ra

implica un fra~aB(), l§ste fracaso no viene de 1a mate:r;-iaense1'1adasino
de~ metodo.
No. es suficie~te, que los alumnos mirep y escuohen; elIas deben ser
tambiep partioipee. El heoho de actuar los alumnoe en un mismo ins-
tante, imp1icauna modificacion completa de la pedagogia.

En e1 1iceo Frances Louis Pasteur de Bogota, donde todos los profeso-
res siguieron cursos de reprogramaci6n se presentaron ciertas teorias
en eI rri.ve L de primero bacha.Ll erat o,

E1 pre~ente trabajo intenta IDQstrar como se ha llevado a cabo 6eta la
bar.

Ro be rt Mou,ssi
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NOTAg

Las t -es lee i nes eigu.i errt e e Ti.en~:l:n ~JOr fin da.r a concce r La noo101'1

la, Lecoioni:::..-:e.~ ~_~~

~lereioio No, 1,__ '-:-'·F-" ~ ~. ".

ill .s t r-ado

que una li~ea tel
De "idiroos que ca: a llZl8<:1 r<2ip:reS8Y.l.:.e,·~;J8, oa ..._etera, un al.umno es 110.-

wad para q _8 mues t.re e I }:lga.:r -10;:1(1" las dos car-ret e rae 88 ccz-tan, .;

E ·te Luga r coz-r-espcnde ", U:::i. r,ul1to .A que 11amamos pun to 0.3 i Cl.ter5ec~
cion de las doa l:ineaso S'9!le ce s i .8., enseguida que 1 s a.Lu nos enouen

ren que eL p mt c A tLene ~10S yJ.'opiedades8

A e el·0:J1.81'1,'t"iO ...e 10. 11.nea. Azu.lo

A ,- '" 'un ow =:.em.·=:;!l de la, Una Roja,o
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Ejercicio No.2.

Fig. 2

Se traza en el tablero otra linea Azul y otra linea Roja que corta en
varios puntos la Azul (Fig.2). Se llama a un alumno para que IDuestre
donde 1a carretera Roja corta la carretera Azul. E1 alumno va proba-
blemente a mostrar e1 punto B 0 el punto C se verificara que ese
punta tiene las propiedades del punt 0 A del Ejercioio No.1. Luego se
buaca.ra el conjunto de los puntos que tienen las dos propiedades:

Pertenecer al oonjunto de puntos Azu1es.
Perteneoer al oonjunto de puntos Rojas.

Se consid&paru,sucesivamente los puntas C, D, E,F, •.. para cada pun-
to se hara La pregunta: 'l'ieneeste punta las dos propiedades? Que
la respuesta sea sf 0 no habra que justifioar1a; por ejemplo: E no-
tiene las dos propiedades por que no pertenece a la linea roja.

Se ooncluira enseguida segun los casas si el punta pertenece (0 no peE.
tenece) a lainterseccion de los dos conjuntos. Bs conveniente consi-
derar tantos puntos como sea necesario para que no quede ninguna duda
en los alumnos. Entonces se preguntara: Cual es la intersecci6n de la
linea azul y' la linea roja?: se encon trara ( C.B. )

Ejercicio No.3.

Fig. 3

Sa di.buja en el tablero una linea "azul" 'if un dominio "rojo" •(Fig.3)

.-.



�e podr' admitir que la linea representa un camino y el dominio un cam
po. El problema puede ser entonces, encontrar d6nde el camino corta
el campo; problema que equivale a encontrar la intersecci6n de dos con
juntos de puntas; el dominio "raja" y La linea "azul".

SepaBara uri aLurnno 0.1 t a b l e ro par« que muc s t re un punta que pertenece
a La v ez a los <los conjuntos, .f~:nf,;n;f jJcH,ible--i..l(~ e L dig-aC 6 .D.

ver-ifi oa.r-a -:iueese punto tali.beLbien L,,-> dc.: jJ1.'OP.LClI.d".leD.

Se -

Pertenecer a la linea azul.
Pertenecer a1 dominio raja.

Sucesivamente para 108 puntas C, D, :8, F', G, H, I se hal" la pregunta:
ti~ne ~ste punta las dos propiedades y luego se colocarA en blanco el
conjunto de puntas que pertenece a 1a intersecci6n de dos conjuntos (se
busca rd de esta forma la porci6n de curva comprendida entre C y D).

Bjercicio No.4.

Se volvera a empezar can ejericios parecidos a los anteriores can figu-
raB del tipo:

Fig·5 Fig.6

2a. Lecci6n.

Hevisi6n.

Se vuelve a vel' uno de los ejercicios de la primera lecci6n que cons is
te en e1 hecho de que la intersecci6n de dos conjuntos A y R es el con
junto de los elementos que pertenecen a A y lLa 1a vez.

Ejercicio No. 1.

:~st!:1.vez vamo s a cOeserun conjunto de base mas vivo: 81 conjunto de los

.-.



alumnos de la clase de donde escogeremos dos sub-conjuntos, por ejem-
plo: elconjunto A de los muchachos (en una clase mixta) el conjunto
B de los alumnos que tienen zapatos negros, los alumnos escribiran en
el tablero La lista de los -elementos de A y La lista de los elementos
de B. Todos los alumnos se subiran en una silla uno despues de otro
y se discutira para cada uno de el10s si pertenece 0 no a la intersec
cion de los conjunt oa ,y se hara al mismo tiempo la lista de los ele
mentos de la interseccion I. Se verificara que todo elemento de I ap~
rezca en la lista de elementos de A y en la lista de elementos de B.

Ejercicio No~ 2.

Se volver! a empezar un ejercicio similar cambiando los conjuntos A yB.

3a. Leccion.

Revisiona

Volvamos a cogerel ejercicio de la lao Leccion, por ejemplo uno don-
de hubiera dos dominios presentando la siguiente situqci6n.

Fig. 1

Ejercicio No. 1.

El conjunto sobre el cual vamos a trabajar es el conjunto de los blo-
quas 16gicos. Eate cqnjunto comprende 48 elementos todos diferentes.
Hay 4 farmas difer9ntes (triangulo, rectangulo, cuadrado, disco) tres
colares posibles (rojo, amarillo y azul), dos tallas (pequena y gran-
le), das espesores (delgado y grueso). Para el primer ejercicio nos£
tros trabajamos en el tablero de fieltro sabre el cual se adhiere fa-
ailmente un papel especial en el cual se cortaran los b Loq ue a logicos
delgados (conjunto que 11amaremos L y que cantiene 24 elementos).

.-.



Se representa sobre eL tablero de fiel tro do. circu Los aeca tes bastan
te grandes (Fig.S) y se colocan todos los bLoque s so're 6-' tablero (fu~
ra de los ciroulos)0

Fig, S

Sa pida entonces poner dentro del oirculo A tad S (;j,T solamente )108 bl£

que azu1es y dentro del circulo B todos y so Lamerrte) Los recta-ngules.
Cada a l.umno podra venir a examinar eL caso partioular ie un b.l.oque y ex
plioar 81 lugar donde 10 pone y porqueo Sera faoil hac l' descubrira
los alumnoe donde se enouentra la interseocion del conjunto de :)..osazu-
les y del conjunto de los reotangulosc

Ejercicio Noo ?,

Sa puede volver a coger el ejercicio precedente tomando com primer con
junto el conjunt de los Ilgrandesily como segundo conjunto el de los
tr:iangllloso

EjercicioNo. 30
Es preferi ble coger el primer ejercici.o de mane ra de ob tene r- una Lrrt er-«
seccion vacfa; basta para el10 considerar el conjunto de los triangulos
y e1 oonjunto de 'os discos.

.os nos se d.rvi den en grl.lpos de 3, Cadavg.rupo vpon sobre 18. meaaj

f ··,t f, mea a" son t a .l ien ableros) un oon jun t o de b Loq ue e 16g~_c s y tra,-..... ;::)

10, I los estaban Bobr e1 t ab Le ro de ielt pc Unz: a. O:Lrou O.J como que -
a Lu-mo e scoge un primer C01'1j1.1.ntoy otro e L aegundo , ; sta,. e.: cogencia S8

h""·.,, ;;.es se trata de colacar convenientements todos 1'13 bl'ques de. ma

.-.
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nera a encontrar la Inter secc ion de dos conjuntos 0 Para ella puede procederse
as! :

lin alumno COg2 un bl oque y prequnta a otro como colocarlo conve nien rerns nte 0

Este ultimo debera expl icar a los otros dos porqu s e scoqto ose Iuqar 0 Para e1
bl oque s iqu ie nte se cambian los pa pele s . £1 jueqo se term ina cuando todos
los bloques han s ido convenientemente cclocado s 0
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1eccion lao
"

Ejercicio No. 1.

Se p re ae n t an. en. 81 t ab Le ro \/"'~).,riof3 ~·)loqu.E-;S, :POI" e jemp Lo e

/:':, ~------'--'II .';"Z u 1 .

J~~nest e conjunto de 'ba.s.e que Lt.amamos E, se cons i de z-a en t r-e los G~le-

mentos de E La r-eLaci on s "t ene r eI mismo 00101' que!". Se p0dria en.o;..

tonces escribir por e jorapLo. "01 t:ciangulo pequeno de .izqua.e r-da arri

ba tiena 01 mismo color q~c 81 rectangulo pequeno azul del medio del

t ab Ler-o'", Para ev i t ar- 88c:cibLr f'r-ase s tan lccl'gas ee adm i te que se -

pued a reemplazar La fra.s e por una flecha que va del tri ar.guLo peque-

no al rectangul0 del ce~tro.

At enc i om de La nu.sma f'o rma que se r i a Lnut i L eao r-i oir- dos veces La

mi sma frase, no se pondz-a us,s de une, flecha entr-e d.os elementos A y

B. Despue s de ha ber exp l Lcad.o 10 Clue preced.e, se p i de a los alumnas

de poneI' a1 maximo de fleohas posibles; habra algunos que hal1:aran -

que se pueden poneI' flecna sobre 81 elemento en 8i mismo. ( bucle ).

Fig. 10
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Cuando terrninemos se puede decir que hicimos la representac';~n sagi t a.l
de la relaciono

En e1 tablero se represAnta un conjunto F de numeros y par ejempl\.;se
considers' la relaci6n lies inferior a" 0 Se pide hacer 81 grafo de es
ta .reLac i Sn eobre una hoja de pape l.,
Atenci6ng eeta vez no hay flechas sobre e1 elemento en sio (Los alum
nos pueden disoutir pOl' grupos de 2 0 de 3 los grafos obtenidos),

~rcioio NoD 30

Sobre la.s "mesas 1/tableros cada grupo de los alumnae colaoa ~u~conj~
to G de mis 0 menos 7 bloquBs 16gicoso

Se considera La r-eLac i.on "tener una diferencia" 0 Cada bl.oque tiene -
cuatro propiedades6i)se dice que 2 b Loo ues 'ti.enen una di.f'erenc i a ei, tie- ~ - ~
nen 3 propt.edades ccmune a, Entonces se pod ra pone n una f'Laoha que en
ga POl' origen e1 pequeno triingu10 azul delgado y POI' extremidad el p~

queno triangu10 raja delgado~ Un alumna A del grupo traza una f1echa
y explica. a los atros d.os (:B y C) po rque trazQ esa f'Le oha; :B y C des-
pu.es hacen 10 mismo que hizo A y asi continua 61 ejercicioo

Sa pide a los .e.lumnosque propongan un ejeroicio poniendo atencion a1
he cho de de t ermi.nar- bien e1 con junto y La r-eLac i on a e stud i az-,

Par ejemp 08 en el ccnjunto de los bloque~ ogicos se pueden conside=
r-a.r las r-eLac i ones "tener La misma forma geome t r-Lcs II 0 "tene dos di~
f e re.ncd as II c En e1 oonjunto de los alumnos la relacions Iioo"pesa

qu

Leccion 2ao--.-........._-- ............,

A)o Refrexi~o Sa pid a los alumnos que oonsideren 10 grafos de

(f)
eooion lao y en partie lar la presencia. de las f1echas en si misIID.....;,---------/~.~-~-
Nos inters an 8 lamente~ las cuatro propiedades consideradas en e1
Cap it.ul, _ 0

la
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de los elementos. Se constata Que existen grafos para los cuales,
para cada elemento hay una f1echa sobre e1 elemento en si. Para euun
ciQr esta propiedad, se dir~ Que 1a relaci6n es reflexiva.

Se buscara ouales son, en las relaciones estudiadas en e1 curso de 1a
Leoci6n La, , aque Ll as Que son reflexivas. I'eni endo en cue ta que , bas
a con Que un elemento no tenga f1echa sabre si mismo para que 1a re-
lao~6n no sea reflexiva, se pedira a los alumnos ejemplos de relacio-
nes reflexivas y no ref1exivas.

Se most z-az-a que en un c onjurrto dado se pueden oons Lde r-ar-relaciones
reflexivas y no reflexivas. Se buscara en vano una relaci6n que sea
reflexiva en un oonjunto y no reflexiva en otro.

Leocion 3a.

Propiedades de una relaci6n:

B) Transitividado Sa pone en e1 tab1ero e1 eSQue 1a si:>iente~

~Ctap0~
r:-'~-1-'-d-~ entonces esta debe existir ·~Ll' "~
~~~ 1 ~ -. ~

tambien para que la relaci6n
sea 'rRANSITIVA

Figo 11

Atenciong La salida, La etapa y La llegada no son nece sa.r-iamerrtepUE;
t os difer t.e a,

Consideramos los grafos de las relaciones de la Lecci'n lao; cuales
son -quellos que son transitivos, aquellos ~ue no sono Enouentre
eje plos de relaoiones transitivas9 de relaoiones no tr&nsitivas. ~n
un mismo ccn junto se p .ede definir una. relaoi6n t a-ansitiva y una r-eLa
cion n transi ivag los alumnos deben encontrar ejemplos. Como es -

.-.
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sufieiente conocer e1 grafo ~ara eoncluir si una relaeion es ransiti-
va 0 n6~ eonsideremo8 as diferentes grafoso Pero como ree nocer si
una relaeion no es transitiva? Sera de 1a siguiente mane ras si ss

puede encontrar dos f1echas sucesivas Sa1ida-Etapa yEa a-L~egada sin
que exista una tercara (0 una sobre e1 e1emento en sf) que permita ir
directamente de la salida al punta de llegada 0 sea que 8i
e L grafos

nemos en

:0 b

(1
~

sin buel en
3, 6 n

Sin flecha de a a C a

Figo 12 Figo 13

Sa podra entonces proponer un grafo; estudiar 8i la relac'on eorres-
pondiente sa transitiva~ sino como modificar 81 grafo parr obtener una

relacion transitiva?o Es conveniente insistir sobre e1 or" erio para
reconocer si una 'relacion no es transitivao

Leceien 4a~

Propiedades de una re1aciono

0)0 Simetrfa~ Se vuelve a dibujar en 61 tablero los grafos dell 0 y
200 ejercicios de la Leoci6n lao Compare los dos grafose que diferen
mas exi, stan? 0

1013 alumnos van a responderg hay uno en que hay una fl c a sobre el ele
mento en si y en e1 otro no hayo Es est la unica diferenc'a?o En el
segundo grafo, entre dos puntas diferentes no hay nunca mas de una fle~
aha mientras que en e1 primero entre dos puntas diferente8 0 hay nin~
na c !lay dos f'Lechaa , 0 sea., que s i, xiste una f'Lecha que va de 1 purrt.o

A al punta B~ exists abligatoriamen e una que va d B a Ag una lac ion
tala simetricao De ahi La definiciom Una relaciCm s s'me rica si 9

en.re dos puntas diferentes no exis e una flecha simpleo
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Para que una reLacLon no sea s imet ri.ca , basta con que ex i tan dos pu.£
t os diferentes unidos POI'W1.asola f'Le cha , Se e st u iara La aimetria
de las relaciones de las cuales ya trazamos los grafos. Racer encon-
tral'a los alumnos ejemplos de relaciones simetricas y de relaciones
no aimet ri cas, Racer dibujar pOI'un alumn el grafo de una relaci6n
no simetrica; como cornpletar ese grafo para oatoneI'una -relacion sime
trioa?:poniendo e1 menor numero de flechas posibles.

Lecci6n 5a.
~ m:

Helacion de equivalencia.

Ejerci..oioNoo-1.~
Considerernos e1 conjunto de alumnos del Lice y La r eLacdom perten~
cer a la misma clase. Esta relacion es evidentemente reflexiva, 8i-
metrica y transitiva, Se conviene entoness de decir que es una rela-
oi.cn de eq u i.v a.Lenci a, Cua.Le s son los a l.umno s que e stan en relaci6n -
con Pedro Sanchez? Ev iderrtemerrte todos les alumnae de la cLase , Cuan
do una re Lac i on es una relaci6n de equivalencia. (as .ecir si es ref1exi.

"va~ simetrioa y transitiva) se llamara clase de a (que se escribe A) e1
c onjunt o de los elementos que est an en r'e Lac i.cn cor a (se puede decir

~\ 0tambien equ i.va.Le ntea a a) 0 Se b.a.ran entonces las si.gaientes aclaracio
ne s s

8i , 41 ,,"a esta en relacion con b antances
p "a '"

" ,>
J; _,

a - JJ

2)0
, ~Si b pertenece a a entonces

3). Dos clases diferentes tienen una intersecci6n vaeia
(Un alumno no pertenece ados clases diferantes).

4). Una claSB puede estar representada POI' no importa eual de sus
eLeme rrtoes si 'Pedro Sanchez y Juan Lopez eatan

t( ," (( _se? la clase de Pedro Sanchez y la CLase de
presentan un misma conjunto.

5 0 Una relaci6n de equivalencia permita clasificar lOB elementos
de un conjunto E POI' los suaconjun as separados (las 01a8e8),

en 10.misma cla
L' ~uan opez re-

de los ualee la reunion es e1 conj nt Eo

Se vue Lven a coger los grafos ya t z-azado g corresponden ellos a rela-
oi.one s de eo uava.Lenci a? Si es asi, se rodean 1 s cLaaea , cuarrt.aa c'a-
ses hay?,
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Lecci.on 6ao

Pro~iedades de una relaci6no

D)o Antisimetriao En la ·cuarta leccio:n se aclarara ~ue9 en uno de los
grafo89 habia en , odas partes flechas dobles~ se decia ~ue la relacion
correspondiente era simetricao En el otro grafo9 al ccntrario no habia
sino flechas simples es decirg entre dos puntos dife entes no hay sin
una flechao Una relacion tal es antisimetricao Para que una relaci'n
no sea antisimetrica basta conque existan dos puntas unidos por dos fie
chas diferenteso
Atencions La antisimetria no es la negaci6n de la simet fa; una rela-
cion puede ser a la vez no simetrica y no antisimetrica9 como la del
grafo

b

c

Sa estudiara la antisimetr1a de las relaciones de las que ya s traz6
131 grafoo Se pz-egurrtaz-anejempLos de relaoiones qur no son antisime-
t r-i oaa,

Leccionz:o

Relaoion de ordeno

Ejercic,i Noo 10

Se oonsideran 5 alumnos de estaturas diferentes y en este conjunto9 la
relaciono «es al menos igual de alto que~ 0 Se aclara que ssta rel~
oion permite olasificar segUn un orden los elementos de eate conjunto
si convenimos de poner a antes b si a es al manos igual d.e~lto que bo
Cuale~. on las propiedades de esta relaciPn? Es reflex'va~ transti i~
va y an"Gisimetrioao Se allamara relaci6n de orden toda re aci P:nque
t enga est a.atr ,8 propiedades a 1a vez ,
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Ejerci-:::ioNo 0 2.

Se cogen de nuevo los grafos ya trazados; corresponden a el10s a rela-
ciones de orden? Se hara notar 10 siguienteg
a). Consideremos 10.relacion «es inferior 0 igual a~ en el conjunto

(l~ 2, 3~ 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10): es una relacion de orden; 8i se co
gen 2 elementos cualesquiera del conjunto9 se puede siempre ir de uno
a.I otro siguiendo las flechas del grafo (es una r-eLaci.onde or en total).

b). Consideremos 10.r'e Lac.i Sn "divid.e a " en el mismo conjunto; es una re

lacion de orden perc esta vez no existe un camino uniendo 3 a 5 --
siguiendo las flechas del grafo (es una relacion de orden parcial) 0

Eje~cicio No. 30

Es 10.inclusion una relacion de orden?

Leccion 80.0

Relaciones de equivalencia en N~

Ejercicio Noo 10

Se toma un conjunto de cinco alumnos que se coloean en circulo.

El maestro empieza a contar 1 mostrando a B, 2 mostrando a C, 3 mos--
t rando a D, etc 0 5 en A, 6 en B, etc••• ; y hace las siguientes pree,"'UE.,
tas~ A quien va a corresponder el 8?9 el 2?, el 137, el 7?, e1 17?,
e1 22?, el 27?, e1 37?, e1 l07?

Los alumnos van a terminar por encontrar rapidamente pU6sto que se dan
cue~ a que cuando un numero se termina por 2 0 por 7 este corresponde
a c. Dicho de otra forma, encontraron las clases de equivalencia; fal
ta hacer aparecer la relacion a 10.cual pertenecen estas clases.

SeJodra convenir con los alumnos que se llama clase de B todos los nti
mer-os que corresponden a B, de 10.misma forma para C y para los otros,

e -.



Se pregunta entonces a eual clase pertenecen 32? 41? 53?
Ejereicio No.2.

Se toman 3 alumnos A, B, C, el alumno euenta 1 mostrando a B, 2 para C,
3 para A, 4 para B, etc. y haee las siguientes preguntas:

a). A quien corresponden 2? 7? 12? 17? Estas preguntas tienen pOl'fin
el de llevar a los alumnos a pensar que la ley que ellos habian estable
eido antes: para reconoeer a que clase pertenece un numero, basta con
mirar el numero con el cual termina , no as valida,

b). A quien corresponden 7? 10? 13? 16? 46? Esto para llevar
a los alumnos a pensar que pclraencontrar la misma persona hay que co~
tar de 3 en 3, es decir hay que aumentar de un mUltiplo de 3; en el c~
so en que esto no parezca evidente se puede volver a coger una serie
parecida: 5, 8, 11, 14, 17,47 •.• con el fin de guiar a los alumnos ha
cia la ley que hay que encontrar, se podran buscar los elementos de la
clase de B.

B = {l, 4,7,10,13,16, .••}

y preguntar cual propiedad comun tienen estos numeros. En el caso en
el cual esto no sea suficiente se pedira que busquen los restos de las
divisiones de estos ntimeros por 3. Sienda el resta 1, se podra llamar
par 1 la clase de B.

Tienen los elementos de la clase de C una propiedad parecida?
Como se podra llamar la clase d.eC? y la clase de A? Cuantos restos
posibles existen en la division Euclidiana pOl'3? Cuantas clases hay?
Que reLac i on existe entre dos elementos de la misrna clase? La r-eLacidn
es~ tienen el rnismoresto en la division por 3

Ejercicio No.3.

Se tornanlos 5 alumnos del ejercicio No.1, se pregunta a B de enumerar
los primeros elementos de au clase. Cual es la relacion que hay entre
estos elementos? Es posible encontrar una relaci6n parecida a aque11a
encontrada en e1 ejercicio Noo 2? Evidentemente esta vez la relacion
esg tener e1 mismo resto en la division pOI' 5 0 Cuantos son los res-
tos posib1es? El mismo numero que el numero de clases •

.-.
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Es conveniente insistir sobre e1 hecho que en los dos oasos as e1 mis
rna oonjunto N que se considera perc que se trata de d)8 relaciones di
ferentes que son parecidas.

~eroicio No, 4~
Se c nsidera ahara e1 conjunto N y en este conjunto la relaci6n te-
,.ere1 mismo resto en 1a division Euclidiana por 7, Cuantas clases
de 8~uivalencias existen? Dar algunos elementos de 1a clase de 360
Fa que existe un e1emento que pertenezca a la vez a 1a clase de 1 y a
1a clase de 2? Verificar que la re1acion considerada es reflexiva,
simetrica y transitiva, es decir una re1aci6n de equivalenciao

~cicio NO.5,
Se considera ahora e1 conjunto N y en este conjunto la relacion tener
e1 mismo resto en la division Euclidiana por 2 c Como llamamos comunmen
te 1a clasa de O? .La clase de 1?

.-.
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DE LOS CONJilliTOJA LA NOCrON DE NUM~RO,

Lecci6n lao y 2a,
'"

Biyeccion entre dos conjuntosg

Juego Noo 19 Se con.sideraun grupo de 5 a1umnos POI' ejemplo. Antes~
sabre 5 hojas diferentes9 se escribi.ra e1 nom're de cada uno de estos
a Lumno s, Tenemos en torices dos con junt os e e L con junt.oE de los 5 alum
nos y e1 oonjunto F de los nombres. Se pide Que cada alumna vaya y
busque la hoja que Ie corresponde; cu~l es la relacion Que existe en-
tre un elemento de 1~y uno de F? esg "se llama" 9 se puede entonces
esquernatizar la situaoion de la forma siguienteg

_______________ ~- E

Se hace una flecha cada vez que se pueda escribir ~se llama~
Se notara,oue s-----=---- ......~
100) de cada elemento de E sale una flecha - una. sola.
20Q) a cada elemento de F llega una flecha y una ~olac

Cada vez que una relacion entre dos conjun as admita como repre enta-
cion un esquema con estas dos propiedades se dira Que as u....na biyecci6n.

Jue~9 Noo 28 Soo~e las mesas-tablero cada a lli~!O co eca de un l~do e1
c njunto E de los bloques Logi.cosazu Le s y del 0 z-oe co junto F de los
010Qu96 15gic e aillarillos. Se considera la relaci6n de E a Ii' definida
por s Citieneuna y una sola dLf'erericia 110 Cada aLumno dibuja todas las
flecha.s posibles despues de 10 cual constata que el grafo tiene las
p opted.ades menei nadas anteriormente.



Juego NoD ~g Entontrar ejemplos de biyeccioneso Tener Guidado de ha
cer notarl conjunto de salida, oonjunto de 11egada y la relaci6n.

Juego Noo !~Se considera
1 . p ( 1ac~on ••• as e posterior

E = (09 1, 2~ 4) y F = (09 l~ 3) y la re
de •••» 0 Hacer 81 gz-af'o, Es una.biyeo-

cion? Porque?

uego N~5.3 Se cons i.de ra
y F = (Alenania~ Colombia,

»
s'S anouentra en

E:= (Bogota.,Cali, Be r-Li.n,Paris, New York)
F . U C' Il. Ch··' 1 Lac i P «rancla~ '~O~.9 lna) y .a re aC10n e ••

Hacer al grafo. Es una biyeoci6n? Porque?

Juego No.6z Se considera
o Lf i co ) y 12. r-e Lacdon «...

E = (Colombia, Italia) y

tiene oostas en eL ..».
F:= (Atlantico, Fa
Hacer e1 grafo.

Es una biyecci6n? POnJue?"

Juab'-'Noo 7g Enoontrar ejemplos de r-e Laci ones Clue y"o sean b.iyeoc i ones,

l,eccion Noo 30=-== " •

Los numeros, proniedades de los conJuntoso

Consideremos varios oanjuntos entre los cuales existen biyBccionesoi/~-A i"~
. 6~>~

c \. J
\ ; I.,

o --;----.-~ 6f-----~ ! /
A ~ 13 "----.../ C

Sa dira entances que los conjuntos ~ equipotente~. Cuales son las
. d d d 1 1" ~ . terrt >~prop18 a es e a re 2.010n ,•• es equlpo enuB a 0 O. 0

Es reflexivag Cualquiera que sea el conjunto E considerado, existe
una bi yecc i Sn entre EyE; La aplt.caci.onidentica (..ue a un elemento
X haca corresponder 81 mismo elemento X).
Fls simetri a s Si existe una biyeoc i.onde E a F es posi.be establecer
1.<11.0.. de F a E (s ria La apL'icaci Sn reciproca par ejemplo e Se .lustra
esta s i,tuaca.on,

.-e
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Bs tran8itiva~ Sa mU8stra subre un ejemplo queg
-8i existe una biyeccion do A a B

y

-ai exista una biyecci6n de B a C
entonces existe una biyeccion de A a Co

. • <KEntonces la relaclon 0 •• es equipotente a ... as una relacion de
equivalenciac Dna clase de equivalenoi&. es e1 conjunto de los conju£
tos que son equipotentes; se dira que tienen el mismo cardinal (se dl
ra el mismo n~~ero si se puede establecer una biyeoci6n entre el con-
junto y un subconjunto de N, conjunto de los enteros naturales). Se
plantea entonces el problema de la representaci6n de este cardinal.

Se llamara ° el cardinal del conjunto vac i o,

Sa Llamar a 1 e1 cardinal del conjunto {oJ
(Entonces todos los elementos simples tienan pOI' cardinal 1). Se ten
dra desde entonces suficientes si~bolos para escribir todos los nume-
ros (en la base dos)o
Practicamente e1 hci.bitohace que nosotros utilicem.os otro simbolos.

Se llamara 2 e1 cardinal del conjunto { 0, It
J

Se llamara 3 el cardinal del conjunto {O9 1, 2} etc.
Bs evidente que, si no se estab1ece ninguna convenci6n de escritura,
habr1.a tantos si.mblos oomo clases de equivalencia;l es deoir una infi
nidad. De esto resulta la necesidad de poner al punto un sistema de
numeracion,

Lecciones No.a1 y siguientes •

.... . ,"q'Ja m.uneracion, Todas las baseE!..

Presentacion del metoda que yo invente y que es utilizado con axito
desde las clases de kinder del Liceo Frances Louis Pasteur de Bogota.

~

bisagra ----.••QIO=-------::-Ji.---



El con tad i: (cn toda base) S8 presenta como un est arrt.ea.Ioua'l esta fi
ja u~a tab"a Que gira alrededar de una b' ~agra (Fig, 1 )
Nos pr-opone.moe encont raz-La propiedad numer i.cade 1.1.1'1 oon;ju.ntode bLoques

(contar 1 os bLoques) en las diferentes baee s,
Paz-a esto d.i.aponemoe del cont ado.r en tode,base 7;{ de unae cajas tranepa-
entes de plastico,

a). En 1a base 109 Se toma lL'1 b'Loq ue que se pone 811 11.:l1aca j a sr., eL piso
cero,

(Se vera des?ues que~ para definir las potencias5 as preferible usar 1a
terminologia francesa "Jr llamar primer p i so a 10 Clue en Colombia se de-

signa con segundo pi80)0
Se haa8 1a misma operaci6n nasta que en e1 pis~ cero haya diez cajas9
antances se pone e1 contenida dA estas diez eajas en una sola caja en el
primer pisoo
Se vuelve a ernpezar-a eoloear eajas en eL piso cere has t a que haya de -
nuevr diezj momenta en el oual se vuelve a hacer la operacion anteriorQ
Sa corit Lnua asL Si j en un momento se llega a tene r- di.e z cajas en e1 -
primer pi.ao, entonoes se vierte e1 conteni.do de eaas cajas en una sola
caja que se oolocara en el segundo pisoe
De una f'orrnageneral j cuando haya diez cajas llenas en eL p i ao n , se ver
ira el ccnl;enido de €lsas oaja en una sola que se colocara en el piso
n +- 1,
Se detAndr~ e1 proceso, euando todos lOB bloquBs se eneuen ren en cajas
ql e se hallan en el con ador.

SupongamoN que ten os la situaeion de la Fig, 180 Sa va a paner BO-
br la t bia que gira y en cada piso una eti~ueta sobre la eual esta
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escrito e1 numero de cajas ~ue hay en e1 pisos en el ejempl anterior
se obtendra la si,tuacd.on. de 1a. Fig'o'~"19oPara obtene r-, siguiendo La e,!
critura convencional, el numero de elementos del conjunto, bastara con
hacer girar la tabla (Fig.20) y obtendremos entonces 13:21 •

b)o En 1a base 38 Se utiliza 131 mismo contador, se pone un blo~ue en
una caja ~ue se coloca en e1 pieo cer09 Y se sigue colocando cajas

hasta ~ue haya 3 cajas. Entonces se vierte e1 contenido de estas 3 ca
jas en una sola ~ue se coloca en el primer pisoo
Se sigue exactamente el mismo metodo ~ue 131 se~~ido para La base diez,
perc ~Ui1 cuando haya tres cajas llenas en e1 piea n~ se vertira 131
contenido de las tres cajas en una sola ~ue se colocara en e1 pieD n+l.

c)o Las PotenciaS8 Se podra dar la definicion general siguienteg na es
el rnimer-ode elementos que hay en una caja del pa so n en La base a •

La ventaja de esta definicion es ~ue el alumno esta habituado aver y
, . H tnumer~ca ~ue son una po e~construir conjuntos ~ue tienen por propiedad

," S' ~ t f' '1 ddtC1a. era en onces ac~ e emos rar ~ueg

an ~ a.ana. ------ a (con n factores)
En fin y a1 = a, cual~uiera ~ue sea e1 a considerado;
pareceran igualdades totalmente naturaleso

d). La numeraci6n de todas las baseS8 Puesto ~ue 34 representa 131num~
ro ~ue hay en una caja del cuarto piso cuando se cuenta en la base 3

2 x 34 representara antonces el numero de elementos que hay en dos cajas
en e1 cuarto pisoo
2 x 34 + 33 representara 131numero total de bloques Cluehay en la reu-
nion de dos cajas del cuarto piso y una caja del tercer pisoo Este nu-
mero se escribe 2100 en la base 30
Sera entonces facil de interpretar 10 ~ue significa un numero escrito
en la base 10 par ejemplo:
1324 se puede descomponer en :a~>:>t'i.10~Ale;:[;,2 + 2. 01 + 4.10 0

Sa podra~ segUn las clases, llegar a expresiones de este tipog
n Xn-1 + A 0 XOAn 0 X + An_1o + ~••••.o 0

(Tadoe los numeros ~ue participan son enteros)o
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CAP I TIT L 0 I V

EL CONCEPTO DE G~JPOo
Rotaciones alrededorde un eje.

Juego NOolg En e1 patio se traza un rectangulo que tonga 2 m de lar
go por 1~60ill de anchoo

D
~

A
"::i roja
"C E B
ro
Figo 21

Este rectangu10 esta dividido en cuatro pequenos rectangulos por una
recta roja y por una recta amari11ao E1 profesor se oolooa en e1 pu~

to de intersecoion 0 de estas dos rectaso En cada rectangulo se 001£
ca un aLumno , El profesor pone en e L suelo en eL pun to 0 una ho ja
de carton que es un esquema de la situaci6n inicial~ El reotangulo -
con los ejes de color colocados en las mismas direooiones que los mi~
mas que los del suelo Y9 en cada rectan~~lito~ las inioiales de los
alumnos que nosotros llamamos A, B, C9 D, (Figo21' ademas sabre el re
verso figuran tambien los ejes y las inicialeso
El profesor diceg Yo roto rojo9 entances los alumnae daben sa1tar por
sabre eL e je ro jo, Para verificar que los a Lumnoe no se han 'ElQ.uivoca-
do, e1 profesor vol tea 1a hoja de carton alrededor del eje rojo y la
coloca de nuevo en e1 piso verificandoo Enseguida se efeCuuan diver-

+ .sas ro cao i ones,
Cuand.o paz-ezca que todos han comprend.ido se divide la cLase en grupos
de cinco (un almonD reemplazara al profesor en su punta)a

Zue~~ N a 28 Se vuelv a tamar las mismas posiciones que para e1 ler~
;juegoper-oesta vez eL Q.ue conduce eL juego anunci.avar-iaa rotaciones
suoesivaso Sa trata entonces de ir can e1 menor numero de rotaoiones
a 'a pos:cion finalo El que dirige e1 juego dira pOI" ejemplo8
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Amarillo-amarillo, cual es e1 resultado de estos dos movimientos?

Todo pasa co1110si no se hubiera hecho nadao Se dira. que e1 producto
de estas dos rotaciones es la rotacion nula que se notara p r ro
Que pasara si se efectua roja-rajo?
Se anuncia enseguida raja-amarillo; se vuelve a tomar la posicion ini
cial y se anuncia amarillo-raja. Se puede natar qUE? obtenemos la mis
rnaposicion final si hacemos ama:rillo-rojo 0 roja-amarillo; conoLu
si6n: e1 orden no importa.
Se vuelve a tomar la posicion inicial y se anunciag

Amari11a-rojo-rojo-amarillo
Rojo-rojo-rojo-rojo-amarillo
Ama:rillo-amarillo--rojo-rojo-amarillo

Conclusion? Si hay un numero par de rotaciones rojas no ouentano
Pasa 10 mismo con las amarillas? Se anuncia en seguida un n'mero de
rotaciones cada vez mas grandes; hay que encont ra.rcomo ir de la po sa
sion inicial a la posicion final hacienda e1 numero menor de rotacio-
ne s ,

Juego Noo)g Se da una posicion inicial y una posicion final, enc0E.
trar varias maneras de ir a la posicion final desde la posicion ini-
cial.
J·uego Noo 48 Se pod ra volver a tomar en clase los ejerci ci.cs anterio
res de la siguiente mane raj cada alumno dispone de una ho ja de papal
transparente sabre la cual se ha trazado e1 eje r~j y e1 eje amarillo
y atribuido un numero a cada uno de los rectangulos (Fig.22)

1 '() 2"l

~ raja
~

4 ~ 3
"'C

Figo22

La pasio· on :i.nicia.l sera La de La Figo22 y La llamar mos Ao

S t,r~za con tiza un cuadrado ~ue encierre la posi ion iniial de la



hoja sobre 1a mesa. E1 alumno tiene e1 derecho de levantar 1a hoja9
hacerla rotar alrededor de 1a recta roja 0 d 1a recta amarilla y de
ponerla enseguida sobre la mesa en el cuadrado que fue trazado con -
tiza.

Cuales son todas las posiciones que puede ocupar 1a hoja.?

I

1 '"'c.

4 3

I
1 2

4 3

Posicion A Posicion B

FigG23 Fig. 24

43

3
1

1

2

2 4

Posicion C Posicion D
Fig,25

Se puede entonces poner los problemas similares siguientes:
1)0 Que se va a obtener si se efeotua una rotaci6n raja ompezan-

do pOI' la posicion C? 10 que se esquematiza POI'

C Rot 0 ro j a !t ?

2)0 Que rotacion permite pasar de la posicion D a 1a posicion A?
10 que se esquematiza por

D ? A

3)0 Se puede encontrar la idea de conmutatividad~

A Rot 9 amarilla !>

Rot e roja ~

~"_ r=o,J,/.i.:;:o 3lI»

Rot &amaril aA

Conclul£'':'on?
.B Rot e amarilla. ~

.B Rot 0 rojo >

~ rojo

~amarilla



Conclusion?

Misma operaei6n empezando por las posieiones C, D9 Cone usion gene-
ral? El produeto de dos rotaeiones es independiente del orden en
el eual se efectuan.

4). TO es una rotacion que no cambia nada. Se da9 por ejemplo una
rotacion amarilla, es que existe una ro acion que permita volver

a la posicion inieial; es deeir si existe una rotaci6n tal que el
produeto de dos rotaeiones sea TO?

Se eneuentra asi la idea de elemento simetrieo.

5). En una serie de rotaeiones se eonsideran varias rotaeiones suee
sivas. Estas rotaeiones sucesivas son equivalentes a una 0 dos

rotaciones. Que pasara.si se reemplazan varias 0 todas las rotacio
nes sueesivas por una 0 dos rotaciones equivalentes?

»>" .... ~~
.---7- -- - .t

A

/ - - -> -----~~?

Fig. 27
Se obtiene el mismo resultado reemplazando varias rotaciones sueesi
vas par una 0 dos rotaciones equivalentes •

.-.-.-0-0
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