MATEMATICA MCDERNA EN SECUNDARIA
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BOLSTIN DE MATEMATICAS
VOLUMEN IV No. 1

INT:ODUCCICN

La - introduccidén de las matemiticas modernas en la ensenanza secunda-

ria tiene dos consecuenciag principales:

lo.) Reprogramar a los maestros: La muyoria de los maestrcs

ne han tenido la oportunidad
de estudiar las teorias gque deberin ensefiar, es necesario darles esta

oportunidad.

20.) BEvolucidén Pedsgdgicat Todo profesor se dard cuenta rapi-

damente de que el curso ex-chAtedra
implica un fracaso, éste fracaso no viene de la materia ensefiada sino
del método, ‘
No es suficiente que los alumnos miren y escucheni ellos deben ser -
tambien participes. El hecho de actuar los alumnos en un mismo ins-

tante, implica una modificacidn completa de la pedagogia.

En el Liceo Francés Louis Pasteur de Bogot4, donde todos los profeso-
res siguieron cursos de reprogramacién se presentaron ciertas teorias

en el nivel de primero baclillerato.

El presente trabajo intenta mostrar como se ha llevado a cabo ésta la

bor.

Hobert Moussi



MATEMATICA MODERNA EN SBCUNDARIA
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NOTA: La experiencia prusbzs gue La nceldn de interseccidn es muchiqﬁ'
mo mis simple gue 1z de rsunidn.
Las tres lecciones esiguientes itisnen por fim dar a conocer la nocidn

-

de intersecoifn de dos coujunios,

la. Lecoidns

biercicic Mo. 1.

Se traza en el tablers unz 1inss "Azul' y una linea "Reja" que se

" cortan! {Veass Fig. 1}

fon antericridad, em la leccidr da los conjuntos, se habri mostrado

.t

que una lines %21 es un corjumie infinite de puntos).

Decidimos que cada linea represgenta uns carretera; un alumne es lla-
made para gue muestre el Lugar donds las dos carreteras s8¢ cortan. =
Este lugar corresponde & un punto A que llamamos punto ds intersec-
cién de las doz lineas. Se necesits enseguida que lee alumncs encuen
tren que el punto A tiens dos propiedadess

la lines Azul.

o
o]
i
0
i
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A e un slans

A o8 un elemsnto de la linea Rojs.



Ejercicio No.2.

Fig. 2

Se traza en el tablero otra linea Azul y otra linea Roja que corta en
varios puntos la Azul (Fig.2). Se llama a un alumno para que IDuestre
donde 1la carretera Roja corta la carretera Azul. E1 alumno va proba-
blemente a mostrar el punto B o el punto C se verificara que ese
punta tiene las propiedades del puntoAdel Ejercioio No.l. Luego se
buaca.ra el conjunto de los puntos que tienen las dos propiedades:

Pertenecer al oonjunto de puntos Azules.

Perteneoer al oonjunto de puntos Rojas.

Se considé&paru,sucesivamente los puntas C, D, E,F, =.. para cada pun-
to se hara La pregunta: "l1"ieneste punta las dos propiedades? Que
la respuesta sea sf o no habra que justifioarla; por ejemplo: E no-
tiene las dos propiedades por que no pertenece a la linea roja.

Se ooncluira enseguida segun los casas si el punta pertenece (0 no peE.
tenece) a lainterseccion de los dos conjuntos. Bs conveniente consi-
derar tantos puntos como sea nhecesario para que no quede ninguna duda

en los alumnos. Entonces se preguntara: Cual es la intersecci6n de la

linea azul y la linea roja?: se encon trara ( CB. )

Fig. 3

Sa di.bga en el tablero una linea "azul" 'if un dominio '"rojo" <(Fig.3)



5e podrd admitir que la linea representa un camino y el dominio un cam
po. Kl problema puede ser entonces, encontrar dénde el camino corta
el campo: problema que equivale a enconirar la interseccién de dos con

juntos de puntos; el dominio "rojo" y la linea "azul'.

Se parari un alumno ul tablero pace que uucstre un punto que pertenece
a la vez a los dos conjuntos. HBe wuy posible e el diga C 6 D, Se -
veriticara yue ese punio itelga bien lio uco. propLcuicies.

Pertenecer a la linea azul.

Pertenecer al dominio rojo.
Sucesivamente para los puntos C, D, &, ¥, G, Hy T se hard la pregunta:
tiene éste punto las dos propiedades y luego se colocard en blanco el
conjunto de puntos gque pertenece a La interseccidn de dos conjuntos (se

buscard de esta forma la porcidn de curva comprendida entre C y D).

Kiercicio No. 4.

Se volverd a empezar con ejericios parecidos a los anteriores con figu-

ras del tipo:

Fig.4 Fig.5 Fig.6

2a. Leccidn.

Hevisidn.,

Se vuelve a ver uno de los ejercicios de la primera leccidn que consig
te en el hecho de yue la interseccidén de dos conjuntos A y R es el con

Junto de los elementos que pertenecen a A y L a la vesz.

Bjercicic No. 1.

Usta vez vamos a coger un conjunto de base més vivo: el conjunto de los



alumnos de la clase de donde escogeremos dos sub-conjuntos, por ejem-—
plo: el conjunto A de los muchachos (en una clase mixta) el conjunto
B de los alumnos que tienen zapatos negros, los alumnos escribirén en
el tablero la lista de los elementos de A y la lista de los elementos
de B. Todos los alumnos se subirdn en una silla uno despues de otro

y se discutird para cada uno de ellos si pertenece o ndé a la intersec
cién de los conjuntos y ¥ se hard al mismo tiempo la lista de los ele
mentos de la interseccidén I. Se verificard que todo elemento de I apa

rezca en la lista de elementos de A y en la lista de elementos de B.

Ejercicio No. 2.

S5e volveri a empezar un ejercicio similar cambiando los conjuntos A y B.

3a. Leccidn.
Revisidns

Volvamos a coger el ejercicio de la la. Leccibn, por ejemplo uno don-

de hubiera dos dominios presentando la siguiente situacién.

Ejercicio No. 1.

El conjunto sobre el cual vamos a trabajar es el conjunto de los blo-
ques légicos. HEste conjunto comprende 43 elementos todos diferentes.
liay 4 formas difer=ntes (triangulo, rectangulo, cuadrado, disco) tres
colores posibles (rojo, amarillo y azul), dos tallas (pequena y gran-
de), dos espesores (delgado y grueso). Para el primer ejercicio noso
tros trabajamos en el tablero de fieltro sobre el cual se adhiere fa-

cilmente un papel especial en el cual se cprtarﬁn los blogues logicos

delgados (conjunto que llamaremos L y que contiene 24 elementos).



-6

Se representa sobre el tablero de fieltro dos circulos secantes basian
te grandes (Fig.8) y se colocan todos los blogues sobre el tablero (fqg

ra de los circulos).

Fig. 8

Se pide entonces poner dentro del circulo A todos (¥ solamente) los blo
ques azules y dentro del circulo B todos {y solamente) los rectéingulos.
Cada alumno podra venir a examinar el caso particular de un blogue y ex
plicar el lugar donde lo pone y porqué. Sera fdcil hacer desoubrir a

los alumnos donde se encuentra la interseccidn del conjunto de los azu-

les y del conjunto de los recténgulos.

Ejercicio No. 2.

Se puede velver a coger el ejercicio precedente tomando come primer con
junte el conjunto de los "grandes" y como segundo conjunto el de los =

triédngulos.

Ejercicio No. 3.

Es preferible coger el primer ejercicic de manera de obtener una inter-
secoidn vacfay basta para ello considerar el conjunioc de los tridngulos

y el conjunto de los discos.

Ejercicic No. 4.

los alumnos se dividen en grupos de 3. Cada grupo pone sobre la mesas

€ stas nszas son tambien tableros) un conjunto de blogques ldgicos y tra-
.4 dos oirculos como los que estaban sobre el tablero de fieltro. IUn =
aluno escoge un primer conjunto y otro el segundo. Ests escogencia se

hace, pues se trata de colocar convenientements todos los blogues de ma

"=



nera a encontrar la interseccién de dos conjuntos. Para ello puede procederse
asi :

Un alumno cog= un bloqu= y pregunta a otro ¢omo colocarlo convenientamente.
Este ultimo deberd explicar a los otros dos porqu? escogid ese lugar. Para el
blegu= siguient= se cambian los papeles. El juego se termina cuando todos
los bloques han sido convenientemente culocados ’
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J~~reste conjunto de 'ba.s.e que Ltamamos E, se cons idez-a entre los G-~le-
mentos de E La r-eLacions "tener el mismo ooio1 que!™. Se pOdria en.o;..
tonces  escribir por ejorapLo. "01 t:ciangulo pequeno de .izqua.er-da arri
ba tiena 01 mismo color g~c 81 rectangulo pequeno azul del medio del
tab Ler-o™, Para evitar- 88c:cibLr fr-ases tan Iccl'gas ee admite que se -
pued a reemplazar La fra.se por una flecha que va del triar.guLo peque-

no al rectangulO del ce~tro.

Atenciom de La nu.sma forma que seria LnutilL eaor-i oir- dos veces La
mi sma frase, no se pondz-a wus,s de une, flecha entr-e d.os elementos Ay
B. Despue s de haber explLcad.o 10 Clue preced.e, se pide a los alumnas
de ponel' al maximo de fleohas posibles; habra algunos que hall:aran -

gue se pueden ponel' Flecna sobre 81 elemento en 8i mismo. ( bucle ).

Fig. 10



Cuando terminemos se puede decir que hicimos la representacidn sagital

de la relacidfn.

Ejercicic No. 2.

En el tablero se representa un conjunto F de nGmeroe ¥y por ejemplo se
considerd la relacién "es inferior a" . Se pide hacer el grafc de eg
ta relacién sobre una heja de papsl.

Atencién: esta vez no hay flechas sobre el elemento en si. (Los alum

nos pueden discutir por grupcs de 2 o de 3 los grafos obtenidos).

Eiercicio No. 3.

Sobre las "mesas tableros” cada grupo de los alumnocs coloca un conjun

to G de mées o menos 7 blogues ldégicos.

Se considera la relacién "tener una diferencia". Cada blegue tiens -
cuatro prcpiadadasﬂ%se dice que 2 bloques tienen una diferencia si tie
nen 3 propiedades comunes, Entonces se podrd poner una flecha gue ten
ga por origen el pequeno tridnguls azul delgadc y por extremidad el pe
queno tridngulc rojo delgado. Un alumno A del grupo traza una flecha
y explica a los otros dos (B y C) porqué trazbd esa flecha. B y C des-

plies hacen lo mismo que hizo A y asi continfda el ejercicio-

Eijercieic No. 4.

Se pide a los 2lumnos que propongan un e jerscicio poniendo atencidn al

hecho de determinar bien el conjunto y la relacibn a estudiar.

Por ejemplo: en el conjunto de los blogues légicos se pueden conside-

rar las relasiones "tener la misma forma geométrica'" o 'tener dos di-

ferencias". BEn el conjunto de los alumnos la relacidn: '...pesa més

qUWOses ¥ o

Teccibn 2a.
A A AT

Propiedades de una relacidn.

A). Refrexividad: Se pide a los alumnos que considersn los grafos de

la lecsidn 1la. ¥y en particular la presincia de las flechas &n &i mism

99 Nos interesan solamente; las cuatro propiedades consideradas en el
Capitule I
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de los elementos. Se constata que existen grafos para los cuales, -

para cada elemento hay una flecha sobre el elemento en si. Para enun

ciar esta propiedad, se diréd gque la relacidn es reflexiva,

Se buscard cuales son, en las relaciones estudiadas en el curso de la
Leccibn la., agquellas que son reflexivas., Teniendo en cuenta que, bas
ta con que un elemento no tenga flecha sobre si mismg para que la re-
lacién no sea reflexiva, se pediréd a los alumnos ejemplos de relacio-

rnes reflexivas y no reflexivas.

Se mostrari que en un conjunto dado se pueden considerar relaciones
reflexivas y no reflexivas. Se buscard en vano una relacién que sea

reflexiva en un conjunto y no reflexiva en otro.

Lececidn 3a.

Propiesdades de una relacidn.

B) Transitividad. Se pone en el tablero el esquema siguiente:

sSET A entonces esta debe existir Llegada

tambien para gue la relacibn
sea TRANSITIVA

Fige 11

Atencidng La salida, la etapa ¥y la llegada no son necesariamente pun

tos diferenies.

Consideramos los grafos de las relaciones de la Lecoidm 1l2z.3; culles -
son aguellos que son transitivos, agquellos que nc son. Encuentre =

jem>log de relaciones transitivas, de relaciones no transitivas., En
un mismo conjurio se puede definir una relacidédn transitiva y una rela

cién no transitiva: los alumnos deben encontrar ejemplos. Como es -
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suficiente conocer el grafo para concluir si una relacién es transiti-
va o né, consideremos los diferentes grafos. Pers cémo reconocer si

una relacidén no es transitiva?. Serd de la siguiente manera: si se
puede encontrar dos flechas sucesivas Salida~Etapa y Etzpa~Llegada sin
gue exista una tercera (o una sobre el elemento en s{) que permita ir
directamente de la salida al punto de llegada o sea que si tenemos en

el grafo:

b

sin bucle en

Sin flecha de a a C

Fig, 12 Fig, 13

Se podréd entonces propcner un grafoy estudiar si la relacidn corres—
pondients es transitiva, sino comé modificar sl grafc para obtener una
relacidén transitive?. Es conveniente insistir sobre =1 criteric para

reconocer si una relacidn no es transitiva.

Lececidn 42.

Propiedades de una relacidn.

C). Simetrias Se vuelve a dibujar en sl tablero los grafos del lo. Yy
20, ejercicios de la Leccidén la. Compare los dos grafos: qué diferen

clas existen?.

Los alumnos van a responder: hay uno en que hay una flecha sobre el ele
mento en 8{ y en el otro no hay. Es ésta 1la dnica diferencia?. En el

segundo grafo, entre dos puntos diferentes no hay nunca mis de una fle-
cha mientras que en el primero entre dos puntos difersntes no hay ningu

aa « hay dos flechas; o sea; que si existe una flecha gus vz del puntc

=

A al punto B, existe obligatoriamente unzs gque va de B a uns relacidn
tal es simétrica., De ahi la definicibn: Una relacién es simétrica si.
entrs dos puntos difersntes no existe una flecha simpls,
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Para que una relacidén no sea simétrica, basta con gue existan dos pun
tos diferentes unidos por una sola flecha. Se estudiari la simetria
de las relaciones de las cuales ya trazamos les grafos. Hacer encon=-
trar a los alumnos ejemplos de relaciones simétricas y de relaciones
no simétricas. Hacer dibujar por un alumne el grafo de una relacidn
no simétrica; cémo completar ese grafo para obtener una relacidn simé

trica?iponiendo el menor nimero de ilechas posibles,

Leceidn Ba.

selacidn de eguivalencia,

Ejercicio No. 1t

Consideremos el conjunto de alumnos del Liceo y la relacidni pertene
cer a la misma clase . UEsta relacidn es evidentemente reflexiva, si-
métrica y transitiva. Se conviene entonces de decir gue es una rela—
cidén de equivalencia. Cudles son los alumnos que estén en relacidn -
con Pedro S&nchez? kHvidentemente todos lcs alumnos de la clase. Cuan
do una relacién es una relacidn de equivalencia (es decir si es reflexi
va, simétrica y transitiva) se llamard clase de 4 (gue se esoribe g) el
conjunto de lcs elementos gque estén en relacidn cen 4 (se puede decir
tamblen eguivalentes a 5), Se harén egtonces las siguientes aclaracio
ness

Si 8 esth en relacién con b entonces é = B

s

rd ” A
i b pertenece a & entonces 4 = D

-
e

€7}

Dos clases diferentes tienen una interseccidn vacia

w na
N

(Un alumno no pertenece a dos clases diferentes).

4‘ Una clase puede estar representada por no importa cual de sus
elementos: si Pedro Sinchez y Juan Lépez estén en la misma cla
se, la “clase de Pedro Sanchez y la “clase de Juan Lépez' re-
presentan un mismo conjunto,

5). Una relacidn de eguivalencia permite clasificar lecs elementos
de un conjunto B por los subconjuntos separadocs (las clases),

de los cuales la reunidn es el conjunto E,

biercicio No. 23

oe vuelven a coger los grafos ya trazadosi: corresponden elleos a rela-

ciones de eguivalencia? Si es asi, se rodean las classs, cuénias cla-

Bes hay’.
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Lecci®n Ha.

Propiedades de una relacidn.

D). Antisimetria. En la cuarta leccidén se aclarari gque, en uno de los

grafoe; habia en todas partes flechas dobles, se decia que 1la relacién
correspondiente era simétrica. En el otro grafc, al contrario no habfa
sinc flechas simples es decir: entre dos puntos difersntes no hay sino
una flecha., Una relacibén tal es antisimétrica. Para que una relaci®n
no sea antisimétrica basta congue existan dos puntos unidos por dos fle
chas diferentes.

Atencidéng La antisimetria no es la negacién de la simetriaj; una rela-
cidén puede ser a la vez no simétrica y no antisimétricas como la del -

grafo

b

¢ a
Fig. 14

Se estudiard la antisimetria de las relaciones de las que ya se trazd
el grafo. Se preguntaridn ejemplos de relaciones gque no son antisimé-

tricas.

Leccidn 18s

Relacidn de corden.

Ejercicio Nool.

Se consideran 5 alumnos de estaturas diferentes y en este conjunto, la
relacidn. “es al menos igual de alto que' . Se aclara gue ssta rela=

cién permite clasificar segin un orden los elemsntos de este conjunto

81 convenimos de poner a antes b si a es al menos igual de alto que b,
Clales -son las propiedades de esta relacidn? Es reflsxiva, transtiti-
va v antisimétrica. Se allamari relacién de orden toda relacifn que

tenga estas tres propiedades a la vez.



Ejercicio No. 2.

Se cogen de nueve los grafos ye trazadoss corresponden a ellos a rela-

ciones de orden? BSe hard notar lo siguiente:

a). Consideremos la relacién @es inferior o igual a“ en el conjunto =
(1, 25 3, 44 59 65 Ts 8y 9y 10): es una relacidn de orden; si se co

gen 72 elenentos cualesgquiera del conjunto, se puede siempre ir de uno

al olrc siguiendo las flechas del grafo (es una relacién de orden totalL

b). Consideremos la relacién “divide a” en el mismo conjuntoy es una re
lacidén de orden pero esta vez no existe un camino uniendo 3 a § ==

siguiendo las flechas del grafo (es una relacién de orden parcial),

Ejercicio No, 3.

Bs la inclusidén una relacidn de orden?,

Lececidn 3a.
L — s = S T o

Relaciones de equivalencia en Ns

Ejercicioc No. 1.

Se toma un conjunto de cinco alumnos que se colocan en circulo.

7%

L PR |

D
El maestro empieza a contar 1 mostrando a B, 2 mostrande a C, 3 mos—-—
trando a D, etc. 5 en 4, 6 en By etc...j y hace las siguientes pregun
tast A quién va a corresponder el 87, el 2?, el 13?7, el 77, el 177,

el 227, el 277, el 377, el 1077,

Los alumnes van a terminar por encontrar rapidamente puestc que se dan
cuenta que cuando un nimero se termina por 2 o por 7 éste corresponde
a C. Dicho de otra forma, encontraron las clases de equivalencia; fal

ta hacer aparecer la relacibn a la cual pertenecen estas clases.

Se -odrd convenir con los alumnos que se llame clase de B todos los ni

mercs gue corresponden a B, de la misma forma para C y para los otros.



Se pregunta entonces a cudl clase pertenecen 327 417 53°2.

Ejercicio No. 2.

Se toman 3 alumnos A, B, C, el alumno cuenta 1 mostrando a B, 2 para C,

3 para A, 4 para B, ete. y hace las siguientes preguntas:

a). A quién corresponden 27 7? 12? 17?. Lstas preguntas tienen por fin
el de llevar a los alumnos a pensar que la ley que ellos habian estable
cido antest para reconocer a qué clase pertenece un nimero, basta con

mirar el nimero con el cual termina , no es valida.

b). A quién corresponden 7?2 107 13?2 162 467, Esto para llevar -
a los alumnos & pensar que pura encontrar la misma persona hay gque con

tar de 3 en 3, es decir hay que aumentar de un miltiplo de 3; en el ca

so en que ésto no parezca evidente se puede volver a coger una serie =—

parecida: 5, 8, 11, 14, 17y 47... con el fin de guiar a los alumnos ha
cia la ley gque hay que encontrar, se podrin buscar los elementos de la
clase de B.
B o {0 s T 805 TE 16 ot

Y preguntar cull propiedad comin tienen estos nGmeros. En el caso en

el cual esto no sea suficiente se pedird que busquen los restos de las
divisiones de estos nimeros por 3. Siendo el resto 1, se podrd llamar

por 1 la clase de B.

Tiénen los elementos de la clase de ¢ una propiedad parecida?.

Coémo se podrd llamar la clase de C? y la clase de A? Cuéntos restos
posibles existen en la divisidn Huclidiana por 37 Cuéntas clases hay?
Qué relacidn existe entre dos elementos de la misma clase? La relacidn

es: tienen el mismo resto en la divisién por 3 .

Ejercicio No. 3.

Se toman los 5 alumnos del ejercicio No. 1, se pregunta a B de enumerar
los primeros elementos de su clase. Cuédl es la relacidn que hay entre
estos elementos? Iis posible encontrar una relacidn parecida a aguella
enceontrada en el ejercicio No., 27 Evidentemente esta vez la relacidn
ess tener el mismo resto en la divieidén por 5§ . Cuéntos son los res-

tos posibles? Kl mismo nimero que el nimero de clases.
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Es conveniente insistir sobre el hecho que en los dos casos es el mis
mo conjunto N que se considera pero que se trata de dos relaciones di

ferentes que son parecidas.

Ejercicio No. 4.

Se considera ahora el conjunto N y en este conjunto la relacidén te=-
ner &l mismo resto en la divisidén Euclidiana por 7 . Cuéntas clases
ie sguivalencias existen? Dar algunos elementos de la clase de 36.
s que existe un elemento gque pertenezca a la vez a la clase de 1 y a
la clase de 2? Verificar gue la relacidn considerada es reflexiva, -

simétrica y transitiva, es decir una relacidn de equivalencia.

BEjercicio No. 5.

Se considera ahora el conjunto N y en este conjunto la relacién tener
el mismo resto en la divisidn Fuclidiana por 2 . Cdémoc llamamos comunmen

te la clase de 07 ,La clase de 17.



DE LOS CONJUNTOS A LA NOCION DE NUMLERD

Leccidn la., ¥ 2a.

Biyeccidn entre dos conjuntos:

Juego No. 1t Se considera un grupo de 5 alumnos por ejsmplo. Antes,

sobre 5 hojas diferentes; se escribiréd el nombre de cada uno de estos
alumnos. Tenemos entonces dos conjuntos: el conjunto E de los § alum
nos y el conjuntoc F de los nombres. ©Se pide que cada alumno vaya y
busque la hoja que le corresponde; cufl es la relacidn que existe en-
tre un elemento de B y uno de F? es: "se 1llama’, se puede entonces

esquematizar la situacidén de la forma siguiente:

2

S >*E

4
5

Fig. 15

Se hace una flecha cada vez que se pueda escribir Yse 1llamal

Se notari ques

lo.) de cada elemsntc de E sale una flecha y unza sola.

20,) 2 cada elemento de F llega una flecha y una sola.

Cada vez que una relacidn entre dos conjuntos admita como representa-

cibén un esguema con estas dos propiedades se dirid que e una biyeccidn.

Juego No. 2¢ Sobre las mesas=tablero cada alumno cclcza de un lado el
conjunto E de los blogues 1légicos azules y del otro el conjunio F de los
bloques 18gicos amarillos. Se considera la relacién de E a F definida
por: Wtiene una y una sola diferencia. Cada alumno dibujas todas las
flechas posibles, desplies de lo cual constata que el grafo tiene las

propiedades mencionadas anteriormente.



Juego No. 33 Entontrar ejemplos de biyecciones. Tener cuidado de hs

cer notar: conjunte de salida, conjunto de llegada y la relacidn.

Juego No., 42 Se considera E = {0; 1 2y 4) y F= (0,14 3) v 1la re
lacidn ¥ es el posterior de ..,» . Hacer el grafo. Ls una biyec—

e 80
cién? Poraué?.
Juego No, 5:¢ Se considera B = (Bogotd, Cali, Berlin, Paris, New York)
. , ! i - g <<
y P = (Alemania, Colombia, Frencia, U.S.A., China) y la relacibn " ..

£< encuentira en » . Hacer el grafo, Es una biyeccién? Porgué?.

Juego No,6: ©OSe considera E = (Coclombia, Italia) y F = (Atlantico, Pa
cifico) y la ralacién«,.. tiene costas en el .M>>, Hacer el grafo. -~

Es una biyeccibén® Porqué?.

Juego No. 7: Encontrar ejemplos de relaciones gue no sean biyeociones.,

Leccidn No., 3.

Los nimeros, propiedades de los conjuntos.

Consideremos variocs conjuntos entre los cuales existen biyecciones.

Fig. 16

Se dirf entonces que los conjuntos son eguipotentes. Cudles son las

propiedades de la relacidn £.. es equipotente a .,.» o

™

Es reflexaiva: Cualquiera gue sea el conjunio I considerzdo, existe

una biyeccidn entre E y E3 la aplicacidn idéntica (que a un elemento

X hacs corresponder el mismo elemento X).

Es eimétricas Si existe una biyeccidn de E a F es posible establecer

ws de F a E (serfa la aplicacién reciproca por ejemple). Se ilustra

=

esta situaocidn.
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Es transitiva: Se muestra suvbre un ejemplo que:

-5i existe una biyeccién de A a B

¥y
—-2i existe una biyeccidn de B a C
entonces existe una biysceién ds A a C.
i, O ; > ; &
Entonces la relacidn »+s @8 equipotente a ... es una relacidn de

equivalencia. Una clase de equivalenciz es el conjunto de los conjun
tos que son equipotentesy se dird que tienen el mismo cardinal (se di
ré4 el mismo nimeroc si se puede establecer una biyeccidn entre el con-
junto y un subconjunto de N, conjunto de los enteros naturales). Se
plantea entonces el problema de la representacién de este cardinal.
Se llamaréd O el cardinal del conjunto vacio.
3¢ llamard 1 el cardinal del conjunto {O}
(Entonces todos los elementos simples tienen por cardinal 1). Se ten
dréd desde entonces suficientes simbolos para escribir todos los nime-
ros (en la bage dos).
Pricticamente el hibito hace gue nosotros utilicemos otro zimbolos.
Se llamard 2 el cardinal del comjunto § O, 1}
Se llamard 3 el cardinal del conjunto {O, 1, 2} ete.
BEs evidente que, si no se establece ninguna convencién de escritura,
habria tantos simbclos como clases de eguivalencia, @s decir una infi

nidad. De esto resulta la necesidad de poner al puntc un sistema de

numeracidn.

Lecciones No. 4 y siguienies.

% 4s numeracidn. Todas las bases.

Presentacidén del método que yo inventé y que es utilizado con éxito -

desde las clases de kinder del Liceo Francés Louis Pasteur de Bogoté.

Han 3




El contador (en toda base) se presenta como un estante al oual estéd fi
ja unz tabla que gira alrededor de una bisagra (Fig, 17)

Nos proponemos encontrar la propiedad numérica de un conjuntoc de blogues
(contar los bloguss) en las diferentes bases.

Para estoc disponemos del contader en toda base y de unaes cajas itranspe—

rentes de pléstico,

a)a En la base 10: Se toma un blogue que se pone exn una caja en el piso

cero.
(Se vers después que, para definir las potencias, es preferible usar la
terminclogia francesa y llamar primer piso a lo gue en Colombia se de-
signa con segundo piso).
Se hace la misma operacién hasta que en el piso cero haya diez cajas,
entences se pone €l contenido de estas disz cajas en wia sola caja en el
primer piso.
Se vuelve a empezar a colocar cajas en el piso cer¢ hasta que haya de -
nuevo diez, momento en el cual se vuelve a hacer la operacidén anterior.
Se coniinfa asi. Si, en un momento se llega a tener diez cajas en sl =
primer piso, entonces se vierte el contenido de esas cajas en una sola
caja que se colocard en el segundo piso.
De unz forma general, cuando haya diez cajas llenas er el piso n, se ver

tird el contenido de esas cajas en una sola que s colocari en el piso

rocego, cuando todos los blogques se encuentren an cajas

¥3]
m
e
(]
d
m
3
]
e}
llh
[i+]
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g

gue se hallan en el contador,

| 1Bl L
(101 2 [
I—]

1

J o 11 131 11
R AR AR
Fig. 18 Tig. 19 Fig. 20
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b=

Supcagamcs que tenemos la situacién de la Fig. 138. Se va a poner so-

bre 1= tabla que gira y en cada pisc una etiqueta scbre la cual esté



escrito el niGmero de cajas que hay en el pisot en el ejemplo anterior
se obtendréd la situacion de la Fig, 19. Para obtener, siguiendo la es
critura convencional, el nfimero de elementos del conjunte, bastaréd con

hacer girar la tabla (Fig.20) y obtendremos entonces 1321 .

h}, En la base 3: Se utiliza el mismo contador; se pcne un blogue en

una caja gque se coloca en el piso cero, y se sigue colocando cajas
hasta que haya 3 cajas. Entonces se vierte el contenido de estas 3 ca
jas en una scla que se coloca en el primer piso.
Se sigue exactamente el mismo método que el seguidc para la base diesz,
perc agui, cuando haya tres cajas llenas en el pisc n, se vertirid el

contenido de las tres cajas en una sola que se colocard en el piso n+l.

0)0 Las Potenciass Se podrd dar la definicidn general siguiente: a” es

el nimero de elementos gque hay en una caja del piso n en la base a .
La ventaja de esta definieidn es que el alumno esta habituado a ver ¥y
construir conjuntos que tienen por propiedad numérica queééon una poten
oia Serd entonces fécil de demostrar ques

n
& = 8,88 === a (con n factores)

En fin a°=1 y al = a, cualquiera que sea el a considerado,

pareceran igualdades totalmente naturales.

d). La numeracidn de todas las basess Puesto que 34 representa el niime

10 que hay en una caja del cuarto pisc cuando se cuenta en la base 3
2 x 34 representari entonces el nfimero de elementos que hay en dos cajas
en el cuartc pisc.
2 x 34 33 representard el nfimero total de blogues que hay en la reu-
nién de dos cajas del cuartc piso y una caja del tercer piso. Este niG-
mero se escribe 2100 en la base 3.
Serd entonces ficil de interpretar lo que significa un nimero escrito
en la base 10 por ejemplo:
1324 se puede descomponer en # - 1.103 + 3.20% + 2.10% & 1:16%;
Se podrd, segin las clases, llegar a expresiones de este tipo:

n ~1 o
.A.n o K 'i"ﬂn_la Xn 4+ sevcso0o0 + Aoc X

(Todos los niimeros que participan son enteros).
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CAPITULO 2 il |
ot

EL CONCEPTO DE GRUPO.

Rotaciones alrededor de un eje.

Juego No.1l:¢ En el patio se traza un recténgulc que tenga 2 m de lar
go por 1,60 m de ancho.

D 0l A
= rojo
o
¢ B
o
Fig. 21

Este recténgulo esta dividido en cuatro pequends rectfngulos por una
recta roja y por una recta amarilla. El profesor se colcca en el pun
to de interseccidn O de estas dos rectas. En cada recténgulo se colo
ca un alumno. El profesor pome en el suelo en el punto O wuna hoja
de cartdén que es un esquema de la situacidn inicial: El recténgulo -
con los ejes de coler colocados en las mismas direcciones que los mis
mos que los del suelo y, en cada recténgulito, las iniciales de los -
alumnos que nosotros llamamos A, B, C, D, (Fig.2l) ademés sobre el re
verso figuran también los ejes y las inicialses.

El profesor dices Yo roto rojoy, entonces los alumnos deben saltar por
sobre el eje rojo. Para verificar que los alumnos no se han equivoca~-
do, el profesor voltea la hoja de carton alrededor del eje rojo y la
coloca de nuevo en el pigo verificando, Enseguida se efectlan diver-
sas rotaciones. '

Cuando parezca gue todes han comprendido se divide la clase en grupos

de cinco (un alumno reemplazard al profesor en su punto).

cuez2 No. 28 Se wvuelve a tomar las mismas posiciones que para el ler,

Juego pero esta vez el gque conduce el juego anuncisa varias rotaciones
sucesivas. Se tratz entonces de ir con el menor numers de rotaciones

2 la posicibn final. El que dirige el juege dird por ejemplos
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Amarillo-amarillo, cull es el resultadoc de estos dos movimientos?

Todo pasa como si no se hubiera hecho nada. Se dir& que el producto

de estas dos rotaciones es la rotacidén nula que se notari por To .

Que pasard si se efectia  rojo-rojo?
Se anuncia enseguida rojo-amarillos se vuelve a tomar la pesicidn ini
cial y se anuncia amarillo-rojo. Se puede notar gue obtenemos la mig
ma posicidn final si hacemos amarillo-roje o rojo-amarilloj conclu
8ién: el orden no importa.
Se vuelve a tomar la posiecidn inicial y se anunciag
Amarillo~-ro jo~rojo-~amarillo
Rojo-rojo-ro jo-ro jo~amarilloc
Amarillo-amarillo-rojo-rojo-amarillo
Conclusién?. Si hay un nimero par de rotaciones rojas no cuentan.
Pasa lo misme con las amarillas? Se anuncia en seguida un nimero de
rotaciones cada vez mas grandesy hay que encontrar como ir de la posi
gidn inicial 2 la poeiecidn final haciendo el nimerc menor de rotacio-

nes.

Juego No, 33 Se da una posicibén inicial y una posicidén finalj encon
trar varias maneras de ir a la posiecidn final desde la posicidn ini-
cial.

Juego No, 4: Se podrd volver a tomar en clase los ejercicios anterig
res de la siguiente maneray cada alumno dispone de una hoja de papel
{transparente sobre la cual se ha trazado el eje rojo y el eje amarillo

y atribuido un nimero a cada uno de los recténgulos (Fig.22)

2
roJjo

L and

AMARY (LD

o]
1
o
)
N

L.a pesicién inicial serd la de la Fig.22 y la llamaremos A,

Se trzza con tiza un cuadrado que encierre la posiciém inicial de la
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hoja sobre la mesa., El alumno tiene el derecho de levantar la hoja,
hacerla rotar alrededor de la recta roja o de la recta amarilla y de

ponerla enseguida sobre la mesa en el cuadrado que fue trazado con -

tiza.,

Chales son todas las posiciones que puede ocupar 1z hoja?.

1 2 4 3
4 § 1 2
Posicién A Posicidn B
Fig.23 Fig.24
2 4 2 1
2 1 4
Posicidén C Pogicidn D
Fig.25 Fig.26

Se puede entonces poner los problemas similares siguieniess
1). Qué se va a obtener si se efectiia una rotacién roja empezan-

do por la posicidn C? 1lo que se esquematiza por

i Rot , roja
~ A*)

2 b

2). Qué rotacién permite pasar de la posicidén D a la posicibn A?

lo gue se esquematiza por

D s > A
3). Se puede encontrar la idea de conmutatividads
A Rot s amarilla > Rot o rojo »
A Rot e roin - Rotsamax‘illa >
Corclusidn?
B Rot P amarilla > Fot o rojoe i

n Rot . roje » Rot‘: amarilila >




Conclusién?

Misma operacidn empezando por las posiciones C, D, Conclusidn gene-
ral?. El producto de dos rotaciones es independiente del orden en

el cual se efectuan.

0 " i :
4). T es una rotacién que no cambia nada. Se da, por ejemplo una
rotacidén amarilla, es que existe una rotacidn que permita volver
a la posicidn inicialj es decir si existe una rotacidén tal que 21 =

producto de dos rotaciones sea 7° 2.
Se encuentra asi la idea de elemento simétrico.

5). En una serie de rotaciones se consideran varias rotaciones suce
sivas., KEstas rotaciones sucesivas son equivalentes a una o dos
rotaciones. Qué pasard si se reemplazan varias o todas las rotacio

nes sucesivas por una o dos rotaciones equivalentes?

]

A Fig. 27

Se obtiene el mismo resultado reemplazando varias rotaciones sucesi

vas por una o dos rotaciones equivalentes.
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