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En La ac tua.li.dad, La teor:l.ade grupos se estud i a de una manera abs

tracta y sistematica; eB aecir, primero se da la definicion abvtracta
de grupo, luego se ilustra esta definicion, con unos ejemplos y se si-
gue con la demostracion de varics Teoremas. Quizas el primer teorema
importante que se demuestra es e1 llamado por la mayoria de los auto
res Teorema de 1agrangeg

TEOREMA (Lf;l.g;ange)oSi H es un subgrupo de un grupo finito G, enton -
ces e1 orden de R es divisor del orden de Go

La demostracion consiste en construir una partici6n del conjunto
G en subconjuntos de 10. forma. Hg ""f hg I hER} es decir, cogrupos •
Si hay r COgrL1POS entonces o:G) ~ r o(R; (donde oCT) indica el
numero de elementos del conjunto se llama e1 indice de H en
Go

Gener~lmente se dice que la teoria de grupos se origino con los
trabajos de Galois y Cauchy en e1 periodo 1825 - 18500 Galois fue e1
primero que usc el termino «gru_po» 9 en e1 desarrollo de su teoria
de ecuaciones y cuerpos, (que en la actualidad conocemos can el nom -
bre de «Teoria de Ga10is»)0 En los artioulos de Cauchy, durante el
periodo 1840 - 1850 empieza 81 estudio de los grupos en si, aunque
se trataba aun de gr~pos de permutaciones. Sin embargo, el teorema de
Lagrange apareci6 por primera vez, en una forma limitada y dificil de
reconooe:r en e1 articulo «Reflexiones sur La Resolution des Equations
Algebr;iques» de Josepb.,-LouisLagrange (1736-1813) publicado en dos
partes po.r laoaoademia de Berlin en los ai;os 1770~1771o

En esta obra de 200 paginalJ no se mencionan los grupos ni los cue~
pOS; sin embargo, fue una de las bases mas importantes para el desa -.
rrollo del algebra moderna en e1 siglo XIXo Los matematicos que vinie



ron despues9 como Galois y Abel, estudiaron mucho esta obra para sus pr~
pias investigacioneso

El tema de la obra es el problema de buscar soluciones generales
de las ecuacioneso El gran problema del algebra de aq~ella spoca era ha-
llar lli~asolucion general para ecuaciones de quinto grade (y mas alto)
por medio de radicaleso Por ejemplo, la ecuaci6n general de segundo gra-

2do ax + 6x + c ~ 0 tiene como soluci6n los numeros (-6 + V62-4ac)/2a.
Las ecuaciones de tercer y cuarto grade fueron resueltas por los matema-
ticos italianos ya en el siglo 16 y en la promera parte del articulo de
Lagrange se estudian los diferentes mstodos conocidos para resolver las
ecuaciones de tercer y cuarto grado. Lagrange busca los principios basi-
cos «< 000 la vraie metaphysique») de estos metodos y guarda la espera~
za de usarlos para encontrar soluciones semejantes por radicales de las
ecuaciones de may~r grade (posteriormente a comienzos del siglo XIX,
Ruffini y Abel basandose en estas ideas de Lagrange demostraron que eso
era imposibleo)

En general uno quiers sustituir una ecuaci6n de alto grade por 0

tra que sea de menor grado. Lo que Lagrange halla es que se trata siem
pre de la existencia de «funciones» resolventes de las raices y que
las funciones mismas son raices de ecuaciones de grados mas bajos.

Conviene exhibir un ejemplo y ests no es mas que uno de los muchos
que se disGuten en e1 articuloo To emos la ecuaci6n general de cuarto

d ('f' . '.l.' 1 t" 3 )gra 0 se verl lca que se puede om ~2r e ennlno en x :

(1) x4 + n X2 + p X + q '"0
3iguiendo e1 metoda de Cardano~ sea « y» otro numero descono~i-

doo Podemos reemplazar la scuaci6n (1) par

3i escogemos «y» de la manera correcta, la scuaci6n (2) se can
vert ira en una de la forma
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(3 )

donde A, B dependen de y, n, p, q •

.De (3) se obtiene entonces la eeuacion de segundo grade

O.
La eleccion de «y» debe hacerse de tal manera que

3
y

n 2
Y qy +

24nq - p
8 o2

y esta es una ecuaci6n de tercer grado.

Supongamos que a, b, c, d son las euatro raices de la ecuaci6n
original (1). Entonces Lagrange muestra que una raiz de la ecuaci6n (3)

es de l~forma, (ab + cd) /2. Buscando la razon de pOI' que es esta expr~
si6n raiz de una eeuacion de grade tres, observa que las cuatro raices
deben entrar de una manera simetrica y si se permutan de todas las mane-
ras posibles (24 permutacione~) existen exactamente 3 valores distintos:

ab + cd
2

(N6tese~ por ejemplo que

ac + bd
2

ad + be
2

ab + cd
2

ba + de
"" 2

cd + ab )2 ,etc.

Concluye pues que, (ab + cd) /2 debe sar raiz de una ecuacion de
tercer grade con cceficientes que dependen de n, p, q~ (La demostraci6n
de Lagrange no parece en la actualidad muy rigurosa; perc usando teore -
mas. de la teoria de Galois se puede demostrar que el resultado es correc
to.)

Brtonces, en general la ecuaoi6n de grade u

sean X' X", o •• X(u) las raices. El problema es buscar «funciones»,
(funoiones racionales) de las raices que sean ellas mismas raices de e-
euaciones de grade mas bajo. Sea f(X', X", •••, x(u)) una funci6n de
las r-aices, Oper-amos en La funci6n permutando los simbolos X; X'; •••l(u)
d 8 f(x'x", (u)) f('" (u))e u. manez-as, 3i •••x ,) x, x , •.•, x , •••
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f (x' 9 (u-l))
e 0 O}) X son los u' resultados de estas operaciones ,

entonces e1 polinomio

•• (u)) (t f'{x "x 9 "09 X - X 9

es de grade u ~ • 8i 'J,
x " 9 •••, ~(u))) •••(t-f(X·, .~.,

x ,
queda fija bajo ciertas permu-

taciones y

donde solo aparecen las funciones diferentes entonces @ es un polino-
mia de grada r ""Dumaro de funciones diferentes. Con referencia a esto,
en la seccion 99 de la obra se puede leer 10 siguiente: « 20, que ce
degre sera toujours egal au nombra lo203(llilct u (u etant Ie degre de
i :equeation donnde) ov a un Sous multiple de ce nombre ». «ce degre »

se refiere a r 9 el grado de @. De manera que, e1 «Teorema de La -
grange» en su forma primitiva se puede enunciar de la manera siguiente:

Si fb:" s x"', c o c, X (1,1.))es una f'unciSn de u variables y si bajo
las u\ posibles permutaciones de las variables aparecen r «funcio-
nes> distintas 9 entonces r es divisor de u'.

Para ver major la relaci6n de eete teorema can e1 teorema que cono
cemos hoy, es facil demostrar el siguiente lema 8 Si 1a funci6n

..x r funciones distintas cuando 0-

peramos con las permutaciones de S1,1.entonces r [su: HJ 9 donde
H es e1 subgrupo de permutaciones que dejan fija f. SegUn esta, e1 te~
raffiade Lagrange en su forma original equivale a decir que e1 indice del
subgrupo H de S es divisor del orden de Qu Yu •

La demostraci6n comienza en la secci6n 97. El demuestra que si
,,,
x "I' -' )x }i 0 0 0

f (#~ P P " J' , tP ) t= ~ X 9 X 9 X ,x , ••• en onces

r(x"", x'''', x ", x!"', coo) 0= fex ....', x ", x,)f, x 9".) (permut.ando

siernpre en orden ciclico las tres primeras variables.) De esto concluye
que las funciones se distribuyen en pares iguales; esta afirmaci6n no es
correcta pues con una permutaci6n de orden 39 se dividen en grupos de
tres. Sin embargo, la idea de la demostracion es completamente clara



Si operamos con todas las permutaciones posibles y si f se en -
cuentra S veces en la lista, entonces cada otra funci6n diferente ocu
rre s veces en la lista. As! pues, el numero de funciones diferentes
(0 el grade de g) tiene que ser ul/s.

De manera queg el teorema que llamamos teorema de Lagrange fue e-
numerado por el en forma restringida y en un lenguaje completamente di-
ferente al que usamos hoy. Sin embargo, pasando los anos, con el desa -
rxollo gradual de la idea de grupo se mejor6 y clarific6 el teorema. La
idea de grupo de permutaciones fue formulada mas precisamente por Galois
50 anos despues; perc las semilias del concepto se encuentran en este
trabajo de Lagrange, no solo en las secciones discutidas, sino en otros
apartes del articulo.
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