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APUNTE SOBRE LfMITES DE SUCESIONES
por
Francisco LLERAS

Si tenemos una sucesidn (an) = (al,az,..,,an), definimos las diferen-

cias finitas de distintos drdenes como las sucesiones siguientes:
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Se demuestra en algebra que si
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entonces el término general de la sucesidn (an) puede expresarse como

un polinomio en n de grado js O seas
Je
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a = fj(n) - djn % (X“j_ln R dln % (Xo ;

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos definir un operadcr [& que nos

permita hallar las diferencias finitas de una funcidn f(n), en la forma

siguientes
Aa=0, en donde a es una constante cualquiera.

Af(n) = f(n+l) f(n) = Fl(n)
AF, (n) = ,’,ﬁzf(n) F,(n+1) - Fl(n) = f(n+2) - 2f(n+l) + f(n)
= F,(n)
A Fz(n) = / 73f(n) Fz(n+1) - Fz(n) = f(n+3) =3f(n+2)+3f(n+1)
- f(n) = F3(n)o
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Fn general se demuestra por induccidn matemiticas

Ajf(n) = f(n+j) - jf(n+j~1) + J%—'—lzf(mj—z) - «oo t £(n) (2)

en donde los coeficientes de f(n+j-.) no son otra cosa que los coefi=-

cientes del desarrollo binomial de ia—b)Ja
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Se pueden verificar ficilmente las siguientes propiedades del opera—

dor A :
A e(n) - AN (n) - APAF Le(n) = ...

AX[z(n) + g(n)] = A¥t(n) + A¥e(n) - Ak_l[Af(n)_t Ae()] .

Demostraremos que si (an) es una sucesidn cuyo término general pue-

de expresarse como:

i wp k
fj(n) = Zk=10(kn >

entonces
(3) Alr.(n) = od..j!
J J
Utilizando induccidn, tenemos:
a) para Afl(n) = constante, fl(n) sera de primer grado, o sea de
la forma fl(n) = dln + do. Luego
po— e - ' =
fl(n) = fl(n+1) fl(n) (H.l. 0(1.
b) Supongamos que (2) se cumple para un polinomio de grado Jj. Sea el

polinomio

- 5d k
fj(n) = Zk=ldkn "

De acuerdo con el supuesto tendremos:

Tomamos ahora el polinomio
J+1

,f,,j+l(n) = & n

ja1 + fj(n);

entonces
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=AY A’dj+ln']+l + AAij(n)

=N [()[j+l(n+l)']+1 - dj+1n3+l] + Ao(j.jl .
Pero Aokj.j.l = 0 puesto que Aa = 0. Entonces
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en donde ?j~l(n) es un polinomio en n de grado j-1l. De acuerdo con

el supuesto (2), tendremos
j+l J [ : j
D () = A o1 (G+1)n" + (Pj_l(n)]

o, (5+1) 5! = otj+1(a'+1)!-

[

Por tanto, del supuesto (3) hemos deducido que éste se cumple para
j+l, y como hemos mostrado que se cumple para Jj = 1, entonces seré
valido para todo j.

Dado lo anterior podemos enunciar el siguiente

TEOREMA. Sea (an/bn) una sucesién en donde & = fj(n) , polinomio
de grado j, b, = gj(n), polinomio de grado Jj. BEntonces

i - J

1lim (an/bn) fj(n)/15 gj(n).

n—a

Demostracidn: kEn efecto

.
. J gl o .
a, i djn + 0%_1n + eee 4+ &m 4(XO

b j j—~1
n pjnJ + /%_an + eee +-P1n + B,

implica

1im (an/bn) = dj/pj .

Por otro lados

o(/p. ;

J j _ ¥ d
foﬁ(n)/[XJgj(n) w.dj.J,/ pj.3£ = 0L/,

lo cual demuestre el tecrema.

Como consecuencia de lo anterior tenemos que si al tener una suce-
sidn (an/bn) y al tra.ar de encontrur términos generales para numerador
y denominador f(n) = S g(n) = b, Dpor el sistema de los coefi~
cientes indeterminados, usando el sistema de diferencias finitas indica-
do en las férmulas (1) y (2) se encontrase que [&jf(n) y [&kg(n)
son cosntantes diferentes de cero, entonces:

Sl a) j < k la sucesidén tiende a O3 b) j > k la sucesidn diverge;
¢) j = k la sucesidn tiende a [ij(n)/[&jg(n) -

La importancia de lo anterior radica en que si el grado j de los

polinomios es elevado, para poder hallar los valores de 0% Yy ﬂj ha~

bria que resolver dos sistemas de (j+l) ecuaciones con otras tantas

incognitas, lo cual es bastante engorroso.
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