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"APUNTE SOBllliLIMITES DE SUCESIONES
par

Francisco LLERAS

Si tenemos una sucesi6n (a) ~ (al,a2, •••,a ), definimos las diferen-
n n

cias finitas de distintos 6rdenes como las sucesiones siguientes:

Diferencia de Le r-, ordem (A~) == (a2-al, a3 - a2, •••,an+l - an' ••.)

Diferencia de 20. orden: (.6~) =('6~ -6i,~~-..6;'.'.'~~+1 -.6~'oo,)
•••• e •••••••••••••••••••••••• "

Diferencia de k-~simo orden~
(~k) == (6. k-l _ A k-l 6 k-l 4k-l i1k-l t1. k-l )

n 2 W 1 ' 3 - 2 ' ••• , n-i-L - n' • • c c

Se demu stra en cilgebra que si

I 0,

entonces el t~rmino general de la sucesi6n
un polinomio en n de grado j, 0 sea~

(a )
n

puede expresarse como

a == f.(n) == clnj + <X. Inj-l -I- ... + dln.+ '~o
n J J J-

Teniendo en cuenta 10 anterior, podemos definir un operador ~ que nos
permita hallar las diferencias finitas de una funci6n fen), en la forma
siguienteg

1:::.. a == 0, en donde a es una constante cualquiera.
~f(n) == f(n+1) - fen) == Fl(n)

6,F I (n) .-!~}f (n) == F1 (n-I- I) - F1 (n) f(n+2) - 2f (n+1) + f (n)

F2(~)

~ F2(n) = {~,3f(n) ee F2(n-l-l)- F2(n) = f(n+3) -3f(n+2)+3f(n+l)
- fen) == F3(n).

En general se demuestra par induccion matematica:

n donde los coeficientes de f(n+j-~) no son otra cosa que los coefi-
cientes del desarrollo binomial de (a-b)j.
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Se pueden.verificar facilmente las siguientes propiedades del opera-
dor D.. :

A k-i-L () f\ Ak A 2 k-l~ f n = L-~~f(n) = U ~ fen) = •..•

b.kf(n) ± j1kg(n) = 6k-l[L\f(n)..± Llg(n)] •

(a) es una sucesi6n cuyo termino general pue-
n

Dernostraremos que si
de expresarse como:

f .(n )
J

antonces
or . •= _. J.
J

Utilizando inducci6n, tenemos:
a) para tlfl(n) = constante, fl (n) sera de primer grado, 0 sea de

la forma fl(n) = aln + ao' Luego

fl (n) = fl(n+l) - fl(n) = ~.ll = ~l'

b) Supqngamos que (2) se cumple para un polinomio de grade j. Sea al
polinomio

f .(ri)
J

De acuerdo con al supuesto tendremos:

L\jf.(n) = ai.· j1
J J

Tomamos ahora al polinomio

()
/'II j+l ( ,f. 1 n = "" - In + f. n);:J+ J+ J

antonces
~j+lfj+l (n) = ~j+l r q. Inj+l + f. (n)l

. L J+ J
_ It j+l IV j+l A j+lf ( )
- u ~j+ln + ~ j n
= Aj ~:fi.. nj+l + b..A jf .(n), J+l J
.. "j f!"" ( ) j+1 ~ j +11 /I . I~=D\.{. 1 n+1 - w . In + 0 ~ .• J.J+ J+ J

Pe ro /j rJ... .• j! = 0 puesto que lJ a = O.
J

Aj+lfj+l (n) =

Entonces

.6j[cXj+l(nj+l + (j+l)nj + j(~+l)

+ 1 - nj+1)J
- Aj[dj+1(j+l)nj + ~j_l(n)],
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en d.oride ~j-l(n) es un peLinom.io en n de grade j-l. De acuerdo con
el supuesto (2), tendremos

~j+lf. l(n)
J+

~ j [~. 1(j.+1)rij + e 1(n ) 1
, J+ . T J-

ct. l(j+l)j! = d. l(j+l)! •
J+ J+

(!) hemos deducido que este se cumple paraPOl' tanto, del supuesto
j+l, Y como hemos mostrado que se cumple para j = 1, entonees sera
valido para todo j.

Dado 10 anterior podemos enunciar e1 ei.gui.ente.

de grade j,
(a Ib) una sucesi6n en donden n

b = g.(n), polinomio de grade j.
n J

lim (a Ib )
n nn~

a == f.(n)
n J
Entonces

, polinomio

Dtif. (n)1 b"jg. (n).
J J

Demostracion: En efecto
•'" j-l
v\. In +
.1-

+ exl n + 0(0

I~ j-l'j_ln +

irnplica

lim (a Ib )
n n ol.lp.

J J

POl' otro lado;
rX ,,1 a. ,, 1'"v v

10 cual demuestre el tearerna.

Como consecuencia de 10 anterior tenemos que si al tener una suce-
sian (a Ib )n n
y denominador

y al trauar de encontru.r terrninos generales para numerador
f(n) = a y g(n) == b , POl' el sistema de los coefi-

n n
cientes indeterminados, usando el sistema de diferencias finitas indica-
do en las formulas (1) y (2) se encontrase que ~jf(n) y 1::. kg(n)
son cosntantes diferentes de cera, enionces:

3i a:) j < k la sucesi6n tiende a 0; b) j > k la sucesi6n di.verge ;
0) j == k la sucesion tiende a .6jf(n)/,&jg(n)

La irnportancia de 10 anterior radica en que si el 'grado j de los
po1inomios es e Lev ado , para poder hallar los valores de el. y ~. ha-

J J
bria que resolver dos sistemas de (j+l) ecuaciones con otras tantas
incognitas, 10 cual es bastante engorroso.

~~E~E!~~~~!~~~~~~~~~~~~~~~2~l~~2!~£i~!~s~
Q~~~~E2!£~~~~~9~~~~1~£~_Q~1~~E~~
(recibido en marzo de 1969)
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