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A veces se hacen importantes e interesantes descubrimientos en Mate—
méticas basdndose en la observacidn de cosas simples o sencillas. En efecto,
una de las cosas que revela al matemdtico o <<cerebro>> cientifico es su
curiosidad por todas y cada una de las cosas. Hé aqui algunas de las pregun-
tas que se hacen las mentes curiosas.,

Cuando se seca el barro y se forman fisuras,cihay ahi una forma ti-
pica para estas figuras, o son estas redes en forma de telarana, producto

del azar ?

d Existe alguna manera de hallar la ruta mis corta entre las inter—

secciones de calles en un grupo tipico de ellas en una ciudad ?

Si tenemos una caja llena de bolas esféricas de greda, idénticas,
y le aplicamos presién a la caja en todas las direcciones, d culdl seréd el

solido resultante?l.A qué se parecerd 7

Estos ejemplos son esencialmente no numéricos en su conterido. Son
e jemplos tipicos de problemas matemdticos que pueden abordarse por métodos
experimentales. Por otro lado, nos encontramos ante evidencias de naturale-
za numérica en muchas oporturidades. Podemos utilizar estas evidencias para

tratar de generalizar, Veamos algunos ejemplos: )

1) Si agrupamos alfileres en la forma que muestra la figura 1, sa~
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bemos que si hay 40 filas de alfileres asi agrupados, en la cuadragésima fi-
la habrd 40 alfileres. Hsto es ficil verlo. Pero podremos predecir o1 ni-

mero total de alfileres que hay en las 40 filas ?

2) Un diagrama como el de la figura 2 tiene 18 recténgulos dife~
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rentes en toda la configuracién. Usando una notacién informal, vamos a enume-
rarlos: A, B, C, D, B, F, AB, BC, DE, EF, AD, BE, CF, ABC, DEF, ABDE, BCEEF,
ABCDEF, Podemos predecir el nimero de rectdngulos en una figura de 30 cel-

das por un lado y 20 por el otro ?

3) Dos puntos dividen un segmento rectilineo en seis segmentos di-
ferentes (figura 3). Son ellos: AB, BC, CD, AC, BD, AD . ¢ Podemos predecir
el nimero total de segmentos que se forman al colocar 1.000 puntes dife~

rentes entre los extremos de un segmento rectilineo ?

En cada uno de estos casos el problema inicial es facilmente reso-
luble por conteo directo, con excepcidn del segundo; pero el sistema de con-

teo directo no es en la practica un método satisfactorio.

Ya tenemos planteado el problema. Desarrollemos ahora una técnica
especial para resolverlos, la cual resuelve estos problemas y muchos otros.
En particular, ampliaremos una técnica tomada del ocdlculo de diferencias fi-
nitas. En muchos casos el uso de esta técnica nos ayuda a encontrar relacio-
nes matemiticas de naturaleza numérica. El Algebra necesaria no es del todo
dificil y tenemos la certeza de que pueden asimilarla los estudiantes de se-~

cundaria en su primer curso de 4lgebra. De este tema se pueden sacar muchas

ideas y dar a los estudiantes aplicaciones pricticas de los temas gue deben

estudiar.
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teristicas familiares flcilmente reconocibles. Por ejemplo, cuando reemplaza-
mos x por 1,2,3,4,5, la funcién lineal y = 6x + 3 nos da la siguiente

tabla
x| 1121314165

y | 9| 18] 21| 27/ 33

S— ~— A ~—
[&y 6 6 6 6
Es evidente que las primeras diferencias indicadas en la tabla son constantes.

Nétese que usamos el simbolo A (delta en griego) en cambio de la frase

<< . >> < . 52 7, 2 Sl
difieren en "~ . La funcibn cuadritica y = x~ + 6x + 3 nos da la siguien-

te tabla
x bl 2 P'3 L4k 5
y |10l 19l 3043 58
Ay LY e
AlDy) Tein@ s o



.

Se ve que las primeras cGiferencias ne son constantee; las segundas si lo son.

La funcidn clbica y = x3 + 3&2 - X + 6 nos da la siguiente tablas
" 2
JRNEENRNE
y 9 9 l '.4| 57 114' 201
N S N S
Ay 15._/.53 w271 87
'A(zly)\ 18 24,30
AlA(by) ) 61516

Agui ni las primeras ni las segundae diferencias son constantes; las terce-
' .l 3 2
ras si., Considerandoc la funcidén de cuarto grado y = x4 + X = 2X + X + 1

obtenemos la siguiente tabla:

2 9 0
y 2 T’l \‘\/94 \_J293 |37 6_ 1447
AY NI\J?S \/199\_/41 741
A{dQy) 58 124 214 328
R —— ~——’
AlA(AY)) 66 90 114
AAA(AY))) 24 24

Ahora ni las primeras, ni las segundas ni las terceras diferencias son
constantes. Pero las cuartas si lo son.
Examinemos ahora més detalladamente las formas generales de. esias

funciones.
(1) La funcidn lineal general tiene la forma ¥y = ax + b; sustituyendo x

por los nimeros 1,233, s+0.., Obtenemos

Observamos ques

La (primera) diferencia cosntante es a.

(II) La funcién cuadrltica general tiene la forma y = ax” + bdx + o.

Sustituyendo x por los rnlmercs 1,2,3,...., tenemoss
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¥y l a+b+cl 4a+2b+c| 9a+3b+c 16a+4b+c\25a+5b+c
N—r LS S R R S
3a+b a+b a+b a+b
Ay AR sl R 91 9
AAy) 2a 2a 2a

Tenemos que:

La segunda diferencia es comnstante e igual a 2a.

(III)La funcién clbica general tiene la forma Jy = ax3 - bx2 + ox + d.

Sustituyendo x por los valores 1,2,3,4.... tenemos la siguiente tablas

=0 Pk fo rdovon ] on vedoso guliacastorts, | 0
¥y |a+b+c+d } Ba+4b+2c+d  27a+9b+3c+d j64a+16b+4c+d |125a+25b+5c+d
~— ~—~—— &y A SN~——
(AEAY§) 7¢+3b+c‘\\_//19a+5b+c\\_/37a+7b+c_\\_'// 6la+9b+c
Ay 12a+2b 18a+2b 24a+2b
4\/ \/
(A(b(Ay))) 6a 6a

Dedudimos ques

g

La tercera diferencia es constante e igual a 6a.

(1v) De igual manera la férmula para la funcibdn de cuarto grado es:

y = axt + bx3 + cx2 + dx + e,

v se puede mostrar que su cuarta diferencia es constante e igual a 24a. Asi

mismo puede verse que una funcidn de grado n tiene la enésima diferencia

constante e igual a (nl)a.
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tas funciones para resolver problemas. Examinemos primero dos problemas tipi-
cos relacionados con progresiones aritméticas.

1) Hallar el gquincuagésimo término de la progresidén aritmética: 1,3,
557599e0e » Si #x™ representa el ntmero del término & ¥y representa su

valor, tabulando estos valores tenemos:

x \ 1| 2 \ 3 \ 4 ] 5
y'1[3‘5\7\9
St N L N
ANy 2 2 2 2
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Notamos que la primera diferencia es constante, luego la férmula seré la de
una ecuacidn de la froma y = ax + b. Podemos utilizar ahora la informacién

que tenemos sobre este tipo de funciones estudiadas en (I)s

Ay a = 2 3 at+thb = 1 => 2+b =1 => b = -1,

La ecuacidn serd y = 2x = L, y el gquincuagésimo término es (hasiendo x =
50) igual a 99. Este resultado puede comprobarse con la férmula usual pa~
ra el n-simo término de una progresién aritmética, o més sencillamente con-
bando hasta el guincuagésimo nimero impar,

2) Hailar la suma de los 50 primeros términos de la serie anteriox:
139590440 « Nuevamente hagamos'«i» igual al ntmero del término pere hacien-
do esta vez que«y» sea la suma de todos los términos haste ese punte. Vues-

tra sucesidn de sumas serd:

13 143 = 43 14345 =95 143+5+7 =163 etc..

s \1)2 3] 4]5
;111 e 1otz
Ay 3 5749

AlAy) g eelg e

La segunda diferencia es constante, luego la funcién es cuadratica, Obser-

vando (II) tenemos ques
A(Ay) 2a = 2 => a =1j
Ay Ja+b =3 => 34b =3 = b= 0

y ¢ atb+ec = 1 => 140+c =1 => ¢ = O,

»]
(4

Luego la funcidn es y = x y la suma de los primeros 50 términos de la
serie ( x = 50) es 2,500 . Este resultado puede confirmarse con el uso
de la férmula conocida para la suma de los n primeros términos de una pro-
gresidn aritméticas n/2(a+1), 8 simplemente observando que cada valor de
vy en la tabla se puede obtener elevando al cuadrado el valor de la X CcoO~

rrespondiente.

e

A ; ¥
3) Si hay 500 puntos en un plano de entre los cuales ne podemos

formar ninguna tripla de puatos colineales, écuéntos chmewﬂé ge pusden

trazar 7 @
o 6 > A & '
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La experiencia de la figura 4 nos da la siguiente tabla:

Puntos x i 2 l 3 ‘ 4 l 5 | 6
Segmentos y I 1 ' 3 | 6 ‘ 10 | 15
T st O
Dy 2 3 leas, 5
A (by) b shokq ob

Dado que la segunda diferencia es constante la funcibn es cuadratica. Usan-

do la informacién en(II), tenemos
NMAy): 2a=1 = a=1/2
Ay : Batb =2 = 5/2 +0b
y ¢ 4a+2b+c = 1 => 2 =1 +

i

2 = b= -1/23
\ c:l =D °=O¢

7

Luego y = x(x-1)/2. O sea que resultan 124.750 segmentos diferentes!
formados por 500 puntos tomados por pares. Un aspecto interesante de este
problema es el siguiente:(ﬁqué cambios resultan al considerar los 500 pun-—
tos en un espacio de tres dimensiones ? Respuesta: Ninguno. Dos puntos

siempre determinan un segmento.

4)dCuéntos tridngulos diferentes se pueden formar con las .condicio-
nes del problema 3), agregando que solamente los puntos dados originalmente
pueden- eonsiderarse como posibles vértices de estos trifngulos ? 1La expe-

riencia directa sobre la figura 4, nos da la siguiente tabla:

Puntos X | 2 I 3 ' 4 \ 5 \ 6.] 7
Triédngulos ¥y ' 0 ‘ 1 X 4 ‘10 \20 35
~ N N T
Ay 1 3.6 \vjqu/}5
ABy) B pBill id. 0pw
¢ AMARY)) Loviicns Bt R

Dado que la tercera diferencia es constante, la funcidén serid clbica. Usando .

los resultados en (III), tenemos

y = x3/6 _ x2/2 & il x(x-1) (x~2)
6

Luego se pueden formar 20°708.500 tridngulos diferentes con 5§00 puntos,
para los cuales ninguna tripla de estos puntos los tienme colineales, tomados
en todas las combinaciones posibles. Nos preguntamos nuevamente qué sucede si

los 500 puntos no son colpnares. La respuesta es la misma: Nada. gPor qué?)‘

-
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mética para dar detreza a los estudiantes de 4lgebra. La ensehanza de este
procedimiento brinda una excelente oportunidad para el estudio y solucibdn
de ecuaciones, experimentacidn y manipulacidén de expresiones algebraicas y
de cadlculo. Ejercicins éstos muy necesarios para los estudiantes. El estu-—
diante despierto harsd acopio de esta técnica para utilizarla en las muchas
otras oportunidades qu2 tendri.

Una Gltima sdvertencia: Cuidado con creer gue este método es utili-
zable en todos los casos. Se puede desarrollar mids cuando los estudiantes es-
tén en condiciones de entender. Una manera de mostrar una falla en el método
es tomar una sucesidn parecida a la siguiente (el ntmero de movimientos y

‘ . << . 2> siis
necesarios para completar el juego Torres de Haneil utilizando X a-

nillos)z
a0 R LR I - L
y a3 Fqlis s les
Rid oSz E ) N ans
Ay 2\/4\/8\/16\/32
Al Ay) 2 sofqronc8 G0f16
(A(By)) e/ 14 58

Es claro que estas diferencias continuardn repitiéndose siemprey la férmula

no tiene forma polindmica: y = ot &1,

<< (¢] D2E2>5>
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