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ANALISIS DE FUNCIONES DESARROLLABLES EN SERlE DE TAYLOR
por

Francisco LLERAS

Es frecuente en el estudio de los puntos criticos de una funcion, dar
como {mico criterio, en el caso que se tengan k derivadas nulas oonsecu.~
tivas, el de investigar el signa de la primera derivada antes y despu6s
del punto en cuestion para saber S1. es un maximo, un minima 0 un punta de
inflexi6n. Este criteria es util y sencil10 en e1 caso de funciones sim-
ples; pero, en general, puede llevar a calculos demorados y difici1es.

Vamos a establecer un criteria que nos permite salvaI' esta dificultad
en eI c aso de f'unc i ones de::.;arC'uII a.b les en serie de 'I'ay lor en
una vecindad del punto considerado. Haremos la demostraci6n comp1eta del
criterio en los puntas criticos; al finalizar indicaremos sencallamente
el procedimiento que se sigue para l1egar a1 criterio en los puntos donde
la funci6n es creciel').te0 decreciente, resumiendo finalmente en un cuadro
sin6ptico, la tota1idad de los casoso

~~Q~M!_l. Sean F una funci6n, a una raiz multiple de F, de mul-
tiplicidad k; es decir, F(x) = (x-a)kr(x), donde f(a) I 0. Si f
admite un desarrollo de Taylor en un intervalo de la forma (a-h, a--n) , ~

() ') (k-l) )h > 0, entonces F a = F (a "" •• e '" F (a = 0.

Demostraci6m Utilizando La f6rmula de Leibni t z obtenemos:

DjF(x) = k(k-l) •••(k-j+l) (x-a)k-jf(x) + L~=l (t)Djf(X)Dj-i(x-a)k •
... ,. (£).

Como f admite un desarrollo de Taylor alrededor del punta a9 todas
DjF(a) e °

sus
derivadas son finitas, y par tanto, de (I) se deduce que
° ~ j ~ k-l y DkF(a) = k! f(a) I 0.

Nota: Si F(a) I 0, perc F(x) F(a) + (x-a)kf(x)~ donde f es desa-
rrollable en 8__rie de Taylor alrededor de a y' fCa) i 0, entonces s

si

y k.!f(a) •

TEOREMA 2.Si. F es desal'ro1".il,:6.1.1)leen serie de 'raylor alrededor de a
F:(:)-:-~-~.-=- F(k-l) (a) ""0, entonces F(x) = f (x)(x_a)k + F(a), donO-,e



f admite un desarrollo de Taylor alrededor de a. Si ademaa F(k)(a)1 0,
entonces f(a) = 0,

DemostraciongComo

F(x) == F(a)

F(x)

F(k+l) (a) == 0,

F(k)(a) kk! (x-a) +

E~
=0

y entonces

resulta entonces
k r F(k) (a)F(x) = F(a) + (x-a) l-k!- - +

F(a) + (x-a)kf(x),
donde (. \

,,(I) F JJ(a) ( )j-kf(x) = L. • k jl x-aJ=

Evidentemente, f(x) admite un desarrollo de Taylor alrededor de a, y
f(a) I- 0 si F(k)(a) I 0.

~~E!~IQIQ~oUn punto de inflexion a de F
xion tipo (1) (resp. tiE~))' si existe h > °
a se tiene f(x) < f(a) (resp. ~ f(a) < f(x))
se tiene f(a) < f(x) (resp., f(x) < f(a)).

se Ll.ama raounto d~·iinfle-..
tal que para a-h < x <

y para cada a < x < a+h

~~QB§M~~· Si F es desarro1lable en serie de Taylor a1rdedor de a,
s. ~"'(a) = e c 0

=-;(k-l) (a) == 0, F(k)(a) I 0, k > 1, entonceB a es:
a) Un maximo si k ~ar s. F(k) (a) < 0.
b) Un minima si k es Ear y F(k)(a) > 0.
c) Un punt 0 de inflexion tipo (1) si k es impar s. F(k)(13)> 0.
d) Un punto de inflexion tipo (2) si k es impar y F(k) (a) < 0.

Demostraciong De'acuerdo con los teoremas anteriores, debemos tener

F(x) ~ (x-a)kf(x) + F(a),
F(k)(~) = kl f(a),

can f(a) to, v.'

Como la primera derivada de F es nula9 entonces a es un punto
critico. Si se trata 1e un maximo y de un minimo, entonces F($+h)-F(a)
y F(a-h)-F(a) deben tener el mismo signo~ positivo si es minima y ne-
gativo si es maximo" De acuerdo can la forma de 113funci6n9 tenemos que

F(a+h) - F(a) ::hkf(a+h); F(a-h) - F(a) == (-h)kf(a.h),
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Como f es una funcien continua, es posible elegir h de tal manera
que r(a+h) J y rea-h) tengan el mismo signa de rea); luego F(a+h)-F(a)
y F(a-h) - F(a)tienen el mismo signa si y solo si hk Y (_h)k he-
nen al mismo signa, y esta es e1 caso unicamente si k es par. Si k
es par, entonces F(a+h)-F(a) y F(a-h)-F(a) tendran el mismo signa
de f(a)=F(k) (a)/kt y esto nos indica que tendremos maximo si F(k)(a)<O
y minimo si F(k)(a) > O.

En e1 caso de un punto de inflexion, los signos de estas diferencias
deber-anser di s'ti.ntos, positivo el primero y negativo el segundo para el
tipo (1), y al con~rario para el tipo (2), 10 cual, en virtud de las mis-
mas consideraciones anteriores, solo es posible si k es Lmpar, debiendo
ser F(k)(a) positivo para el tipo (1) y negativo para el tipo (2).

~mJ?lo ~ 1"(x ) == (x-or ) 8cos7x, eX + c. Par simple inspecoi6n, sabemos
que para x n, tenemos el caso de k-l derivadas sucesivas nulas, y oomo
k as par ( k = 8) y cos7n. en es negativo, se trata entonces de un max-,. '.'

imo.
A continuaoion presentamos un ouadro sinoptico oon la tota1idad de

los oriterios:

F' (a) 0

F" (a»O
creciente

F" (a)<O r Si
decreeie ntoi de

ANALISIS DE CONCAVIDADES, MAXIMOS, MINIMOS Y
PUNTOS DE INFLEXION EN (a,F(a)), y ==F(x).

(de r-Ivadas de orden superior) a=O
Si la primera de rivada no nula es{ F(2n) (a»O ~ y=x4

de orden par (2n) ( 4
F l.a)<O / y==-x

si la primera derivada no nula es tF(2n+l) (a»O r ::
orden impar (2n+l)( ) 5F a <0 ~ y=-x

,A-

8i. 1a primera derivada no nula es l1"(2n)(a»O ./ y=x4+x
de orden par ( )

}'2n (a)<O /" y=-x4+x

{F
(2n+1) (a».O .J y==x5+x8i 1a primera derivada no nulat3s . ~

de orden impar F(2n+1) (a)<O f y=_.x5+x

la primera . i (2n)( )derivada no nula es F a >0

- .F(2n)(a)<0
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I~)ii.,
trden

primera derivada no nula as

~~£ ~E.! ~!!:!~~~~,_~~_~~ .!~!EQ,!~~~~.s_f~~!~~i:~!~S2£l:
Universidad Nacional de Colombid~~~~i~:-~~I;~~r~--3:X~------------~---~---~-----~----
(Recibido en ~oviembre de 1968)

IF(2n+l)(a)>o '~

IF(2n+l) (a)<O ~

hy=x)-x


