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1. Bl siguiente es un ejercicio para un curso intrcductorio de Alge-
ora (4lgebra abstracta). Es mi opinién que este ejé:oicib fuera de iluge
trar varios conceptos algebraicos, da una oportunidad al estudiante para
explorar un poco y para que use su imaginacidn. Hste 2jercicio ¢s una mo-
dificacidn de uno gue s2 encuentra en él libro de Allendoerfer y Oakley,
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Princivles of Mathematics ~ (2a. ed., pég. 59, prob. 41) y otro en el

libro de Herstein. <<‘I‘c>pics in Algebra?> (las ed., pég. 97, prob.11) .
Herstein lo presenta de un modo muy general y completo: sin embargo 1o
presentaré como lo hago en mi libro: ~“Fundamentos de Matemitica 7 (pag.

-19, ejercicio 10, aclarando gque lo que 2111 se pide es relativamente
f4c11 (ze le puede asignar como tarea a estudiantes de primer allo) y en
este articulo haremos la ampliacibén que idealmente haria un estudiante de
ilgsora. Dice el ejercicios
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2. Sea adiplicacidén una operacidén ® definida de la siguilent
. o) e g

manera: x@y =~ x + ¥y + Xy, para reales x; Y. ¢ Seé pcdrd decir que R

42}

8 un grupc 2adiplicativo conmutativo

Féoilmente se ve que la respuesta es NO. Lzadiplicacion es conmutei-
v
)), perc no todo

tiva; asociativa, tiene elemento identidad {el nidmerc Q)

real tiene inverso adiplicativo { =1 no 1o fiene);

% Tdealmente un estudiante queda preccupado por esta situacidn, Fl
resl que nos puso problemas fue =-1. Se le podria courrir a unc gue pPOFi-

o

: B - {ul} egs un _grupo adiplicative. Efectivamente si 1o

blemente 131
eg, 1o cual es fécil de verificar.

como la que para tedo &,

Lo anterior junto con otrass propiedades,

a@{~1) = ~l, nos trae s la mente inmediatamente la semejanza entre W _

con vepecto a la adiplicacidn y H% - B - {O} cor respecto de la multi-
vlicacién. La proposicién inmediata es : Existe una operecién @ 1zl gue

R con respecto de @ es un grupo conmutativo con elemento identidad -1,

o ain mejor ¢ (R, ® , ®) es un cuerpo con cero igual a =1 y unidad

o, 1
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igual a O, é Cémo haremos para encontrar @& 7 é Si las dos proposicio-
nes anteriores son correctas, quiere decir que hemos encontrado otra es-
tructura de cuerpo en MR ? Suponiendo que (R y @ y ®) resulta un cuer-
po (mejor dicho, si existe Q)), entonces éste debe ser isomorfo a
(R g + 9 ) Y podemos trabajar con tal isomorfismo

f: (R, +,.)-»(R @, O)
de modo que f(0) = -1, f£(1) = Oy 1lo cual nos hace pensar que f esté
definido por

f{x) = x - 1.

Veamos ahora si éste es verdaderamente un isomorfismo parz las multipli-

caciones, Efectivamente:

f(xy)

xy = 1

= X =1l+y=1+33xy-x=-y+1

= (x=-1) + (y-1) + (x-1)(y ~ 1)
= £(x) + £(y) + £(x)f(y)

= £(x)® £(y).

Para que todo ncs quede completo, tendriamos entonces que

fx+y) =x+y-1
£(x) @ £(y)
(x—l) @ (y-l)’

i

i}

O me jor que
£f{(x+1) + (y+1))

]

X +y +1
f(x+1) @ f(y+1)
r@y 3

il

y hemos encontrado (B :

x@Ey=x+y+ 1.

Ficilmente, verificamos que efectivamente (R, @, ® ) asi definido

e8 un cuerpo con cero igual a -1 y unidad iguai a O,

4. Lo que puede acurrirsenos en seguida es definir funciones de la
forma

fb(x) = x+ b (para cada real b),

y encontrar una adicidn @ y una multiplicacidn ® tal que fb sea
un isomorfismo entre los cuerpos (R, + , .) y (B @ ,;®). Esto no es
dificil:

-1 =1/ \y
£(f " (x) + £ \y)/
f(x-b+y-0b)

i
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£(£7 ()™ ()
£((x-b) (y-b))
f(xy = bx - by + b2)

Xy - bx -by + b2 + b,

x@y

]

i

fl

El cero de cada uno de estos cuerpos es fb(O) = b y la uni@éd 68 fb(1)=
1 + b. El inverso aditivo de x = f(x-b) es f(-(x-b)) =-x +2b y
el inverso multiplicativo de x = f(x-b) es f£(1/(x-b)) = (1+bX*32)/(x-b).

5. En realidad las funciones de la forma fb(x) = X + b no son las
Unicas con las cuales podecmos obtener cuerpos isomorfos al de los nime-
ros reales. De un modo mis general podemos considerar todas las transfor-

maciones lineales de la forma
fa,b(x) = ax + b,
en donde a y b son reales y a # O. La adicién seria

x ® y= fa,b(f;}b(x) + f;}b(Y))

£,,p((x+y-20)/8)

L

X+y-D>b,

¥y la multiplicacidn

XQy

£, by, 1 (2] B

£, o (x-b) (y-b)/af)

fa b((xy—bx—by+bk)/a2)
b

2
. XX = bx - by + b i

a

i

Xy = bx - by + b2 + ab

a
El cero de cada uno de estos cuerpos gque resultan es fa b(O) =Db ¥y
’
la unidad es £, b(1) = a + b. El inverso aditivo de x = 8y b((x—b)/a)
) ]

es f, b(-(x—b)/a) = -x + 2by el inverso multiplicativo de x es
’

£, (a/(x=b)) = (bx + a° = v%)/(x-D).
’

Los casos considerados en 4. son casos particulares de éstos con
a =1, y el caso alin més particular considerado en 3. es el que corres-
ponde a a=1y b==1, Cuando a=1 y b= 0, 1la transformacidn
es la funcidn idéntica, y se tiene la adicibén y la multiplicacidn comunes

y corrientes.
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fx)=ax +b

-
|

L3 unidad del werpo ¢
€l cero del cumpo")

o
B = — e~

6. Dando un paso més general, podemos comenzar con un cuerpo cual-

quiera (K, +,4 v) y considerar las transformaciones de la forma

T (x) = ax + b, con a;, be K y a# 0,
aghb ‘ s

obteniendo de esta manera cuerpos isomorfos con X,

7. El siguiente paso, regresando al cuerpo de los nimeros reales,
seria ver la posibilidad de establecer un orden en R para cada uno de
los cuerpos isomorfos que hemos obtenido (mejor dichos para cada unra de
las parejas (a,b), con a % 0) de modo que estos cuerpos resulten or-
denados.

Después de pensar un poco este problema llegaremos probablemente a la
siguiente conclusidn:

Cada uno de estos cuerpos €s un cuerpo ordenado con el orden regular

si a> 0 y con el orden inverso de < si a < 0,

Demostremos esto. Si a > O demostraremos que

i) Si b < x,y entonces b < x @y, b < xQy,

ii) Si x# b entonces & b<x & b < -x + 2b.

En efectos
i) x @ y= x+y=b> b si X,y > b 3
x®y = (xy—bx-—by+ab+b2)/a >b s1 X,y> b, yaque

G - ol 1 i
J y=-Db>0
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=>  xy-bx-by+b>+ab > ab  => (xy—bx—by+b2+ab)/a > b

ya que a > 0,
ii) x#b = 8 b<x & x<b =>8 b<x & x+b < 2b

=> 6 b<x & b< -x +2b.
Si a < 0, demostraremos gque

i) Si x, y < b entonces x ® y < b, x@Oy < b.

ii) Si x # b, entonces & x < b & =-x + 2b < b,

En efecto:
i) x o+ Yy=X+y=-b<b si x, y< b.
x y= (xy - bx—by+b2+ab)/a <b si x,y < b,
ya que podemos seguir la cadena de desigualdades del caso a > 0O excepto
gque en el Gltimo paso se invierte la desigualdad, pues a < O,

ii) Seme jante al caso a > O.

8. No es dificil verificar, por Gltimo, gque cada uno de estos

cuerpos es un cuerpo ordenado completo.

9. Después de todo esto es posible que nos gquede la sensacidn de no
haber encontrado nada nuevo. Sin embargo, posiblemente, comprenderemos
. . << >> <<, . >>
me jor ahora lo que queremos decir con  cuerpo , isomorfismo 6
aln nimeros reales. Los nlmeros reales, sin que pierdan sus caracteris-
ticas esenciales, log podemos trasladar y alargar o contaer como un

acordedn.
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