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10 El sigu.iente 68 un ejercioio paz-a UT: cur-so Lnt r-oduc to r-i o de i-l1ge···

bra. (alr.:ebra aoat rac ta}, Es wi opini6n que est e ejE:r:oicL1.Ct f'ue ra de ilus,"~

t r-a.r varios concept os aLgebraieos ~ da una opoz-tuni.dad alestudiante para

e xp Loz-ar' un poco y para que uae BU Lmagi.nac i on. Es t e ejo r-c i.c i o e s una mo-

dificaci6n de uno que se encuentra en e1 libro de Allendoerfer y Oakley,
«, . . 1 ' .» r . ,.- 1 \Pri nc ip...es of Ma'thematlcs \2a, ed , I pag , )9~ prot, 4-~.' ,y ot ro n e1.

l't '" H -+. «rp. . ~l b »(1 d ~ 9',,' b -.-, \:~ "0 ue 87.'8.; .i.n, J.OplCS In J:<_ ge ra \,.•a; e .• 9 pag. pr-o c L!.) 0

Heratein 10 presenta de un modo IDUy general y completo; sin erubargo 10

p:c'esenta.re como 10 hago en !Ill Li.bro e «Fundamentos de Matematica:» (pag.

3-19, ejercicio 10" aclarando Que 10 que alll se pide BS relativamente
fAoil 'se Ie puede asignar como tarea a estudiantes de primer a~o) y en

ede artl cu.l,o haremos 1a amp1iaci6n que Ldea'Lrnente haria un es tudi an te de

~lgebrao Dice e1 ejercicio;

<~ »2" Sea . "ad i.p Loac i 6n una ope r e cion 0 de fi.n i da de La ,s5.guiente

x0y '" x + Y + xy, para reales decir que 'CD
.lJ.l.

88 un grupc a:hpJ.ice;bivo conmutativo ';

F'~Jcilmente se VB Que 1a respuesta es NO. Laoc.i.pl:.. "0.,';).1 on es conm~tt--
• 'Of •

tivc •• asoc';'atjyl:li., tiene element identidad (01 iTJ.ro'2';:C:U), })e,ro f1.(1 ~Qc!')

r~81 tiane :nv reo adiplicativo ( ·-1 no 1 +~c"'e),'.L '.JJ, I .; c

_r'esl que nos puso problema.f; fue -L S6 1e pod:rfa.c0urrir e '.:no que :po2i-

blement"J 1lll_1·
s ill ~ {-1} eS,...ED~J.l2.2.-a2iJiJ::"c.?-ti'ys'o Efeci;iv8-mer;.te S-1 1.0

eE, 10 cual es f'cil de verificar.

L0 ant6rior junto con otrBs propiedadss, como la qU0 p~r~ tcd~ B,
;;t.G)'_.:) '" -1, nos tra.e 0, 1a mente inrnediatamente J.Ll, &€-rneJdnza<;,-:n'tl'O 1R1~1

co~; .rspect~ a 1a adiplic(3,ci6rJ y ]I{ "- B. - {O~ oor, ·l:e.SP80'tO de 18, mu! ti-o
pJ icaoi6:n. La proposi.ci6n inmediata es ~ EJ~i.s_~_2;~a.-_~)Y_:._!3,.cij~ (£) :?.§::I...sl,.~t·

o aun me .Jor (1111 ,
G .~ut"~.£~J2.£. cO!'Jm'U'tatj·vo con el' ..:!2..,D~t9__~d~'2.i:i_?i::-1-l~
G , .0) es un CU0I':e_~ cero .j.B''l;~.2.1.f': 1 :L_~t.E.it~~i



, ..~gual a o. d Qomo par..emospara encontrar _.@ ? C Si las dos pr-opo si ci o-
nes anteriores Bon correctas, quiere decir que hemos encontrado otra es-
tructura de cuerpo en HI.? Suponiendo que (m, @ ,0) resulta un cue r-«
po (rne j or di cho , s i existe @), entonces este debe ser isomorfo a
(B , + , .) y podemos trabajar con tal isomorfismo

de modo que
definid6 POl'

f(O) -1,
f: (m, +

fel) =' 0,

, . ) ~ (R, G s 0)
10 cual nos hace pensar que f Beta

f(x) == x - 1.

Veamos ahora s i este es verdaderamente un isomorfismo par-a las mul,t .pli-
caciones. Efectivamente=

f(xy) xy - 1
- x - 1 + y - 1 + xy - x - y + 1
(x - 1) + (y - 1) + (x -l)(y - 1)
f(x) + fey) + f(x)f(y)
f(x)Q)f(y).

Para que todo nos quede completo, tendriamos entonces que

f(x + y) x + y - 1

=: f(x) @ fey)
"" (x-I) G} (y-l),

o mejor que
f((x+l) + (y+l)) x + y + 1

f'{x-i l) @ f(y+l)
.. xQy;

y hernos encontrado G
x(±)y""'x+y+L

Faci lrnente, verificarnos que efecti vamente (R, ~ , 0) asf definido
es un cuerpo can cere igual a -1 y unidad i.gual a O.

4. La que puede acurrirsenos en seguida es definir fur.ciones de 1a
forma

(para cada real b),

y encorrt rar-una adi.c i Sn 0 y una.mu.lti pLi.c aci Sn 0 tal que fb sea
un isomorfisrno entre los cuerpos (R, + , .) y (~G), 0). Esto no es
difici.l:

x~ y:::: f(f-l(x) + f-l(y))
- f(x --b + y - b)

.-x+y-b
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x0y f(f-l(x)f-l(y»
f((x-b) (y-b))

b2 )
;.'

f(xy - bx - by +

xy - bx -by + b2 + b.

El cero de cada uno de estos cuerpos as fb(O)
1 + b. El inverso aditivo de x = fex-b) as
el inverso multiplioativo de x = f(x-b) es

~".~
-J.

= b Y la uni~~4 ~e fb(l)=
fe-eX-b»~ = -~ + 2b y

2f(l/(x-b» = (l+bx~J )/(x-b).

5. En realidad las funciones de la forma fbex) = x,~;;~ no son las
unicas con las cuales podemos obtener ouerpos .isomo r-f'o s cti de los nume-«

)1"',ros realest De un modo mas general PQdemos oonsiderar todas las transfor-
maciones lineales de la forma

f b(x) ax + b,a,
en donde a y b son reales y a f O. La adioionseria

x 0 y f b(t-l-b(x) + f-lb(y»·a, a" a,

fa,b «x+y-2b)/a.)

'"x + y - b ,

y la multiplioacion

x0y = f b(f-1b(x)f-
1
b(y»a, a, a,

fa,b«x-b) (y-b)/a;)
, 2

= f b«xY-bX-bY+b~)/a)a, 2
= xy - bx - by + b _ + b

a

= xy - bx - by + b2 + ab
a

El cero de cada uno de estos cuerpos que resultan as f b(O) = b ya,
= f b((x-b)/a)a,la unidad es £.'13. bel) = a + b. El 'Lnve r-ao aditivo de' x,

es f (-(x-b)/a) = -x + 2b; el inverso multiplicativo dea,b
f b(a/(x-b» = (bx + a2 - b2)/(x-b).a,

)( es

Los casos considerados en 4. son casos particulares de estos con
a = 1, y el caso aun mas particular considerado en 3. es e1 que corres-
ponde a a = 1 y b -1. Cuando a = 1 y b 0, la transformacion
es la funcion identica, y se tiene la adicion y la multiplioacion cornunes
y corrientes.

'··'-7:A ....'..-;. q.
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La tmidad d,e\ CM.Upo

tl cero d..e~ Cuetq>o",
".:,.-

. ~:....---_+----l---------

o ~

6. Dando un paso ma.sgeneral, podemos comenzar can un cuerpo cua.L«
quiera (K, +1') Y considerar las transformaciones de la forma

. \
f (X) = ax + b ,
asb

can a, b E K Y
ohteniendo de esta manera cuerpos isomorfos con Ko

7~ El siguiente paso, regresando al ouerpo de los numeros reales,
serla ver la posibilidad de estableoer un orden en ]II. para oada uno de
los ouerpos isomorfos que hemos obtenido (mejor dioho, para oada una de
las parejas (a,b), con a I- 0) de modo que estos cuerpos resulten or-
denados.

Despu~s de pensar un poco este problema llegaremos probablemente a la
siguiente oonclusi6n~

Cada uno de estos cuerpos es un cuerpo ordenado con 81 orden regul§;.r
si a > 0 X. can 81 orden inverso de < si a < O.

Demostremos esto, 3i a > 0 demostraremos que

i) 3i b < x,y entonoes b < x 0y~ b < x0y~
ii) 3i I- b entanoes e b < 6 b < -x + 2b.x a x

En efecto~
i) x 0 Y = x+y-b ;> b 8i x,Y> b ;

x0y -. (xy-bx-by+ab+b2)/a > b si x,Y> b, ya q e

s >
(x- b) (y- b) ;. 0

x >



=> 2;x:y-:bx-:by+1L-ab > ,<:+b.. ,,=> 2(xy-b;x:-by+b+ab)/a > b..;

ya que a > o.
ii) x I b => 0 b < x 6 x < b => 0 b < x 6 x+b < 2b

=> 6 b <
, b < +2b.,x 0 -x

Si a < 0, derno s t ra remo s que

i) Si x,y < b entonces x @ y < b, x0y < b.
ii) Si x I b, entonces 6 x < b 6 -x + 2b < b.

En efecto:
i) x

x

+ Y = x + y - b < b si x, y < b.
Y = (xy - bx-by+b2+ab)/a < b si x,y < b,

ya que podemos seguir la cadena de desigualdades del caso a > 0 excepto
que en el ultimo paso se invierte la desigualdad, pues a < O.

ii) Semejante al caso a > o.

8. No es dificil verificar, por ultimo, que cada uno de 8@tOS
cuerpos es un cuerpo ordenado completo.

9. Despues de todo eato es posi ble que nos q uede La senaac i.onde no
haber encontrado nada nuevo. Sin embargo, posiblemente, comprenderemos

'. ,
, ah 1 d'«» -c-c . f"»'meJo~ ora 0 Que Queremo8 ec~r con cuerpo, ~somor lsmo 0

aun numeros reales. Los numeros reales, sin que pierdan sus caraQterls-
ticas esenciales, lo~ podemos trasladar y alargar 6 oontaer oomo un
acorde6n.

(Recibido en marzo de 1969)


