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10 ~~E1~IQIQ~.Llamaremos conjunto de los numeros reales a un conjunto (que

denotaremos por R) provisto de dos operaciones (+,.) y una relacion binaria

«) tales que:

Axiomas algebraicos:

(Al) Dados a, b elementos de R, se tieneque a + b

(A2) Si a, b, c son elementos de R,entonces

b + a y a·b b-a.

a + (b + c) = (a + b) + c y a-(b-c) = (a..b)-c •

(A3) Existen en R elementos que denotaremos por 0 y 1. ( 0 I 1) tales

que ai a es un ntimero real cualquiera, entoncea

a + o = a y 80-1 = a.

b I 0, entonces existen

b_b-l = 1.

a y
-1
b(A4) Si a s b son ntimeros reales y

(A5) Si a, b, c, son elementos de R, entonces

Axiomas de orden:

(01) Para a, b elementos de R, se verifica una sola de las sig~ientes a-

firmaciones:

a = b, a < b , b < a •

(02) Si 0 < a y 0 < b entonces 0 < a-b.

(,03)S:L" b t ba < en onces a + c < + c, cualesquiera que sea c.

(04) Si a < b Y b< c entonces a < c.

Axioma topologico:

(T) Todo subconjunto de R no vacio y acotado superiormente, admite un ex-

tremo superior.



NOTA 1. Si 0' es un elemento de R tal que a + 0'= a cualquiera que

sea a en R, entonces 0'= 0' + 0 = 0 + 0'= O. De manera que, 0 es el u-

nico elernento que satisface ssta propiedad. Podemos hacer la misma anotacion

sabre 1.

NOTA 2. Si a es un ntimero real dado y a' es un ntimero real tal que

a + a' 0, entonces a'= a'+ 0 = a'+ (a + a) = (a'+ a) + a = (a + a') + a =

o + a a. Dernanera que, cada ntimero real a tiene un tinico~lesto aditivo

a. De la misma manera, podemos anotar que todo ntimero real diferente de 0

tiene un unico opuesto multiplicativo.

NOTA 3. De los axiomas (Al) y (A5) podemos concluir 10 siguiente:

a-(b + c) = (b + e)'a

a-(b + c) = a-b + a -c b·a + ca,

de rnaneraque

(b + e)-a = b·a + e,a •

Demostraremos ahora algunas propiedades importantes.
I

EBQEQ~~Q~Q~ 1. a.·0= O.
~~Q~M4 1. Dados a, b elementos de R, existe un tinico x en R tal=========
que a + x = b.

Demostracion:a) Existencia. El numero real a + b as tal que==========
a + (a; + b) = b •

b)!I~~~~~~~o Si xl s x2 son tales que a + xl = _b Y a + :%:2 = b, entonce-s

a + xl = a + x2' de manera que a + (a + xl) = a + (a + :%:2)' yentonces xl=

QQBQ1~B~Q 1. Para a, b elementos de R se cumple que a'b = a·b.

Demostracion: En efeeto, segUn (A4), a·b + aob_= 0, de manera que a~b

el , tal a.b 0- a,b a:-.-b (a + a:).b O·b OJes unico x que + x = perc + = = =,
es decir, a·b + a..b = 0, por 10 tanto, a;·b = a;Q.
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fQBQ1~BIQ 2. Para a, b elementos de R se cumple qua a"b = abo

Demostracion: SegUn el corolario 1, tenemos a#b + aob = 0; perc

a· b + a·b = i. (b + b) = iioo = 0, luego a.°b + a::b' = 0 y utilizando el teore-

rna l? concluimos aob = a-b.= 0

fQBQ1~BIQ 3. (a + b) = a + b.

Demostracion: Tenemos

(a + b) + (a + b) :::: ~,a + b) + aJ + b la + (b + a)) + b

:::: la + (a: + b)1+ b = La + (a: + b)1 + b

:::: lea + a) + b1+ b (0 + b) + b = b + b 0,

(a + b) (mico, resulta (a + b) - + "b.y como es = a
IEBQEQeIfIQ! 2. Si a as un numero real diferenta de cero, entonces

o < a·a.

Demostracion: Si a I 0 entonces a < 0 Io o < a ((01)), Supongamos que

o < a, entonces 0 < a·a, segUn (02). Si a < 0, entonces a + a <

o + a, segUn (03), yentonoes 0 < a y, por 10 tanto, 0 < a'a a a.

fQBQ1!BIQ 10 0 < 10

Demostracion: 0 < 1-1 = 1.

QQBQ1!BIQ 2, El elemento 1 + 1 ::::2 es tal que 0 < 2.

Demostracion: 0 < 1::::>0 + 1 < 1 + 1, es decir, 1 < 2, 3, por 10 tanto,

0 < 2? segUn (04)0
I

PROPOSICION 3. Si a < b Z. 0 < o entonces a"c < b- c.-----------
Demostracion: Si a < b entonces a + a < b + a, por (03), o sea 0 <

b + a, y, por 10 tanto, o < (b + a).c? es deoir, 0 < boo + a-c ::::b'o + a'o,

y entonces a'c < (boo + aoc) + a'c, as deoir, a"c < b·c.
, -1rBQrQeIQfQ! 4, Si 0 < a entonces 0 < a

Demostracion: Si -1 0 entonces -1 0 decir,a < a • a < a, as 1 < 0, contrario

a1 corolario 1 de la proposicion 2. Si -1a ::::0, entonces -1a - a Ooa, o sea

1 ::::0, 10 cual es tambi~n contradictorio, De manera que, segun el axioma (01),
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debemos tener 0 < a-l

En particular, 0 < 2-1•
IEBQEQ§fQIQ~ 5· Si a, b son numeros reales tales que a < b, exist. un

x en R tal que a < x Z x < b (a < x < b).

Demostracion: Si a < b, entonces

a + a <
a + b.}
b + b

=> =>
a + b <

:.: : : :.:} ->

Tomando :x: = la proposicion queda demostrada.

Observese que, como a <:x: y x < b podemos encontrar y, z en R ta-

les que a < y < x Z x < z < b. Aplicando este razonamiento repetidas ve-

ces, observamos que « »es un conjunto bastante grande •
/'

III. ;QJ2:Ef~fQfQ~1. Un subconjunto I de R se llama inductivo si satis-

face la propiedad siguiente:

(J) Si x es un elemento de I entonces x + 1 es un e1emento de I.

Par ejemplo, el conjunto R es obviamente un conjunto inductivo; e1 con-

junto I = {O,1\ no es inductivo pues 1 es un elemento de I, perc 1 + 1

~ 2 no es elemento de I.

Si a es un numero real dado, llamaremos 1a colee cion de todos los

subconjuntos indcutivos de R que contienen a a; observemos que ~ es un

elemento de esta colee cion.

n F
aE'!a

to de I entonces x es un elemento de cualquier F de 1a colecciona

El conjunto I =a es un conjunto inductivo, pues si x es un elemen-

<f'a y

por tanto, x + 1 tambien es un elemento de cualquiera de estos F, pues ellos

son inductivos, y esto significa que x + 1 es un elemento de Ia Es claro

tambi.en que a es un elemento de I. Asi pues, I es e1 menorconjunto in-a a

ductivo de nUmeros reales que contiene'a a.
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I~§EfEfQfQ~2. Al conjunto N :1;0 10 llamamos el conjunto de los nume-

ros naturales de R.
Seg(m la definicion, N es el menor subconjunto inductivo quecontiene a

o. Es facil ve:rque Ia a + N = ta + n ; n E tr}.
I~BQEQ§!QfQE6. Si m, n son elementos de N, entonces m + n es elemen-

to de If.

Demostracion: Tomemos m un elemento cualquiera de N. Definimos

m+nEtr}

(x as e1 conjunto de todos los elementos n de N tales que m + n es un e-m

lemento de N). o E X pues m + 0 = mEN •m
Si n EX, entonces m + n E

m

ti, y como N es inductivo, entonces (m + n) + 1 E N, 10 cual significa que

n + 1 EXm Tenemos, pues, que X contiene a 0,
m

es inductivQ y es un sub-

conjunto de N, por 10 tanto, X = N,
m

segUn la definicion de N. Esto de-

muestra la proposicion.
I~BQ~Q§lQfQ~7. Si m,n son n-umeros naturales entonces men tambien es

un ntimero natural.

~BQ~Q§fQfQ~8. Si n E N, entonces n = 0 0 0 < n (es decir, 0 < n).

Demo st r ao i.Sne Sea X = { n E IiI ; o < n \ • tenemos 0 E X ya que 0 < o.- ,
Si n E X, entonces 0 < n y, por 10 tanto, 0 + 1 < n + 1, y entonces

o < 1 < n + 1, de donde deducimos n + 1 E X. Conc1u1mos que X = N.

Demostracion:

II = tm EN;

Sea X = {m E N

m I 0 1
m lot. a) Sabemos que

= {n+1 n EN}, por 10 tanto, 11 eN. Ademas, segUn 1a proposicion ante-

rior, 0 < n + 1; perc n + 1 = 0, implica n = 1, 10 cual es imposible,

pues n E N Y entonces 0 < n (0 < 1 imp1ica 1 < 0); de manera que,

o < n+1 y esto nos permite concluir que 11 c X.

b) De otra parte, X as un 00njunto inductivo que eontiena a 1, 10

eual nos permite afirmar que X c 11 -
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QQBQ~~B~Q. Todo elemento m de IiI diferente de a puede escribirse co-

mo m = n+l, donde n pertenece a N.

EBQEQ§fQfQ~ 10. Si m, n E N Z n < m, entonces m + n E fl.

Demo str-acLon e Sea X = {n E IiI; cualquiera sea m E fi con n < m se tie-

ne m + n EN}. a E X, pues a = a y m + a m. Ademas, X es inductivo:

en~ecto, supongamos que n E X yescojamos mEN tal que n+l < m, entonces

n < m y, por 10 tanto, m + n E N, perc m + n f 0, PU9S de 10 contrario

m n; de manera que, m + n = k + 1, con kEN; de 10 cual podemos concluir

que (m + n) + 1= k. a sea que m + (n + 1) pertenece a N, 10 cual signi-

fica que n+l E X. Se concluye entonces que X = N.

EBQ!:Q§fQfQ~11. Si x E R es tal que a < x < 1, entonces x i N.

Demostracion: Supongamos que existe x ENtal que a < x < 1. Como x f 0,

x = k + 1, con kEN; entonces k + 1 < 1 y concluimos que k < 0, Y esto

contradice la proposicion 8.
QQBQ~~RJQ. Si n E IiIZ x E R son tales que n < x < n+l, entonces

x i N.

Demostracion: Suponiendo que existe x ENtal que n < x < n + 1, enton-

ces a < x + n < 1, y como n < x, x + n E N, por la proposicion la, contra-

diciendo la proposicion anterior.

es un subconjunto de IiI entonces existe un elemento ko
E T tal que si k E T entonces k < k,o

Demostracion: Si 0 E T , entonces tomando k = a el teorema queda de-
.0

mostrado segUn la proposicion 8. Si 0 i T, formemos el conjunto

H={nEIiI;(Ym)(mEN y m<n entonces miT)}
a es un elemento de H y si H fuese inductivo, entonces H = N

~. Demanera que existe kl E H tal que kl + 1 ide manera que T

H. Tomando ko tendremos que k E T~ ~ues de 10 contrario,o k =o

kl + 1 E H. Ademas, si k E T entonces k < k,o ya que k < ko implica
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(kl < k < kl+l = ko' no es posible) y entonces kiT.
I

IV. APLICACIONES IMPORTANTES DEL AXIOMA TOPOLOG1CO.

E~plicaci6n: Si A es un subconjunto de ~,un elemento bElt se dice

una cota supeior de A si (V a E

se dice un extremo superior de A

A)( a ~ b). Una cota superior b
~si~toda otra cota superior c de

de A

A se

tiene b < c.

El axioma (T) afirma que todo subconjunto no vacio A de fl tiene un

extremo superior.

NOTA 3. Si b as una cota supeior de A, todo ntimero real mayor que b

es tambien una cota superior de A. El extremo superior de A es unico ya

que el es la cota superior minima.

rBQ;EQ§lQtQ~ 12. El conjunto N de los numeros naturales no esta acotado

superiormente.

Demostraci6n: Si Nesta acotado superiormente, podemos afirmar que exis-

te el extremo superior b de N. Como b + 1 < b, entonces b + 1 no puede

ser una cota superior de N, 10 cual nos permite afirmar que existe n E fi

tal que b + 1< n, y entonces b < n + 1, 10 cual es imposible, pues n+l E

fi y b es una cota superior de N.

;EBQ;EQ§lQtQ~ 13 (Propiedad arquimediana). Si x, y son numeros reales con

o < x, existe nEIl tal que y < nx.

Demostraci6n: Si y < 0 podemos tomar n =: 1. Supongamos, pue s , que

0 < y y que para todo n E 11 se tiene nx ~ s- El conjunto A {roc n E

11 } es entonces acotado, y, por 10 tanto, existe M E It tal que M es el

extremo superi r de A. Por otra parte, A = t(n+l)x . n E 12~ ; luego, si,
n E 12, Ii E 11 y, per10 tanto, nx ~ M; entonces (n+'i)x< M + x , de 10-
cual concluimos que M + x es una cota superior de A. Pero esto es imposi-

ble, pues M + x < M, y M es la menor cota superior de A.
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I IDEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
(Recibido en octubDe. de 1968)

CONJUNTOS Y FUNCIONES=====================
por

Henri YERLY

Este trabajo muy sencillo, tendra tres partes: 1) Conjuntos, 2) Funciones, 3)

Estructuras.

Al abrir un texto de Calculo 0 de Analisis ( Apostol 6 Rudin), uno de A1ge-

bra(Hertein), uno de Top010gia (Simonns), se encuentra generalmente un capitulo

inicial en e1 cual se trata de funciones y conjuntos. La Matematica entera se

basa sobre esas nociones. Godement, uno de los matematicos franceses del grupo

N. Bourbaki, al principio de su algebra, al hablar de las nociones de conjunto

y funcion, dice que sin ellas no se puede hacer nada en Matematicas, y con ellas,
al contrario, se puede hacer todo.

Tomo la palabra conjunto con su sentido comun de coleccion de objetos con-

cretos 6 abstractos, llamados elementos 0 puntos del conjunto. Como ejemplos se
pueden dar:

Una clase: conjunto de alumnos que estudian juntos una materia, bajo la di-
reccion de un profesor.

Un ramo: conjunto de flores unidas por una cinta.
El conjunto de los puntos de una recta.
El conjunto N de los enteros positivos.
Los conjuntos Z,~, R~ C de los numeros enteros, racionales, reales, com-
plejos, respectivamente.

Para que un conjunto E esta determinado, hay que saber exactamente cual es

su composicion. Dado un objeto a, debe haber una respuesta unica, si 0 no,

a la pregunta: l Es a un elemento de E? No es un conjunto bien definido el
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