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REPRESENTACIONES MATRICIALES DE LA
TRANSFORMACION DE FOURIER(I)
por
Darfo SANCHEZ

81 UNA MATRIZ DIAGONAL PARA LA TRANSFORMACION DE
FOURIER

La transformacidén de Fourier es un operador unita-
rio en el espacio LZ(-G; +a>), es decir, un operador
que relaciona dos bases del espacio. Puesto que un ope-
rador unitario es acotado (su inverso también es acota-
do) la transformaeidén de Fourier permite una represen-

tacidn matricial utilizando una cierta base del espacio

L2(-co, +wn). La anterior afirmacibén se puede comprobar

recordando el teorema de Fourier-Plancherel, el cual e-

nuncigmos a continuacibn:

La funcidn
+m

1 ix
g(x3m) =_m.[ mel Y£(y) ay,

f(y) € L2(—oo, +o ), converge a una funcibén g(x)

de L2 cuando m > +¢0 .

El operador
gf(x)

es un operador unitario de L2 sobre L2.

g(x) = 70‘(—17 e Ve (y) ay
o Yen

(1)Resu1tados de la tesis presentada para obtener el
titulo de Matemdtico en la U.Nacional de Colombia,l1966.
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< : -ix .
De la misma manera, el nlcleo e Y determina un

operador que es unitario y tal que

$7 e = K- ;A % (y)ay .
- Ven
Por consiguiente se tiene la siguiente relacibén de in-
versidn:
4 +@ { +®@
= — ny d => = —_— -Lt.y
g(x) mleVtyay <= f£(x) m_{be g(y)dy,

donde las integrales impropias convergen en el espacio

L2(-oo y +00 ).

Observando que F es un operador unitario, luego a=-
cotado, y que %1 es también acotado, ¥ y 7=l aa-
miten representaciones matriciales, con matrices acota=-

das. Para obtener tales representaciones matriciales es

necesario utilizar una base ortonormal de L2 (=0 g +@® e
Es bien conocido que los polinomios de Hermite con

2
factor € &x determinan un sistema ortonormal completo
completo

de L2(—oo y +® ). Recordémos que los polinomios de Her—

mite Hn(x) estédn definidos por

~t* 4 2tx oo Ha® n
£(s) = " Lo TRl
5,
_ ol o$R2 (1P n! n-2p
Hn(x) = & z"p=o (-1) P!(n-2p)} 2%P

Las funciones

e |
(1) Tzﬁzﬁne-ﬂn(x)e S (n=0,1, +eeq )

forman un sistema ortonormal completo de L2(—oo,+oo ¥e
Se obtiene la matriz asociada a la transformacidn de

Fourier en la base anterior en la siguiente formag
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2
i) C&lculo de j tké o dt

=&~ e

< R,sVR‘w- 34 --3
D i e B o Re
¢7o o -
-ix/2
E - PRI

Consideremos el contorno C de la figura. Entonces

4R
¢ o ¥ t¥at = o
¢
Luego
R-ic .2 .2 -Ry_.2
0= [ e ViRar 4 e t¥ar + S e TH  at +
-R-~i¢ AB R,

2
fettkdto
TE

Calculemos separadamente cada una de las integrales de

Fourier.
~t% X
1) Veamos la primera integral:s [ e = t dt - 0
B
cuando R - o, porque
42 ¢ 2 ’ 0 _p*
Lot atl = | [ e MR e a0 < STeT MR a0
-d -2

2
-de-R"Rl_f'"l—»O si R - 0,
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-t% k

2) De la misma manera se mue stra quelqé e t7dt - 0

cuando R - w. 2

3) Consideremos ahora la tercera integral:

R . M((k+1)/2) si k es par
f e tkdt - [ e-‘tzk

&« O si k es impar,
cuando R - .

4) De 1), 2) y 3) se obtiene

I ok

“-°dk tl {P((k+l)/2) si k es par

O si k es impar.
- -

-
ii) Evaluacidn de({&(xne x /2). Tenemos el siguiente

resultado:

-x¥/? ;
(1) '3‘(xne—x1/2) _ 8 -~ / ;?/2 (Sh)(ix)n—2h2thh+% )

(véase [7]).
. . -x2/2 .
111) Evaluacidn de Er(Hn(x)e ).Tenemos el siguiente

resultado:

Sni2 n-at + i '
12 . » p
2alelt JU ) e T e )
R (n-2t)! (n- Lp)‘ p! (zt -2p)!
t=o ’ P=0
Pero ademls se tiene
% , 2P PR
5 p__2 2P (2t- 2p)! ! 1
(3) P);b(-l) prarPat-2pi (Lt)) (¢- PJ ] P(t+—2-)

t
) 8 U LU L5 ) Sy 0()E) fi;]’

Prc RPprt-p! (2B 35,
Sustituyendo en (2) 1la expresién (3), se obtiene
-x* -x2/
(1 (x)eF7/2) = %™ /2y (x)),
n n
de donde obtenemos T. (Para los detalles, ver [7])
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La anterior representacidn matricial de la transforma-

cidn de Fourier nos proporcionarid una demostracidn alge—

braica del conocido teorema de Fourier-Plancherel, en cu-

ya demostracién usual se utiliza el método de las funcio-
nes caracteristicas en el espacio Lz&—a>,oo).
Observemos también el operador diferencial
“ 2
H = i —— + x .

dx2

Este operador es autoconjugado, de dominio D denso en
L2 (—oo, oo). Se debe anotar que H no es acotadoj lue-
go H no tiene una extensibén a todo L2(—a>,a>) y el
subespacio lineal determinado por las funciones en (I)
est4 contenido en D. La representacibédn matricial de H

en base del sistema (I) esté dada por:

(1 o0 o veee )

o 3 0 cees

- |0 0 5

\ J
Se observa que la matriz T y la matriz H son diagona-

les, es decir, las funciones (I) son funciones propias

del operador T y del operador H , pero la matriz T

es acotada, mientras que la H no lo es.

82 OTRA REPRESENTACION MATRICIAL DE LA TRANSFORMACION
DE FOURIER

Los polinomios de Laguerre,

-xt/(1-t)
(4) -e——x-l-_—t————= £2°, L (x)8" (0<t<1)

forman un sistema ortonormal. Nuestro objeto ahora es dar
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una representacidn matricial de la transformada de Fourier
tomando como base de L2(-1~, a>) los polinomios de Lague-
rre. Sea f € LZ(—a>, ®) y sean fl Yy f2 definidas

por

0O 81 x< 0

fl(x) £ {f(x) si x> O
(5)

f(x) si x < O.

£, (x) = io si x>0

entonces f = fl + f2, donde l,f € L (-0, @ ). Utili=

zando los polinomios de Laguerre, obtenemos el siguiente

desarrollos

£(x) = £(x) = 22 x/2 o >0

anLn(x)o
(6)

]

BT s Wl (x)ex/2 si x < O,
n'n

£(x) = f2(x) i

Definimos ahora la siguiente sucesidén de funciones ortonor-

males, las cuales forman una base de L2(-a>,oo):

Lk(:a:)e-x/2 si x> 0

(x)=
?2k+l 0 gi x< O

(k=0,1,2, c-o)’ y

) Lk(-x)ex/2 si x< O
(x) =
tox 0 si x> O.

Ahora calculamos las transformadas de las ?j y asi
o« .

[io gD e-y/sz(y)dy

e

eixy e¥/2 L, (=y)dy

XX
=
[\®)
®

i}
51
]
0 q

las cuales podemos transformar a las siguientes formas
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equivalentes:

. 4k A _ = (%)
;‘(?zk) R 2 (-1) (k‘>(%+bc)“”~ J'Z;o Cj“ q?‘

\{E h=o
(8) 4E k)4 > =
WL, N = > ¢p,
?‘(cpak-m) —\Ez?g:_-o( 0 ("‘)(-;-LI)‘“‘ %,OCJ q.)J
donde q; !
(&) 1 5 £ by 1 D . dx
CEEECARE U PR M OO vy R 2
y Egk) es el conjugado complejo de C;K), La representa-

cidén matricial de la transformacidn de Fourier es en esta

\

base de la forma siguiente:

(0,43240,4741  0,432-0,4741 0,194 = 0,109 ...
0,432-0,4741i 0,432+0,474i 0,194+0,109i s ioxg »
T =10,194-0,109i 0,194+0,109i 0,225 - 0,381i ...

\ S

Como podemos observar, en nuestros cdlculos iniciales la
matriz T es simétrica, lo cual se debe, posiblemente, a

propiedades de los polinomios de Laguerre; seria intere-—
sante ver si esta propiedad se puede & no demostrar. Esto

constituye un nuevo tema de investigacion.
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