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REPRESENTACIONES NffiTRICIALESDE LA
TRANSFORMACION DE FOURIER(l)

por
Dado SANCHEZ

§l UNA MATRIZ DIAGONAL PARA LA TRANSFORMACION DE
FOURIER

La transformaeion de Fourier es un operador unita-
rio en eL espacio L (-ro, +co), es deeir, un operador

2
que relaeiona dos bases del espaeio. Puesto que un ope-
rador unitario es acotado (su inverso tambien es acota-
do) la transformacion de Fourier permite una represen-
tacion matricial utilizando una eierta base del espacio
L2 (-co, + co). La anterior af'drmaoi Sn se puede eomprobar
reeordando el teorema de Fourier-Planeherel, el eual e-
nunciamos a eontinuaei6n:

La funeion

fey) E L2(-00, +co), converge a una funeion g(x)
~ L2 euando m ~ +(0 •

El operador

tj f(x) = g(x)

es un operador unitario de L2 sobre L2•

(l)Resultados de la tesis presentada para obtener el
titulo de Matematico en la U.Nacional de Colombia,1966.
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De la ' 1 I 1 e-ixy determl'na unmlsma manera, e nuc eo
operador que es unitario y tal que

1 - -tee \ .'J. - f = 1-f = J ~ e~·(y)dy.
-'0 vUt

Por consiguiente se tiene la siguiente relacion de in-
, I

v ers i.orn
-too

g(x) = 1.. J e~Y.if(y)dy <=>
JU-~

donde las integrales impropias
L2(-00, +(0).

Observando que
-1cotado, y que ~

convergen en el espacio

~ es un operador unitario, luego a-
es tambien aco tado, "J y 'j1-1 ad-

miten representaciones matriciales, con matrices acota-
das. Para obtener tales representaciones matriciales es
necesario utilizar una base ortonormal de L2 (-OJ ,+00 ).

Es bien conocido que los polinomios de Hermite con
-l :(4factor e determinan un sistema ortonormal completo

de L
2

(-00, +00). Recordemos que los polinomios de Her-
mite H (x) eatan definidos por

n

() -t~-+ .:2.t:x. ,,00
f t = e ""t.. n=o

1-\1\, (~,) n
, c tn.

0,

Las funciones

(I) (n=O,1, •••• )

forman un sistema o.rtonormal compLe to de L2 (-00 ,+00 ).

Se obtiene la matriz asociada a la transformacion de
Fourier en la base anterior en la siguiente forma;

97



1 0 0

0 i 0

0 0 .2 T
J.

.........

para 10 cual procedemos asi:
£t' -: , (" 2-

i) C!lculo de J tke-t dt
-Q?-ill

Consideremos el contorno C de la figura. Entonces

Luego
~ - LC t 2.

o =J e-t tkdt + ~ e-t tkdt
-~-Le AB

l.J e-t tkdt •
DE

Calculemos separadamente cada una de las integrales de
Fourier.

1) Veamos la primera integral:

cuando R...., 0), porque
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cuanda

-t~ kDe la misma manera se muestra que _f e t dt ~ 0
R DE

~ CD •

3) Cansideremas ahara la tercera integral:

,;'.('_~ k {r( (k+l)/2) si
~ Jet dt =
w 0 si k es impar,

k es par

cuand 0 11 --) CD •

4) De 1), 2) Y 3) se obtiene

w-':d 2. t'P((k+l)/2) si k es par
J tke-t dt = o si k es impar.

-Q? -i.e
ii) Evaluacion d ~.( n -X~/2) T 1" t.;..;;.;...~~~~.;;:;.e.;;.('lJ' X e • enemas e aaguaen e

resul tado:

(vease [7]).
iii) Ev aluac iSn de 'j1 (H (x) e-x 2/2) •Tenemas eL siguiente

n
resultada:

t:tP(2t- :lop)! t.! r(t.J.)
ltt)l (t-pJ! 2

::L(-1( t.! . r(t-+l) -= i t-1)?(·t)1~)i> r(t.~i)
p~c ~p p.' It-P)~ (.tt)~ p~o P /~" l2.t)!

Sustituyendo en (2) la expresion (3), se obtiene
'j1(H (x)e-Xz'/2) = in(e-xl/2H (x)),

n n

de dande obtenemos T. (Para los detalles, ver (7)J

(3)
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La anterior representaci6n matricial de la transforma-
cion de Fourier nos proporcionara una demostracion alge-
braica del conocido teorema de Fourier-Plancherel, en cu-
ya demostracion usual se utiliza el metodo de las funoio-

H = -

operador
d2 2+ x
dx2

L2\-00 ,00).
diferencial

nes caracterlsticas en el espacio
Observemos tambien el

Este operador es autoconjugado, de dominic D dense en
L
2

(-00, 00). Se debe anotar que H no es acotado; lue-
go H no tiene una extension a todo L

2
(-00,00) yel

subespacio lineal determinado por las funciones en (I)
esta oontenido en D. La representaoion matrioial de H
en base del sistema (I) esta dada por:

1 0 0 ....
0 3 0 ....

H 0 0 5

Se observa que la matriz T y la matriz H son diagona-
les, es deoir, las funciones (I) son funciones propias
del operador T y del operador H perc la niatriz T
es acotada, mientras que la H no 10 es.
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Los polinomios de Laguerre,

(4)
I-t

ortonormal.

-xt/(l-t)e
E~o Ln(x)tn (O~t<l)

Nuestro objeto ahora es darforman un sistema
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una representaci6n matricial de la transformada de Fourier
tomando como base de L (-.r. , (0) los polinomios de Lague-2
rre. Sea f E L2 (-00 , 00) y sean fl y f2 definidas
por

fl (x) { f(x) si x > 0
=

o si x < 0
( 5)

f2(x) to si x > 0=
t(x) si x < o.

entonces f = fl + f2, donde fl,f2 E 12(-00, CD). Utili-
zando los polinomios de Laguerre, obtenemos el siguiente
desarrollo:

f(x) - flex) = Eoo Ii. L (x)e-X/2 si x > 0n=o n n
(6)

t(x) I:00 b L (x)eX/2= f2 (x) = si x < O.n-o n n
Definimos ahora la siguiente sucesion de funciones ortonor-
males, las cuales forman una base de L

2
(-00,00):

si x > 0

si x < 0

(k=O,1,2, •••), y {>(_x)eX/2 si x < 0
~2k(x) =

si x> o.
Ahora calculamos las transformadas de las ~j , aS1

_1_ ee ixy e-Y/2Lk(Y)dYJ1 (~2k+l) J e.

(7 ) (2;" C

C1C;

fi(~2k) = ·t J ixy eY/2 L (-y)dy
~

,. e
'" k

les cualea podemos transformar a las aiguientes tormas
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(8)

donde

-(k)y Cj es el conjugado complejo de
cion matricial de la transformacion
base de la forma siguiente:

T

0,432+0,474i
0,432-0,474i
0,194-0,109i

0,432-0,474i
0,432+0,474i
0,194+0,109i

0,194 - 0,109i
0,194+0, 109i
0,225 - 0,38li

...
....
...

...............................................
Como podemos observar, en nuestros calculos iniciales la
matriz T es simetrica, 10 cual se debe, posiblemente, a
propiedades de los polinomios de Laguerre; seria intere-
sante ve r- si esta propiedad se puede 0 no demostrar. Esto
constituye un nuevo tema de investigacl0n.
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