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OPTIMIZACION DE UN PROCESO DE

VARIABLES ENTERAS(l)
por
Francisco LLERAS L.

Es frecuente en los programas técnicos de Computacién
Electrbénica el tener que ordenar una serie de datos numé-
ricos en forma creciente o decreciente, lo cual se efec-
tfia por medio de comparaciones sucesivas.

Si el nfimero de datos por ordenar es grande, el nime-
ro de comparaciones puede crecer enormemente, lo cual nos
lleva a plantearnos el siguiente problema: écuél es el
sistema que debe seguirse para que el nimero de compara-
ciones sea el menor posible ?

Podemos considerar el hecho de comparar cantidades
en un computador para saber cudl es mayor, semejante a
la operacidn de comparar pesos en una balanza de plati-
llos para saber cuidl es el mayorj; por tanto, podemos

plantear el problema de la siguiente manera:

Si se tienen N objetos con pesos diferentes

(1)Nota de los editores: Nos parece que en este articulo

se ha supuesto a todo lo,largo de é1 que el proceso
admite un éptimo, y que este Sptimo se alcanza precisa-
mente en valores enteros de las variables; esto no es
de por si evidente y debe a nuestro juicio ser objeto
de un andlisis mds profunde. Sin embargo, el articulo
es lo suficientemente interesante para ser publicado

y puesto a consideracidén de nuestros lectores, pues

los resultados obtendios son bastante buenos.
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ordenarlos por pesos crecientes (o decrecientes) en el

menor nlmero de pesadas, por medio de una balanza de pla-

tilles Yy sin utilizar pesas.

La forma méds simple de operar es comparando cada ob=-
jeto con los restantes, escogiendo siempre el menos pe-
sado ( o el més); es claro que en esta forma el nimero

total de operaciones seri:
(F-1) + (N=2) + +v. + 2 + 1 = N(N-1)/2 = (N° = N)/2 .

Hay otros procedimientos que nos permiten llegar al mis-
mo resultado con menos operaciones, por ejemplo: si te-
nemos 4 objetos, podemos separarlos en grupos de 2 obje-—
tos, obteniendo 2 de tales grupos, ordenamos de menor a
mayor cada grupo, para lo cual necesitamos 2 operaciones,
nos basta luego comparar los objetos més livianos de ca-
da grupo entre si para ir formando el total ordenado; co-
mo el Gltimo objeto queda por exclusidén, necesitaremos
para esta fase final un total de 4-1 = 3 operaciones;
hemos, pues, ordenado los cuatro objetos en 5 operacio-
nesy por otra parte, si hubiéramos ordenado simplemense

se habrian necesitado (4°3)/2 = 6 operaciones.

Como vemos en el proceso anterior hay otras técnicas
gque nos permiten efectuar el proceso de ordenacidén dis-
minuyendo el nimero de operaciones. Vale la pena obser-
var que para grupos de menos de 4 objetos no es posible
me jorar el sistema de ordenacidn simple, como lo puede
verificar el lector.

Antes de continuar es conveniente definir algunos

términos que utilizaremos con frecuencia en este trabajo.
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DEFINICION I. Ordenar: Es el conjunto de operaciones
consistentes en comparar cada uno de los objetos de
un grupo con el resto de ellos escogiendo cada vez el
mas liviano, para dejar finalmente ordenado dicho
gTupo.

DEFINICION II. Intercalar k grupos o subgrupos.Es

o o o o

el proceso por el cual ordenamos un grupo final por
medio de gomparaciones de los elementos mis livianos de
cada uno de los k subgrupos, previamente ordenados
(ver el diagrama ilustrativo), escogiendo siempre el

objeto més liviano.

son las operaciones de comparar los
p%lme%os elementos de los sugrupos.

El proceso que se muestra en la figura se repite
hasta agotar todos los subgrupos, obteniéndose como re-—
sultado final un solo grupo ordenado.

Ya vimos anteriormente que para ordenar N objetos
es necesario efectuar N(N-l)/? operacionesj veamos
culdntas son necesarias para intercalar N objetos de
k subgrupos ya ordenados. Supongamos previamente que
para cada uno de los primeros (N-1) elementos del grupo
final necesitamos efectuar el total de comparaciones en-—
tre los primeros elementos de los k subgrupos, o sean
k-1 comparaciones (para el Gltimo no es necesario pues

gqueda por exclusién), calculando luego la economia re-



sultante del paulatino agotamiento de los subgruposs
tendremos entonces que el total de operaciones serian en
este caso (N-1)(k-1).

Calculemos la economia de operaciones por el agota-—
miento: como tarde o temprano se van agotando los sub=-
grupos, el nlmero de comparaciones bajari de k-1 a
k-2, k-3, ..., etc.y entonces la economia total serd
(k=2) + (k=3) + «v. +2 + 1, o sea que el total de o-

peraciones seri
(y-l)(k-l) - ((k=2) + (k=3) + 20042 + 1)

o también:
N(k=1) = ((k=1) + (k=2) + (k=3) + oo + 2 + 1)

que podemos escribir
k
== Jlk = 1)

Es claro que éste seri el nlmero de operaciones que
a lo mis necesitamos para intercalar los k subgrupos,
puesto que como la distribucidén de los pesos en éstos
es aleatoria, bien puede suceder que al agotarse los
primeros k-1 subgrupos todavia queden en el Gltimo
més de un objeto, los cuales pueden pasarse al grupo
final sin comparaciones, con una economia adicional. Se-

guiremos en adelante considerando el caso mis desfavora-

ble.

Demostraremos ahora que si k grupos de objetos pa-
ra ordenar e intercalar obteniendo un solo grupo de
N objetos ordenados, el nGmero de objetos en cada uno
de los k grupos debe ser el mismo, para que el nimero
de operaciones sea el menor posible. Supongamos que el

nlimero de objetos de cada grupo sea diferente y sean és-
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k
N = xl + x2 i S eg xk = 2i=1 xi

Es evidente que el nuimero de operaciones para intercalar
es independiente del nGmero de elementos que tenga cada

uno de los k grupos, dependiendo solamente del nGmero

total de elementos y del nGmero de subgrupos, puesto que
el agotamiento de éstos solamente depende de la dis-

tribucibén, como ya vimosj solamente nos interesa anali-

zar el nimero de operaciones para ordenar estos k gru-
pos, el cual estid dado por la siguiente expresidn:

1 1 :

Se trata, pues, de minimizar P sujeto a la condicidn

de que Z?-l X = N. Despejando a xl en la expresidn
de N, tendremos X, = N - Z§=2 Xy ¥y reemplazando

en P, obtenemos:

1 K K K
P = —2[(N -2 0 : A0 T plPe L 1% + zi=2xi(xi-1)/2

Considerando a X, -como una variable continua, procede-
mos a derivar con respecto a cada una de las Xy e i-
gualar a cero estas derivadas parciales, para hallar las

condiciones del 6ptimo:
k k

aP 1 1
0 = -a-;——-z-(N—_mei) + (N-.Z xi—l) 0 P
1 1=¢ i=2
k
Pero X, = N - Ei=2 X, y pPor lo tanto resulta
o o = X. ’ i=2’ ooy k,

O sea
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Esto nos indica que para el dptimo todos los grupos
deben tener el mismo o casi el mismo nGmero de elementos,
dadas las limitaciones de entericidad. Es de suponerse

que si al dividir un grupo de N objetos en kl

pos podemos disminuir el nimero de operaciones para or-

denarlo, al subdividir cada uno de éstos a su vez en Kk

2

subgrupos y asi sucesivamente, hasta obtener subgrupos
de orden ks’ es posible disminuir alin més el nimero de
operaciones.

Demostraremos que si efectuamos estas subdivisiones,

debemos tener en el éptimo k1 = k2 = eee = ks . Tenemos

pues, k1 subgrupos con N/k1 objetos aproximadamente,

cada uno de ellos; el nimero de subgrupos de segundo or-

den seri klk?, cada uno con N/k1k2 objetos aproxima-

damente; en general, los subgrupos de orden j serin

T3 , 3 o=
TTi=1 ki y cada uno de ellos tendré N/l.i=1 k, obje

tos aproximadamente (j= ly..., 8)3 decimos aproxima-

damente por las limitaciones impuestas por la enterici-
dad.
Si 1llamamos P el nimero de operaciones para in-

i

tercalar y P el nimero necesario para ordenar, ten-

0
dremos:

i N k.
S= J ¥ J+1)(k

N
: . -1
i=1 i

o

para las s-1 intercalaciones (1os subgrupos de orden
8 no se forman por intercalacidén sino por ordenacién).

Por otra parte,

. 2
0~ li=1 i 8 b 8 8
zﬂial k, ﬂi=1 k, 2Tri=1 k,

subgru~-
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para la ordenacidén de los subgrupos de orden s.

El nGmero total de operaciones, sin contar la inter-

calacién final (Que no nos interesa para esta demostra-~

cibn),seri entonces By = BE4 PO , O sea
s-1 X! 2
> N g+l s ¥y N
(1) Pp=C =, (= 5 ) (kg =)+ 5 -3
J=1 J
donde
= IJ = e =
nj l=lk1 y n 'li=1 kl ns .

Supongamos ahora también que las kA son variables con-
tinuasj derivando con respecto a k, e igualando a cero

obtenemos las condiciones del éptimo, asi

oP s=1 k. o
kT = Wighe Bo o _ﬁil LR 5%— n, 1) - g kA _ o
> =1 S A " L =
(A 51 0,1,---,8)2 0O sea
S . : ; ;
Nky - S5 = 351 Ky /2)1:j+1 - n,,)/2 = oonst.

Como esto as vilido para todo A, tendremos
2.2

Nk, - N2k§/2n = Nk,,3 = Nky,1/2n
lo cual implica k) = k)41 , puesto que se tiene

' 2 2

k)\ - k>\+l - N(kx - k>‘+1)/27(
Si suponemos entonces que kA % kx+l tenemos
1 = N(ky, + ky41)/2m

y como N/n es el nimero de objetos que se encuentran

en los subgrupos de orden s, tenemos N/n > 1, de

donde resulta que k) + k)41 <2 , yocomo ky ¥y k4
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son enteros, la Unica posibilidad es k) = k), = 1,

lo cual es absurdo.

Podemos pues en la férmula (1) reemplazar ki’kj
por k, aumentar un término que nos dé el nimero de Ope-
raciones para la intercalacién final obteniendo una fér-

mula para el total de operaciones del proceso, asi:

s=-1 . .
P = N(k-1)(s-1) =| 2 (k9% - k3*1)/2| + N2/2k® - N/2
=1

+ (N - k/2) (k-1),
o sea, efectuando las operaciones,

P = N(28(k-1) - k®"1/N + /N + N/&® - 1) /2.

Si suponemos a k como continua, N/kS serd el niu-
mero de objetos en cada subgrupo de orden s, pudiéndose

hacer el siguiente cambio de variables:
L= N/k° 3 s = (log N - log L)/log kj

por tanto,

k-1 k k
e T PRty Liwile /2,

(2) P = N(2log N - log L)
Como es evidente que existe un k O6ptimo, veamos qué
condiciones debe tener L para este k. Consideramos
entonces a k como constante y nuevamente a L como
variable continuaj derivando (2) con respecto a L e

igualando a cero el resultado de esta operacibén, tendre-

mos:
iP_ o .N— 5% _2&__1_)-— + .L + 1 =0
ay 2 L.log k L2 *

y por lo tanto,

(k + 12)/12 = 2(k~1)/L.log k
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log k = 2L(k-1)/(k+12) .

Los diferentes valores que toma L para distintos valo-
res de k (k> 1) sons

k =2 L ="1,72c0000
k=3 L = 2,38....
k =4 L =3,02.....
k =5 L= 3,58ec0us
k=6 L =4,000000¢0

Vemos que los valores anteriores son independientes
de N o, en otras palabras, si el k O&ptimo fuese 4,
cualquiera que fuese N deberiamos subdividir todos
los grupos hasta obteneer que los Gltimos tuvieran lo
méds cerca de 3 objetos que fuese posible, dadas las

condiciones de entericidad.

Podemos observar también que si 1L es mayor que 3,
es decir, que si los subgrupos de orden s tuvieran 3
Yy 4 objetos (debido a las restricciones de entericidad),
podemos subdividir los subgrupos de cuatro objetos en
2, disminuyendo el nGmero de operaciones; esto nos indi-
ca, dado que se ha demostrado que todos los ki deben
ser iguales, que k no debe tener valores mayores que
4 (ver la tabla de valores de k y L)j por lo tanto,
k no podrad ser sino 2,3 & 4.

Comparemos primero las posiblidades k=2 y k=
4. Para k = 4 el Optimo seria cuando uno de los gru-
pos finales tuviera L = 3 objetos; tomemos, por e-
jemplo, 12 objetos; el nGmero total de operaciones se-
ria: para ordenar 4 grupos de 3 objetos:

4(3)(2)/2 = 12 .

Para intercalarlos en un solo grupos

14



(12 - 4/2)(4-1) = 30.
en total 42 operaciones3 ahora bien, los 12 objetos po-
demos subdividirlos en subgrupos de k = 2 en la forma

que muestra el diagrama siguiente:

12 L i 1y 8

6/ \6 Kk
Y it 8 .o 3
A" \

Para ordenar los grupos k3 son necesraias 4 operacio-
nes. Para intercalar y formar los grupos k2 son necesa-
rias 4(3-1) = 8 operaciones. Para intercalar y formar
los grupos kl son necesarias 2(6-1) = 10 operaciones.
Para intercalar y formar el grupo final son necesarias
1(12-1) = 11 operaciones. En total son necesarias 33 o=-
peraciones.

Vemos que hay una economia de 3 operaciones al uti=-
lizar k = 2 en vez de k = 4. Comparemos ahora k = 3
con k = 2. Tomemos 21 objetos, los cuales dividimos

como se muestra en los diagrmas siguientes con k = 3 ¥y

21 1=2:33, 5. 21 L=1,31l...
goartfis TG ! L S ’
7\ 7 7 k1=3 10\ 1} k=2
) N
£33 423 423 k=3 s 6 5 kye2
7\ 7\ /\ 7
J3 53 33 4% k=2

Para k = 3 tendremos: Para ordenar 1los k2 grupos

6 + 3(3) = 15 operaciones; para intercalar y formar los
k, grupos 3(7 - 3/2)(3-1) = 33 operaciones; para inter-
calar y formar el grupo final (21 = 3/2)(3-1) = 39 ope-

raciones; dando un total de 87 operaciones.
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Para k = 23 para ordenar los k4 grupos se nece-
sitan 5 operacionesj para intercalar y formar los k3
grupos, 5(2) + 3 = 13 operacionesy para intercalar y
formar los k2 grupos, 3(5-1) + 5 = 17 operacioness
para intercalar y formar los k1 grupos se necesitan
(10 - 1) + (11 = 1) = 19 operaciones; para intercalar
y formar el grupo final (21 - 1) = 20 operacioness En
total 74 operaciones. Vemos, pues que se tiene una e-

conomia de 13 operaciones.

Es claro que para k = 2 hemos podido no subdivi-
dir sino hasta obtener grupos de 3 y 2, puesto que
para ordenar grupos de menos de 4 objetos es indiferen-
te dividir o no, como ya dijimos anteriormentej sin em-
bargo, hemos dividido para obtener un L = 1,31 1lo més
cercano al tebdrico de 1,72, dadas las restricciones de
entericidad.

Por todo lo anterior, vemos que la politica éptima
consiste en subdividir con k = 2 hasta obtener en cada
uno de los subgrupos finales 2 &6 3 objetos, proce-
diendo a ordenar estos subgrupos e intercalarlos luego
de dos en dos hasta obtener en esta forma el grupo final
ordenado. Veamos una tabla de valores que nos permite
apreciar el orden de magnitud de economia en el nimero
de operaciones necesarias para este proceso, para diver—

sos valores de N,

N Ordenacidén simple Minima Economia  Calculada
contaaa con férmula
(2)
4 6 5 17 5
10 45 27 40 25
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20 190 73 62 68

50 1225 237 81 234
100 4950 573 88 568
200 19900 1345 93 1335

400 79.800 3889 96 3071

Como se puede ver en el anterior cuadro la economia
de operaciones va creciendo en pocentaje a medida que
aumenta N. Vale la pena observar que los valores obte-
nidos con la férmula (2) en la cual se considera a L
como una variable continua, corresponden bastante bien

con los del minimo que fueron contados directamente.

Para terminar, quiero agradecer al profesor E. CARO
CAYZEDO por sus acertadas criticas al original de este
trabajo, las cuales hicieron posible su mejor Presenta-

4
clon.
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(Recibido en marzo de 1968)
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