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Es bien conocido el papel fundamental que desem-—
pefia el principio de induccidén matemédtica o induccidn
completa en las matemdticas elementales. Igualmente es
bien sabido que con frecuencia el principiante muestra
duda y vacilacidn en aceptar la validez de dicho prin-
cipio y, en consecuencia, no lo aplica efectivamente

para demostrar proposiciones matemiticas.

Aunque corrientemente se suele considerar el prin-
cipio de induccidn matemitica como un axioma que expre-
sa una propiedad caracteristica de los nlmeros natura-
les, hay que distinguir claramente entre la induccidn
empirica, la cual se emplea en las ciencias naturales
y cuya validez se establece experimentalmente, y la
induccidn matemdtica que representa un procedimiento
de carédcter analitico, cuya validez se establece por
medio de un razonamiento puramente 1légico. Es decir,el
principio de induccidn matemitica es una verdad matemé-

tica - un_teorema.

La demostraciédn de este teorema puede basarse en
el principio_del menor entero positiveo o de la buena
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ordenacidn de los enteros positivos gque se expresa asis



Todo subconjunto S, no vacio , de los enteros positi-
vos contiene un elemento menor que todos los demés.Un
2lemento a es el minimo del conjunto S s8i a satis-
face las dos comdiciones:

l. a€ S

2. a<x, para todo x en S.

Cuando tal elemento minimo existe, es Unico.Pues-
to que si existieran dos tales elementos a y b, en-
tonces tendriamos a<b y b<a, lo cual implica

a=bo

EL_TSOREMA DE INDUCCION MATEMATICA.Sea M un sub-

conjunto, no vacio, de los enteros positivos 3S el

complemento de M en N y P(n) una proposicibén ma-

temitica asociada con cada entero positivo n € M tal

que:

I. La proposicidn P(l) es cierta, o sea leM,

II. Supuesta la verdad de la proposicidn P(k),
en donde k es un entero cualguiera > 1, &sta impli-

ca la verdad de la proposicidn P(k+l). Es decir, cuan-

do k € M entonces k+l € M,

Entonces la proposicidn P(n) es cierta para to-

do n, o sea M= N,

Demostracidén: Supongamos que el conjunto S no
es vacio donde S ={s s s es un entero positivo ¥y
P(s) es falsa} . Si S no es vacio, entonces por el
principio del menor entero, S contiene un entero
minimo x, tal que P(x) es falsa. Pero,por hipéte-
sis, P(1) es cierta, esto es 1 € M. Por lo tanto
L ¢ Sy luego s % l. Puesto que no hay entero posi-
tivo menor que 1, x> 1, 1lo que implica que x - 1

es un entero positivo que no pertenece a S (x es el
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minimo elemento de S). Asi x~1 debe estar en M, o
sea p(x-1) es cierta. Asi que, por hipétesis, y por
la propiedad de clausura de los enteros positivos con
respecto a la adicibén, resulta P(1l+(x-1)) = P(x).Es
decir, P(x) es verdadera, o lo que es lo mismo,xeM,
contrariamente a la suposicidén sobre la falsedad de
P(x) (6 x € S). Esta contradiccidén prueba que S es
vacfo y M= N, de modo que P(n) es cierta para to-

do n € N.

Hemos demostrado asi el teorema de la induccidn
entero. En el fondo estas dos proposiciones son 16gi-
camente equivalentes. Es decir, el principio del menor
entero puede, a su vez, deducirse como una consecuen—
cia de la propiedad de la induccidn matemética, lo

cual enunciamos como el

TEOREMA DEL MENOR ENTERO. Todo subconjunto A, no
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vacio,de los nimeros enteros positivos contiene un ele-

mento menor que todos los demis de A.

Demostracidén: Si 1A, entonces 1 es el en-
tero minimo de A. Si 1 ¢ A y A no es vacio, sea
B un subconjunto de enteros positivos b tales que
b < a para todo a & A. Entonces 1 € B puesto que
1 ¢ A, Como A no es vacio, B no contiene todos
los enteros positivos. Por lo tanto, B no puede po-
seer la propiedad de induccidén matemédtica. Es decir,
b+ 1 ¢ B cuando b & B, pues en este caso B con-
tendria todos los enteros positivos, lo que seria una
contradiccidn con la hipétesis de que A no es vacio.
Por lo tanto, existe un entero positivo b‘e B, pero
de modo que b+ 1 é B. A, por otro lado, debe con-
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tener un entero a’ que satisfaga la desigualdad

a’< b“+ 1. Comprobaremos ahora que a” es el menor en-
tero de A. Por hipdtesis, cualquier otro elemento ai
de A satisface la relacidn b’< a;y © bien b+ x =
a;y en donde x es un entero positivo > 1. De

a’< b+ 1 se sigue que a’< b+ 1 < b+ x = a;s de
donde a’< a, . Esto es, todo elemento a; de A es
mayor o igual a a, o sea a” es el menor entero de

A, Por lo tanto queda demostrado el teorema.

Frecuentemente es preciso modificar el teorema
de la induccidén matemdtica para hacerlo aplicable a
comprobaciones de ciertos tipos de fdérmulas o proposi-

ciones del modo siguiente:

TEOREMA. Si P(n) es una proposicién sobre los

~m s~~~

enteros positivos con las propiedades:

I. P(x) es vadlida, x un entero.

II. La validez de la proposicidn P(k+1) se si-

gue de la de P(k) para todo k> x,

entonces P(n) es vdlida para todo n > X.

Demostracién: Para demostrar este teorema defini-
mos Q(y) = P(y-1+x), siendo y unentero positivo.
Como Q(1) = P(x), Q(1) es valida por hipdtesis. Sea
Q(k), o lo que es equivalente P(k—1+x), ¥y supongamos
que es vélida para un k > 1. Por II., la verdad de
P(k-1+x) implica la verdad de P((k+l)-1+x) = P(k+x).
Por otra parte, P(k+x) = Q(k+l). Por lo tanto Q(k+l)
es vAlida cuando Q(k) lo es. Vemos, pues, que por
el teorema de induccién completa, Q(y) es cierta pa-
ra todo entero positivo, y, por consiguiente, P(n)
es vilida para todo n > x, que es lo que desedba~
mos demostrar.
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Féoilmente se ve que este teorema es una conse—

cuencia del teorema de induccidn completa ,
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