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por

Arturo GRIGORI

Es bien conocido ~l papel fundamental que desem-
pena el principio de induooion matematioa 0 induocion
completa en las matematioas elementales. 19ualmente es
bien sabido que con freouenoia el prinoipiante muestra
duda y vaoilaoion en aoeptar la validez de dioho prin-
cipio y, en oonsecuenoia, no 10 ap1io~ efectivamente
para demostrar proposiciones matematioas.

Aunque corrientemente se suele oonsiderar el prin-
cipio de inducoion matematioa oomo un axioma que expre-
sa una propiedad oaraoteristioa de los ntimeros natura-
les, hay que distinguir olaramente entre la induccion
empirioa, la oual se emplea en las cienoias naturales
y cuya validez se estab1ece experimentalmente, y la
induccion matematioa que representa un prooedimiento
de oaraoter analitioo, ouya va1idez se estableoe par
medio de un razonamiento puramente logico. Es deoir,e1
principio de induocion matematioa es una verdad rnatema-
tica - ~n_~~2r~~~.

La demostracion de este teorernapuede basarse en
e1 Er1n2iEi2_~~1_~~n2r_~n!~r2_E2~i~iY20 de la buena
ordenacion de los enteros positivQS que se expresa asi:
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tonces tendriamos
a = b.

a < b Y b ~ a, 10 cual implica

Todo Bubconjunto S, no vacio , de los enteros positi-
vos contiene un elemento menor que todos los demas.Un
.lemento a es el minimo del conjunto S si a satis-
face las dos condiciones:

1. a e S

2. a < x, para todo x en S.
Cuando tal elemento minimo eXiste, es Unico.Pues-

to que si existieran dos tales elementos a y b, en-

~_~~Qg§~_pm_lliPYQflQli_~Tm~~lf!.Sea M un sub-
conjunto, no vacio, de los enteros positivos N;S !l
complemento de M en N Z pen) una proposicion ma-
tematica asociada con cada entero positivo n e M tal
que:

I. La proposicion pel) es cierta, 0 sea leM.
II. Supuesta la verdad de la proposicion P(k),

en donde k es un entero cualquiera ~ 1, esta impli-
ca la verdad de la proposicion P(k+l). Es decir, ~-
do k e M entonces k+l e M.

Entonces la proposicion pen) es cierta para to-
do n, 0 sea M N.

Demoat rac i Sru Supongamos que el conjunto S no
es vacio donde S =fs; s es un entero pDsitivo y

pes) es falsa} • Si S no es vacio, entonces por el
principio del ,menor entero, S contiene un entero
minimo x, tal que p(x) es falsa. Pero,por hipote-
sis, pel) es cierta, esto as 1 e M. Por 10 tanto
1 i S, luego s I 1. Puesto que no hay entero posi-
tivo menor que 1, x > 1, 10 que implica que x - 1
es un entero positivo que no pertenece a S (x es el
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minimo elemento de S). Asi x-l debe estar en M, 0

sea p(x-l) es cierta. Asi que, por hipotesis, y por
la propiedad de clausura de los enteros positivos con
respeoto a la adicion, resulta P(l+(x-l)) = P(x).Es
decir, p(x) es verdadera, 0 10 que es 10 mismo,xEM,
contrariamente a la suposici6n sobre la falsedad de
p(x) (0 XES). Esta contradiccion prueba que S es
vao1o y M = N, de modo que pen) es cierta para to-
do n e N.

Hemos demostrado asi el teorema de la induccion
matematica suponiendo e~EE1~E1el principio del menor
entero. En el fondo estas dos proposiciones son logi-
camente equivalentes. Es decir, el principio del menor
entero puede, a su vez, deducirse como una consecuen-
cia de la propiedad de la induccion matematica, 10
cual enunciamos como el

~~QB§~~P~~~~~QE_~~t~EQ.Todo subconjunto A, no
vacio,de los numeros enteros positivos contiene un ele-
mento menor que todos los demas de A.

Demostracion: Si leA, entonces 1 es el en-
taro minimo de A. Si 1 i A Y A no es vaoio, sea
B un Bubconjunto de enteros positivos b tales que
b < a para todo a e A. Entonces 1 E B puesto que
1 i A. Como A no es vacio, B no contiene tOdOB
lOB enteros positivos. Por 10 tanto, B no puede po-
seer la propiedad de induccion matematica. Es decir,
b + 1 i B cuando b E B, pues en este caso B con-
tendria todos los enteros positivos, 10 que seria una
contradiccion con la hipotesis de que A no es vacio.
Por 10 tanto, existe un entero positivo b'E B, perc
de modo que b'+ 1 i B. A, por otro lado, debe con-
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tener un entero al que satisfaga la desigualdad
a'< b'+ 1. Comprobaremos ahora ~ue al es el menor en-

donde a'< a .•
].

mayor 0 igual a

tero de A. Por hipotesis, cual~uier otro elemento a.
].

de A satisface la relacion b'< a., 0 bien b'+ x
].

a., en donde x es un entero positivo > 1. De
]. ~-
a'< b'+ 1 se sigue que a'< b'+ 1 < b'+ X = a.; de

].

Esto es, todo elemento ai de A as
a; 0 saa al es el menor entero de

A. Por 10 tanto queda demostrado el teorema.

Frecuentemente es precise modificar a1 teorema
de la induccion matema~ica para hacerlo aplicable a
comprobaciones de ciertos tipos de formulas 0 proposi-
ciones del modo siguiente:

1~QE§MA. Si P(n) es una proposici6n Bobre los
enteros positivos con las propiedades:

I. p(x) es valida, x un entero.
II. La validez de la proposici6n P(k+l) se si-

gue de la de P(k) para todo k ~ x,
entonces P(n) es valida para todo n > x ,

Demostracion: Para demostrar este teorema defini-
mos Q(y) = P(y-l+x)., siendo y unentero positivo.
Como Q(l) = p(x), Q(l) es valida por hip6tesis. Sea
Q(k), 0 10 que es equivalente P(k-l+x), y supongamos
que es valida para un k > 1. Por 11._,la verdad de
P(k-l+x) implica la verdad de P«k+l)-l+x) = P(k+x).
Por otra parte, P(k+x) = Q(k+l). Por 10 tanto Q(k+l)
es valida cuando Q(k) 10 es. Vemos, pues, qua por
al teorema de induccion completa, Q(y) as cierta pa-
ra todo entero positivo, y, por. consiguiente, P(n)
as valida para todo n ~ x, ~ue es 10 que deseaba-
mos demostrar.
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Faoilmente se ve que este taorema es una conse-
ouencia del teorema de inducci6n complete.

Departamento de Matematicas
Universidad de los Andes
Bogota, Colombia.
(Reoibido: agosto de 1967)

NUEVA MESA DIRECTIVA DE LA SOCIEDAD COLOM-
BIANA DE MATEMATICAS

En la ultima asamblea general de la Sociedad Colombia-
na de Matematicas se eligio Junta directiva con el si-
guiente resultado:

Presidente: Jaime LESMES CAMACHO
Vicepresidente: Jairo CHARRIS CASTANEDA
Secretario~Tesorero. Victor Hugo PRIETO
Jefe de Publicaciones: Victor ALBIS GONZALEZ
Vocales: Nello ALLAN

Alberto MEDINA PEREA
Yu TAKEUCHI

En la misma Asamblea se aprob6 una comisi6n que cree
el ComiU Permanente de Bachillerato, encargado de guiar,
empredner y realizar estudios tendientes a mejorar la
ensenanza de las Matematicas en el nivel medio.
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