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Dado un numero real S estrictamente positivo, nos
proponemos nallar N nUmeros Xo' ••• , ~ , reales estric
tamente positivos, tales que su suma sea S y que su pr~
ducto P sea maximo. Sean, pues,

N N

S = E X. y P = n x.
i=o 1 i=o 1

donde S > X. > 0. Usando
l. -

x .. s -o

N
E X.
i=l 1

tenemos
N ..N.-

p .. [s - E X. ]. I I x. .
. 1 . 11=0 1=0

Derivando (1) con respecto a ~, resulta
III

[ S -.~ Xi)'
N X.aP n X. ni=l 1

a~ +
~i=l 1 1=0

aP
a~ =

nNK.i=l 1! N]~ -~ + S - Li=l Xi

para· k = O,•••,N. Tomando aP/a~ = 0, k=O,l, •••,N,
obtenemos vondiciones para que la funcion P tome un va-
lor maximo. Como

N
(TTi=l Xi)/~ I 0,

de be t.enerse
N

-~ + S - L X.
i=l 1

N
- X + S - E X.,

o 1=1 1

El autor agradece las valiosas sugerencias de los
Redactores del Boletin.
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de donde
~ = Xo z S/(N+l), para k = 0,•••, N.

Es decir, todos los sumandos deben ser iguales entre s1
si queremos que P tome un valor maximo. Podemos, pues,
replantear el problema inicial en la forma siguiente:

Dado un riUmeroreal estrictamente positivo S, ha-
lIar un nUmero entero N, estrictamente positivo, tal que
si X = S/N la funcion P(X) = XN sea maxima en el pun-
to S/N. Pero como N = S/X, se trata entonces de maximi
zar a p(X) = XS/X sujeta a la condicion de que S/X de-
be ser un entero positivo.

« . »Suponiendo que X varia de manera cont~nua ,tene
mos

log P(X) SX log X ,

de donde, derivando con respecto a X,

Pi(») S )P X =:2 (1 - log X •
X

° sea
p·~X) • SP(X)(l - log x)/x2 •

Ahora P puede tomar un valor maximo cuando P'(X) = ° ;
como S.p(X) I 0, esto solo ocurre cuando log X = 1, es
decir, cuando X = e . Veamos que se trata efectivamente
de un maximo; para ello aplicamos el criterio de la segu~
da derivada, as! :

P" (X) = .1...(1- log X)P' (X) +
X2

p(x)I~~(l-lOg x)- ~ ],

p"(e) = - p(€)s/e3; como
son todos positivos, p"(e) < 0,

S, p( e )
luego en e ,

y

P

y entonces
e3
toma un valor maximo.

De 10 anterior se deduce inmediatamente que si S < € ,
P considerada como funcion de N, es decir, peN) = (;/N)N,
en el sistema de coordenadas NOP, tendxa la forma que a-
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parece en la figura 1. Cuando S > e ,podemos escri-
bir S Ne + 0, donde

Ne ~ S < (N+l)e

la grafica correspondiente a este caso se muestra en la
figura 2. El valor maximo 10 toma P en
s/e , cuando se le considera como funci6n de
no siempre es entero, luego el maximo, si N

N. = Nmax m
N; pero S/e
debe ser en

tero, debe estar en N 0 en N+l, donde N < N < N+l,m
pues, como mostramos anteriormente, este maximo es unico.

Veamos ahara, para cada N y 0, cuando deben tomar
se N sumandos y cuando N+l. Evidentemente, el valor
maximo de P estara dado por una de las dos expresiones:

Hagamos Y = Pl - P2• Para un N dado, aquellos valores
de 0 que hagan negativo a Y nos indicaran que deben to
marse N+l sumandos, y los que 10 hagan positivo seran
los que indicaran que se deben tomar N sumandos. LLame-
mos

N r. 1 ]N+l
t(N+l)/NNe + 0

Como [N/(Ne + o)JN+l es positivo, entonces Y es negati

vo cuando Z 10 es, y Z < 0 cuando 0 es mayor que
la raiz de la ecuaci6n

N
[

N ]N+l
.- (N+l) o

sea 0 esta ra1z; entonceso

[{
N+l} N+lo - N --o N - eJ .

Tenemos los siguientes resultados:
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N 6 Ne + 6
0 0

1 1,2812 ••• 4,000;;;

2 1,3134 ••• 6,08833 •••

3 1,3266 ••• 9,481481. ••
. . . . . . . .

10 1,3483 ••• 28,53115 •••

««0»»

Vamos a mostrar que lim 6 = e/2.on-xo
Llamemos

tenemos entonces:

log y = (N+l) log(l + l/N)

~(N+l) [1:. - 1- 1 + (Vl/N3) J ----
N 2 N2 V

= N+l _ N+l + CXl/N2)
N 2N2

Entonces:

y

6 '"'o
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- ~ + O(l/N).- 2

Luego lim 0 = e/2, pues O(l/N) -+ 0 cuando N -+ (J) •

n-+oo 0

(Para la notacion (), ver [1].)

Se puede tambien obtener el anterior limite, lim 0
on-.oo

formalmente de la siguiente manera:

- e ]

N;l (N+l)N(N-l)•••(N-k+2)
k=2 k.'~

_~ L]
k=l k!

N+1 1
+ E
k=2 k.' (l~)(l)(l- ~)•••(l_ k;2) - 1 ]

<D 1
+ - N· E -

k=N+2k

N+l :N fl- (1 + 2 +...+(k-2)) 2}..1 + E kT I N + O(l/N )
k=2- .

• • • • • • • • •• (3 )

Si fuese posible cambiar el orden de la eumatoria

y el limite cuando N -+ 00 en la ultima expresi6n, es de-
'oi r ,

lim
N-.oo

...,
entonces se tendria:

- el= 1 + ~ 1-(1+2+••.+(k-2))
k=2 k ~

2-(k-l) (k-2)
2(k')
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puesto que lim N' E~N+2 (l/k!) = O. En realidad, se
N->co

puede demostrar que La exp re s i Sn en (4) es igual a e/2
lim ()
N->co 0

como sigue. Sea

errt once s s

2(e- Q) = 2L~o;'- {l + i. + k~3 2 - ~(;~j(k-2)}1

2 + ~ (k-l) (k-2) = 2 + ~ fk+ljf
k=3 k~ k=l k+2 .

<D k(k+2) - (k+l) + 1( 5) 2 + E
k=l (k+2H

<D { 1 1 } <D 1= 2 +
k:l (k-l) ~(k+l)

+ E
k !(k+2) k=l (k+2)1

= 2 + 0~2 + {Q - (1 + 1 + i, )1 = e .
As!, 2(e - Q) =e, 0 Q =e/2.

En el procedimiento anterior, encontramos una nue-
va expre si on , en (5), para e I

ex>
(6) e - 2 + E

k=3
(k-l) (k-2)

k!
00 1

2 + E
k=o k!(k+3)

Esta serie converge mas rapidamente que la clasica; en
efecto, comparemos algunos valores.

VALORES DE LAS SERIESI

N Clasica Nueva

o 1,0000 •••• 2,3333 •••••
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1 2,0000 •••• 2,5833,. ...
2 2,5000 •••• 2,6833 •••••
3 2,6666 •••.. 2,7111 ••••••
4 2,70833 •••• 2,71706 •••••

Departamento de Matematicas
Universidad Nacional de Colombia
Recibido, abril de 1967.
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