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Dado un nlimero real S estrictamente positivo, nos
proponemos hallar N nimeros Xo, ooy XN y Treales estric
tamente positivos, tales que su suma sea S Yy que su pro

ducto P sea mdximo. Sean, pues,

) N N
S= LX y P=ﬂxi,
i=o i=o
donde S Z_Xi > 0. TUsando
N
Xo =8 - I X,
j=1 1
tenemos
N \T
(1) P:[S—ZX.].ﬁX..
: i . i
i=o i=o

Derivando (1) con respecto a X , resulta

N N
oP T - Tlier &
—_= - X,-nh ] So= 2 X | tsT—ma——

oK il i=o * X

N
K

o Ti-1 ™ - N ]
(2) —axk = ———-—xk Xe+s=-2, X
para k = O,...,N. Tomando ap/exk = 0, k=0,1,...,N,
obtenemos vondiciones para que la funcién P tome un va-

lor méximo. Como
N
(T2 %4)/x £ o,

debe tenerse
N N
-Xk+S-ZXi=-X°+S-ZXi,
i=1 i=1

( ) El autor agradece las valiosas sugerencias de los
Redactores del Boletin.



de donde
X =X = S/(N+1), para k = Oy.esy N.

BEs decir, todos los sumandos deben ser iguales entre si
si queremos que P tome un valor médximo. Podemos, pues,
replantear el problema inicial en la forma siguiente:

Dado un nimero real estrictamente positivo S, ha-

llar un nimero entero N, estrictamente positivo, tal que

X = S/N la funcidén P(X) = XN sea mixima en el pun-

w
M

S/N. Pero c7mo N = S/X, se trata entonces de maximi
S/X

t

zar a P(X) = X

be ser un entero positivo.

o

sujeta a la condicién de que S/X de-

. << 4 >>
Suponiendo que X varia de manera continua =, tene

mos
log P(X) = % log X ,

de donde, derivando con respecto a X,

P’ (X

S
P(X = X2 (1 - 1og X) .

0 sea

P’ (X) = SP(X)(1 - log X)/X° .

Ahora P puede tomar un valor midximo cuando P°(X) = O 3
como S.P(X) { 0, esto sdlo ocurre cuando log X = 1, es
decir, cuando X =€ . Veamos que se trata efectivamente
de un mdximo; para ello aplicamos el criterio de la segun
da derivada, asi

P °(X) = i%(l - log X)P"(X) + P(X)[-i%(l-log x)--f?],
Yy entonces P"(Q)=-P(€)S/€3; como U PRJin g
2? son todos positivos, P(€) < Oy, luegoen € , P
toma un valor méximo.

De lo anterior se deduce inmediatamente que si S < €,
P considerada como funcién de N, es decir, P(N) = (S/N)N,

en el sistema de coordenadas NOP, tendrid la formaque a-



S=e

S<e

+ N

FI1G. 1

0 @
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parece en la figura 1. Cuando S > € , podemos escri-

bir S= N€ + &, donde
Ne < S < (N+1)e

la grédfica correspondiente a este caso se muestra en la

max Nm =

S/€ , cuando se le considera como funcién de N; pero S/e

figura 2. El valor mdximo lo toma P en N

no siempre es entero, luego el mdximo, si N debe ser en
tero, debe estar en N o en N+l1, donde N < Nm < N+1,

pues, como mostramos anteriormente, este méximo es {nico.

Veamos ahara , para cada N y &, cudndo deben tomar
se N sumandos y cuidndo N+l. Evidentemente, el valor

méximo de P estird dado por una de las dos expresiones:

P, = [(¥e + 8)/N]¥ , o bien P, = [(N€+6)/(N+1)]N+1.

Hagamos Y = P1 - P2. Para un N dado, aquellos valores
de & que hagan negativo a Y nos indicardn que deben to
marse N+1 sumandos, y los que lo hagan positivo serén

los que indicarédn que se deben tomar N sumandos. LLame-

mos A
N 1 N+1
N A

N+1
- /(e + 8)] T = 2 (Ne1)/

Como [ﬁ/CNQ + 6)]N+1 es positivo, entonces Y es negati
vo cuando Z loes, y Z < O cuando & es mayor que
la raiz de la ecuacidn
N+1
N N -0
Ne + & (N+1)

sea 60 esta rafzy; entonces

o [{B] e

Tenemos los siguientes resultados:
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N e} Ne + 60

o
1 1,2812... 4,00033;
2 1,31344 44 6,08833...
3 1,3266... 9,481481...
10 1,3483... 28,53115...
<LKLKLKO>>>>

Vamos a mostrar que 1lim 60 =Q/2. Llamemos
n—

= [(N+1)/N]N+1 ;

tenemos entonces:

log y = (N+1) log(l + 1/N)
.—(N+1)[i-§1 ;2 + OI/NB):]

& N+1 N+1 al/N )
N 2N

—-+01/N e

Entonces:
+—— +O(1/N
y.—.e

y N+1
o e

1+ 3 2o +O(1/N )
e

: Ne[eé—l\f + 0(1/x%) —1]

. Ne[l—N + 0(1/N2)]

N



g g + O(/N).

Luego lim & =@/2, pues O(1/N) » 0 cuando N » @ .
n—-00

(Para la notacidn (), ver [1].)

Se puede también obtener el anterior limite, lim 60 ’

n-m
formalmente de la siguiente maneras:
g N+1
N+1 1\N+1
N{N} -e]=N[(1+N) -e]
[ N
. N+1 . L () N(-1)... (Neke2) O R 1
=N 1+ 5 i+ L - 1 X
k=2 k! ¥€ k=1 ¢

(1%)(1)(1 = %)...(1 I 1—‘-}}2-) % 3

+=N. L <§ e shwets 1(3)
K=N+2
N+1
T A{l— (1 +2 +o0o4(k=2)) +0(1/N2)}
Kt N

Kk=2- -

(e o]
-N I il— :
Kk=N+2

Si fuese posible cambiar el orden de la sumatoria Zﬂ:;

Yy el limite cuando N - o en la Gltima expresidén, es de-

‘cir,

lim th; poe = E:iz Mm Foaey

N-swm 5 N->c0
entonces se tendria:

N+1 [O)
(4) 1lim N[y-;-qi - ]= 14+ & 1—(1+2+}.{.'.+(k-2))
N-o k=2 !
m - A —

2. edisogdel)
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puesto que 1lim N- ZI?_N (1/x1) = 0. En realidad, se
N-oo AR

puede demostrar que la expresidén en (4) es igual a 6/2

= lim 6 , como sigue. Sea

N-x0
c1 ., 3 2= (k1) (k-2)
@=1+57+ ki3 2(k 1) )
entonces:
-y 1, % 2 - (k1) (k=2)
2(€-14q) = 2[kiok! - {1 tart ki3 2t }

653 mpe T k(k+2) = (k1) + 1

k=1 (x+2))

=2 + 0; { 1 - A } + o)? o
k=1l(k=1){(k+1) Kk l(k+2) k=1 (k+2)1

=2 012 +{Q-(1+1+-;—!)}=€.

Asi, Q) =€, 6 Q=€/2.

En el procedimiento anterior, encontramos una nue-

va expresién, en (5), para @3

@
(6)3_2+ T M:._l_z.._ T _L___

a3 k=0 k! (x+3)

Esta serie converge mis ripidamente que la clésicaj en

efecto, comparemos algunos valores.
VALORES DE LAS SERIESs

N Clésica Nueva

0 1,0000. .4+ 2,3333.....

49



2,0000.... 2,5833.....

1

2 2,5000.... 2,6833.....
3 2466664.... P2 1 B B
4 2,70833.... 2,717060 ...
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