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CRlBAS y ADJUNCIÓN

VÍCTOR ARDILA, CARLOS JULIO, ALVARO DUQUE,

JOAQUÍN LUNA, MAURICIO RESTREPO(*)

Resumen. Una función entre conjuntos induce dos aplicaciones entre los con-
juntos de partes: imagen directa e imagen recíproca, 1M cuales determinan un
par adjunto. En este artículo, se estudian los funtores de cribas en una categoría
y sus relaciones con los funtores de partes de la categoría de conjuntos. Mediante
un ejemplo se observa que la imagen directa de cribas no es adjunto a derecha
de la imagen inversa y aprovechando el hecho de que ésta última conmuta con
extremos superiores y conserva extremos inferiores, se define un nuevo adjunto.

Abstract. F\rnctoríal relationships between inverse /Slld direct images, sieves /Slld
subsets are studied. A right adjoint to in verse images ol sieves is proposed.
K eyword8. Sieves, adjointness.

1. Noción de criba

En la categoría de abiertos de un espacio topológico, la nocion de haz
de conjuntos utiliza la noción de cubrimiento por abiertos. Dada una cate-
goría pequeña [1, p.12], para generalizar el concepto de haz vía topologías de
Grothendieck, es necesario introducir la noción de criba cubriente [1, pp.l09-
110]. Aunque las cribas desempeñan un papel importante en las ideas de-
sarrolladas por Grothendieck, nos limitamos simplemente aquí a estudiar un
problema de adjunción entre los funtores de cribas.
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Definición. Sea e una categoría pequeña y X un objeto de e. Una criba
sobre X es un conjunto S de morfismos de e con codominio X, tales que
f E S y f o 9 bien definida implica f o 9 ES.

El conjunto de todas las cribas sobre un objeto X se denotará mediante
Crib(X).

Ejemplos. En la categoría O(Y) formada por los abiertos de un espacio
topológico Y, los modismos están dados por las inclusiones. Dado un abierto U
de Y, si identificamos cada inclusión con su imagen y consideramos un abierto
V contenido en U, la colección de abiertos contenidos en V determina una criba
S sobre U.

En la categoría asociada al conjunto ordenado de partes (P(X), <;), donde
X = {O,1}, las cribas sobre el objeto {O} son 0, {j} y {j, id} donde j: 0 -+ {O}
es la inclusión de vacío en {O} y id es la identidad. Nótese que {id} no es una
criba sobre {O}, puesto que la compuesta id o j = j está definida y j cf:. {id}.

2. Cribas como subfuntores

Dado un prehaz P: cap -+ Conj, se dice que un prehaz Q: cap -+ Conj es
un subfuntor de P si y sólo si

i) Para todo objeto X de e, Q(X) <; P(X).
ii) Para todo par de objetos X, Y de e, y para todo morfismo f: X -+ Y

en e, la función QU) es la restricción de PU), es decir el siguiente
diagrama es conmutativo:

e
Q(X) --=~ P(X)

QU) P(f)

Q(Y) -c- P(Y)

Existe una correspondencia biyectiva entre los subfuntores del funtor
H ome (-, X) Y el conjunto Crib(X) de cribas sobre X. La corresponden-
cia puede hacerse en la siguiente forma:

i) Si Q es un subfuntor de H ome (-, X), el conjunto: S = {JI para algún
objeto A, f: A -+ X y t e Q(A)} es una criba sobre X.
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ii) Si S es una criba sobre X, la asignación Q: Cap -> Conj dada por
Q(A) = {JI!: A -> X Y I E S} es un funtor contravariante y además
es subfuntor de H ome( -, X). Por tanto Crib( X) ~ Subfuntores de
Homc (-,X).

3. Algunos funtores de cribas

Si S E Crib(X) y h: Y -> X es un modismo de e, el conjunto h*(S) de
modismos de e con codominio Y, tales que su composición con h es un elemento
de S, es una criba sobre Y, es decir, si h*(S) = {JICod(f) = y y ha! E
S}, entonces h*(S) E Crib(Y). Lo anterior define un funtor contravariante
Crib": eop -> C onj cuyo comportamiento sobre morfismos se muestra en el
siguiente diagrama:

y h
X

Crib(Y)
h*

Crib(X)

En forma dual si RE Crib(Y) y h: Y -> X es un morfismo de e, el conjunto
h*(R) de morfismos de C que son composiciones de la forma ha/, donde I E S,
es una criba sobre X. Así, si RE Crib(Y), y h•.(R) = {h a !I! E R}, entonces
h•.(R) E Crib(X). Esto define un funtor covariante Crib •.: eop -> Conj cuyo
comportamiento se muestra a continuación.

y h x

Crib(Y)
h•.

Crib(X)

4. Relaciones entre el conjunto de partes y las cribas

Si !:X ~ Y es una función de conjuntos, ésta determina tres funciones
naturales entre los respectivos conjuntos de partes, las cuales se muestran en
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el siguiente diagrama:

P(X) .L: P(Y) .L: P(X) L P(Y)

J, es la imagen directa, t es la imagen inversa y la función f. representa el
complemento de la imagen del complemento, es decir, f.(A) = [J(N»)c. Los
pares de funciones (J" t) y (J',f) son pares adjuntos en el sentido del orden:
NA) ~ B <=> A ~ J'(B) [2, pp. 65-69).

En el caso en que J: X -e+ Y es un modismo de e, y bajo el supuesto que e
es una categoría pequeña, la colección ¡e/X¡ de morfismos de e con codominio
X es un conjunto y al tomar partes de este conjunto se obtiene un diagrama
semejante al anterior. Además, en el diagrama

Crib(X)
f.

Crib(Y)
r

Crib(X)
?

Críb(Y)

J. conmuta con extremos superiores y J.(0) = 0; entonces J. admite adjunto a
derecha. Como r conmuta con extremos inferiores y envía elemento máximo
en elemento máximo, f* admite adjunto a izquierda. Como J.(R) ~ S <=>
R ~ r (S), (J., r) es un par adjunto.

La dificultad de encontrar un adjunto a derecha de f* radica en que el
complemento de una criba no es criba, por tanto la función f. no sirve como
adjunto a derecha de f*. El siguiente ejemplo muestra que la función f. no es
apropiada para ser adjunto a derecha de r. Si e es la categoría asociada al
conjunto de partes de X = {D, 1} Y h: {D} --> {D, l} es el morfismo inclusión,
para la criba {j} sobre el objeto {D}, en donde j es la inclusión de 0 en {D},
se tiene que: [h.({j}c)]" = [h.({id}))C = {h}" = {h o j,k,id} yel conjunto
{h o i, k, id} no es una criba sobre {D, i}. Los objetos y los morfismos de esta
categoría se muestran en el siguiente diagrama:

{O,l}

;/~
{D} {l}

~/
o
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De todas formas, en el siguiente diagrama se tienen los pares adjuntos:
(J. , j* ), (f" f') y (J', I)· Los morfismos verticales son simplemente inclu-
siones entre conjuntos, pues una criba sobre X se definió como un subconjunto
de morfismos de e con dominio X, es decir un subconjunto de le/x l.

Crib(X) ~ Crib(Y) ~ Crib(X) .Iz: Crib(Y)

¡
p(le/xl) .L: p(le/y!) L p(le/xl) .L: p(le/y!)

Como también se tiene que f* conmuta con extremos superiores y j*(0) = 0,
entonces r admite adjunto a derecha; si to es tal adjunto éste debe satisfacer
la relación:

{*(R) ~ S<==> R ~ toeS)

Definición de to. Sea S E Crib(X) y sea M = {R E Crib(Y)Ij*(R) ~ S};
se define el adjunto mediante: toeS) = UREMR.

Para demostrar que la función así definida es adjunto a derecha de r.
se verifican las afirmaciones siguientes: i) Si R ~ toeS), entonces f*(R) ~
f*(UREMR) =:= UREM j*(R) ~ S. ii) Si j*(R) ~ S, entonces R E M, luego
R ~ UREMR, por tanto R ~ toeS).
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