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UNA VARIANTE METODOLOGICA PARA EL ESTUDIO
DE LOS CONCEPTOS A PARTIR DE SU DEFINICION

OTiLio B. MEDEROS ANOCETO
BrLaNcA E. GONZALEZ RODRIGUEZ(*)

Resumen. En este articulo se presenta un procedimiento metddico para el
estudio detallado de conceptos complejos en la matematica y se ejemplifica el
procedimiento con el estudio general del concepto de métrica y sus variantes
matematicas.

Abstract. We present a procedure to study complez mathematical concepts, and
apply it to the study of metrics and their mathematical variations.

Keywords. Concepts, extension, metrics.

0. Introduccién

En el estudio de la matematica constantemente se realizan definiciones, ge-
neralizaciones, restricciones y clasificaciones de conceptos; pero no siempre se
sigue un procedimiento adecuado para obtener un buen conocimiento de los
conceptos después que se ha realizado una de estas operaciones.

Este trabajo tiene como objetivo presentar un procedimiento para lograr un
conocimiento profundo de un concepto a partir de su definicién. En la primera
seccion del trabajo se explica en qué consiste la definicién cientifica y se describe
cémo proceder una vez definido un concepto. En la segunda seccién se aplica el
procedimiento descrito en la primera seccién al estudio del concepto de métrica.

(*)Texto recibido 1/4/98, revisado 21/5/99. Otilio B. Mederos Anoceto, Blanca E. Gonzélez
Rodriguez, Departamento de Matematica, Facultad de Matemaética, Fisica y Computacién,
Universidad Central de Las Villas, Santa Clara, Cuba.
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1. Procedimiento para lograr un conocimiento profundo
de un concepto a partir de su definicion

Se denomina extension de un concepto a la coleccién £ de todos los objetos
que corresponden a ese concepto, y se llama contenido de un concepto a una
coleccién C = {PF;}, ¢ € I (I es un conjunto) de propiedades P;, que cumplen
todos los elementos de £ y sélo estos elementos. Un concepto se indica con
frecuencia en el trabajo mediante un par (£,C), o simplemente por £ cuando
no haya dudas. Pueden encontrarse diferentes colecciones C de propiedades que
solo cumplen los elementos de E. Cualquier otra coleccién P por la cual pueda
sustituirse C sin alterar £ recibe el nombre de caracterizacién del concepto
(£,0).

La operacién definicion cientifica sobre la coleccién de conceptos parte de un
concepto definido (£,C) y agregdndole propiedades a la coleccién C, o susti-
tuyendo algunas de las propiedades de C por propiedades més fuertes, obtiene
una nueva coleccién de propiedades C; a la que corresponde una subcoleccién &,
de £. Si se cumple que C; implica C, C no implica C; y £; es una sub-coleccion
propia de &, se tiene un nuevo concepto (£,C;) definido a partir de (£,C).

Cuando se define un nuevo concepto sélo se tiene determinado su contenido y
en el mejor de los casos Unicamente se tiene una notacién para su extension.
La linea directriz definicion en la ensefianza pre—universitaria en Cuba sélo se
ocupa del estudio del contenido y no de la extensién. Esta situacién continia
practicamente igual en la ensehanza superior; por ejemplo, cuando se estudian
mediante teoremas las operaciones internas que satisface la extensién de un
concepto, por lo general no se utilizan estos resultados desde un punto de
vista metodolégico, para ampliar el subconjunto de elementos conocidos de la
extension.

Si se pretende conocer completamente un concepto (£1,C1), hay que conocer
todos los elementos de £; y todas sus caracterizaciones P;, pero obviamente
con la simple definicién de (£;1,C;) esto no se logra. Consecuentemente, surge
de manera natural la pregunta: jcdémo actuar para conocer completamente a
(&1,C1), o para acercarnos cada vez més a su conocimiento absoluto?

A continuacién se propone un procedimiento de seis pasos que constituye una
respuesta a la pregunta anterior.

1.1. Realizar un estudio conjuntista de su extensién

En este estudio se debe verificar que £; es un subconjunto propio de la extension
& del concepto de partida de la definicién, ya que si £ = £ no se tiene un
concepto nuevo y si & = O se tendria un concepto que carece de interés.
Se deben determinar las cardinalidades de & y de £\&;, y comparar estas
cardinalidades con la de €£.
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Si se cumple que @ C & C &, pero la cardinalidad de &; estd muy distante de
la de £, como es el caso cuando £ tiene una cardinalidad grande y £; tiene una
cardinalidad finita, el concepto (£;,C1) no es de interés. La cardinalidad de &;
es un buen indicador de la importancia de (€1,C;) con respecto a (£,C) desde
el punto de vista conjuntista.

1.2. Hacer un estudio comparativo entre su extensiéon y las exten-
siones de otros conceptos que tienen el mismo concepto de partida.

Si (&3,C2) es otro concepto definido a partir de (£,C), determinar la relacién
que cumplen & y & entre las siguientes posibilidades:

E1C &, ECE, E1=6,86NE=0y (EiNE#, E1¢ &, & ¢ &).

Sisecumple & C & o0& CE o0 (E1N&E # O, &1 & &, E ¢ &), entonces
estudiar 51\52 (o] 52\51 o 51 N 82.

1.3. Estudiar algunos de sus subconceptos.

Aplicar el paso a (&;,C2) y determinar las caracteristicas de los elementos de
51 \82

1.4. Analizar si es posible dotar a su extensién de estructuras alge-
braicas, topoldgicas, etc

Determinar cuéles estructuras de £ hereda &, y cudles tiene £ que no tiene £.
Esta es una informacién muy importante, puesto que a partir de las estructuras
de &) se puede ampliar la sub—coleccién de elementos conocidos de & .

1.5. Establecer relaciones entre su extensién y las extensiones de
otros conceptos definidos.

Por ejemplo, establecer un isomorfismo entre £; y la extensiéon £ de un con-
cepto definido utilizando un concepto de partida diferente al de &;.

1.6. Obtener la mayor cantidad posible de caracterizaciones.

Se debe determinar la mayor cantidad de conjuntos de propiedades P; cuyo
cumplimiento sea necesario y suficiente para el cumplimiento de las propiedades
C;. Algunas veces sélo se puede obtener una colecciéon Py cuyo cumplimiento
implica el cumplimiento de C; (condiciones suficientes) o cuyo cumplimiento es
consecuencia de C; (condiciones necesarias).

Estos seis pasos pueden considerarse los pasos generales que deben seguirse des-
pués de definido un concepto; pero en ocasiones pueden reducirse o ampliarse.
Por razones obvias cuando no hay dudas de cual es el concepto de partida (£,C)
y C =CUP;, Py # @, al referirnos a (£1,C;) solo se escribird (£1,P1).
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2. Aplicacién del procedimiento antes descrito al
estudio del concepto de métrica

2.1. Utilizacién de las herramientas de la teoria de conjuntos para
realizar un estudio conjuntista de su extensidn.

Es conocida la definicién de métrica siguiente:

Definicién 1. Dado un conjunto M se denomina métrica sobre M a toda
funcién m : M x M — [0,00) que verifica, para todos los elementos z,y, z de
M, las propiedades siguientes:

my) Si xz = y entonces m(z,y) =0
mg) m(z,y) = m(y,z) (propiedad simétrica)
m3) m(z,z) < m(z,y) +m(y,z) (propiedad triangular)
my) Si m(z,y) =0 entonces z =y
Se desprende de esta definicién que el concepto de partida es el de funcién f
de M x M en [0,+00), cuya extensién se indica aqui por comodidad mediante
el simbolo no usual Fj;. El contenido de este concepto lo constituye, como es
conocido, la coleccién de propiedades P = {f1, f2, f3}, donde
f) fC M xM)x[0,+00)]
f2) Para todo (z,y) de M x M existe un r de [0, +00) tal que ((z,y),7) € f.
f3) Si ((z,9),m) € fy ((z,9),72) € f; entonces 1 = 3.
Asi, el concepto de partida puede indicarse por (Fjs,P). Evidentemente el
contenido del concepto de métrica es la coleccién de propiedades P; = P U
{m;}i=1,4 la cual contiene estrictamente a P. Sea M), la extensién del concepto
de métrica. A continuacién se determina en qué casos My, es distinto del
conjunto vacio y estd contenido estrictamente en Fjy.

Si M = o, entonces aceptando que M x M = @, se tiene que Fyy = {@}.
Como la aplicacién vacia no incumple las propiedades mi).=1,2,3,4, entonces
My = Fpp y se concluye que en este caso el concepto de métrica sobre M
coincide con el concepto de funcién sobre M x M. Esta es la razén por la cual
en muchos libros se considera M # & al definir el concepto de métrica.

Si M = {a}; entonces My = {mo}, donde por mg se indica la funcién con
dominio M x M = {(a,a)} y con imagen {0} en [0, +o00). Evidentemente M,
estd estrictamente contenida en F)s. En este caso no tiene interés el concepto
de métrica ya que My tiene un solo elemento y Fj, tiene la cardinalidad del
continuo. Si M tiene més de dos elementos, entonces trivialmente My, C Fyy.

Si M # o, entonces M) # &, ya que cualquier funcién real simétrica m que
satisface la condicién m;) y que cumple ademds la desigualdad a < m(z,y) <
2a para todo par (z,y) de M x M que no esté en la diagonal pertenece a My,
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pues obviamente satisface my) y para cualquier sub—conjunto {z,y,z} de M
(consecuentemente z,y, z son distintas dos a dos) se tiene que

m(z,y) + m(y,z) > a+a=2a > m(z,z)

ysiz =y, =2z o0y =z, se tiene también trivialmente la condicién m3). En
particular, la coleccién {m, },¢0,+00) de funciones m, definidas sobre M x M
por

r, six#y
0, siz=y

1) me(z,9) = {

cumple las propiedades antes descritas y consecuentemente forma una coleccién
de métricas.

Hasta aqui se tiene que si M # &, entonces @ C My C Fir y que el concepto
de métrica para conjuntos de un solo elemento no es importante. Pasemos a
determinar la cardinalidad de Mys y Far\Mas.

Proposiciéon 1. Si M es finito con mds de un elemento; entonces M, tiene
la cardinalidad del continuo.

Demostracion. La demostracion se hace para el caso en que M tiene dos ele-
mentos, o sea, M = {a,b}. Toda métrica m sobre M tiene que cumplir las
condiciones.

1) m(a,a) = m(b,b) =0

2) m(a,b) = m(b,a) =r,
donde r es un ndmero real positivo. Como M x M = {(a,a), (a,b), (b,a),(b,b)}
y como toda funcién m,, r € (0,+00) definida sobre M x M mediante las
condiciones 1) y 2) es una métrica, se tiene que la cardinalidad de My, es mayor
o igual que c (cardinalidad del continuo). Como F tiene la cardinalidad c, se
tiene que el cardinal de My, es precisamente c.

Por otro lado, las funciones constantes pertenecen a Fys\Myy, se tiene que el
cardinal de Fp/\ M) es c.

Proposicién 2. Si M es infinito de cardinalidad m entonces My, tiene cardi-
nalidad 2™.

Demostracion. El cardinal de Fjs es 2™; luego el cardinal de M), es menor o ’
igual que 2™.
Sea M) un subconjunto de M y dps, la funcién definida sobre M; x M; por

0, siz=y
dmz,y)=¢ 1, sizeM&yeM,z#y
2, siz¢M o yé¢M,z#y
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Esta funcién es una métrica sobre M por ser simétrica,-cumplir la condicién
my) y pertenecer dys, (z,y) a [1,2] para todo (z,y) que no esté en la diagonal
de M x M. Si M; y M, son subconjuntos diferentes de M con ma&s de dos
elementos cada uno entonces dy, # dum,, pues para x € Mi\Mz e y € M,
resulta que dy, (z,y) # du,(x,y). Por lo tanto, a diferentes subconjuntos
de M con mas de dos elementos corresponden métricas diferentes. Como el
conjunto potencia de un conjunto de cardinal m tiene cardinalidad 2™, resulta
que la cardinalidad de M), es mayor o igual que 2™. De las dos desigualdades
probadas para la cardinalidad de M), se tiene que el cardinal de My, es 2™,

Se puede probar sin dificultad que el conjutno Fjs\M), también tiene cardi-
nalidad 2™. En efecto, como (F(M x M,(0,4+00)) C Fy\My; C Fpr y como
card FI(M x M, (0,+00)) = card Fps = 2™, se tiene que card (Fps\Mps) = 2™.

Con los resultados hasta ahora obtenidos se puede concluir que si un conjunto
M tiene mas de un elemento, entonces el nimero de elementos de Fj; que
son métricas sobre M es muy “grande”, mayor que el niimero de elementos de
M y tan “grande” como el nimero de elementos de Fi; que no son métricas.
Sin embargo, resulta dificil para algunas personas encontrar una métrica con
determinadas propiedades sobre un conjunto dado M es por ello importante
pasar a estudiar formas de obtener nuevos elementos de M), a partir de uno
dado. Con este objetivo consideremos la coleccién A de las funciones continuas
de (0, +00) en si mismo no idénticamente nulas que satisfacen las condiciones

i) f(0)=0

ii) f es creciente

iii) f(z+y) < f(z)+ f(y) para todo z, y € [0, +00).
La coleccién A es:

a) No vacia. En efecto, las funciones f;, 7 = 1,2 definidas sobre (0, +00)
por fi(t) = t/(1+t), fa(t) = log(l + t) pertenece a esta clase. Si f
pertenece a esta clase; entonces g = min(r, f) con r € [0, +00) también
pertenece a esta clase.

b) Semi-grupo con la suma usual y con la composicion de funciones; no
monoide.

Obsérvese ademas que si f € A entonces af € A para todo nimero real «
positivo.

Lema 1. Todo elemento f de A satisface la condicién
iv) Si f(z) = 0 entonces z = 0.

Demostracion. Supongamos que existe un nimero real positivo r tal que f(r) =
0; entonces f se anula sobre [0,7] por ser f creciente. Como f cumple la
condicién iii) se tiene que f se anula sobre [0,2r]. Continuando en esta forma
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se tiene que f es idénticamente nula. Luego la suposicén es falsa y consecuente-
mente si f(z) = 0 entonces z = 0.

Proposicién 3. Si M es un conjunto no vacio y m es un elemento de My,
entonces f om € Ms para todo f € A.

Demostracién. Obviamente fom € Fy. Las condiciones my ), mg), ms) y my)
las cumple f om por ser m una métrica sobre M y por cumplir f la condicién
1), ser una funcién, satisfacer las condiciones ii) e iii), y cumplir la condicién
iv) respectivamente.

La proposicién 3 nos permite ampliar la coleccién Cp; de elementos conocidos
de M) a la coleccién UA,,, m € Cpr; donde Ay, = {dyy = fom:m € Cy}. En
resumen, utilizando la coleccién A se amplia considerablemente la coleccién de
elementos conocidos de Mj,. Sin embargo, para un elemento m de My, pueden
existir funciones de [0, +00) en si mismo que no pertenezcan a la coleccién A
y que f om pertenezca a M.

La proposicién 3 permite ampliar los elementos conocidos de Mys componiendo
estos elemento por la izquierda con los elementos de una clase suficientemente
buena. Surge entonces la pregunta: jes posible componer un elemento m de
M por la derecha con los elementos de una clase B suficientemente buena
para que el resultado de esta composicién siempre esté en My, y de esta forma
ampliar aun més la clase de los elementos conocidos de Mj;? A continuacién
se pasa a dar una respuesta positiva a esta pregunta.

Sea B la coleccién de funciones g = (hom, homs), donde h es una funcién
inyectiva de M en M y 7;, © = 1,2, son las funciones proyeccién de M x M en
M.

Proposicién 4. Sim € My y g € B entonces mo g € My,.
Demostracién. Trivial.

Corolario 1. Sim € My, f € A y g € B entonces las funciones my, mg y
mg definidas por el diagrama conmutativo

Mx M m [0’ +OO)
my

g| ™ f

MxM o 0, +00)

pertenecen a M.

e
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2.2. Otros conceptos relacionados con el concepto de métrica y
definidos a partir de (Fp, P).

Bajo este titulo no se hara el estudio comparativo entre My, y las extensiones
de otros conceptos definidos a partir de (Fj, P) a que se refiere el paso 1.1;
sélo se daran las definiciones de algunos de esos conceptos y se estableceran
algunas relaciones con Mjy.

Para el trabajo matematico en muchas direcciones, por ejemplo para la for-
macién de clusters (agrupamiento de objetos), algunas de las condiciones que
cumple una métrica no son esenciales. Es por ello que surgieron varios concep-
tos con distintas variantes de combinaciones de estas condiciones.

Un elemento m de Fps que satisface las condiciones m;), i = 1,2, 3, se denomina
pseudométrica sobre M. Si se indica la extensién del concepto de pseudo-
métrica por Pz, entonces obviamente @ C My; C Py C Fiy.

Teniendo en cuenta que si M = {a} entonces Mps = Pys = {0} C Fp y que si
M tiene mas de dos elementos entonces My, C Py C F)y, se concluye que para
que el concepto de seudo—métrica constituya un nuevo concepto el conjunto M
debe tener dos o mas elementos. Si m € Py, entonces el par (M, m) recibe el
nombre de espacio pseudo—métrico. Si p € Py, entonces facilmente se prueba
que la relacion definida sobre M por a R bsi y s6lo si p(a,b) = 0 es una relacién
de equivalencia y que la funcién m definida sobre el conjunto cociente M /R por
m([a], [b]) = p(a,b) es una métrica sobre M/R. Los espacios pseudo-métricos
fueron investigados por Birkhoff[1].

Un elemento m de F); que satisface las condiciones my), mz) y my4) de la
definicién de métrica se denomina semi—métrica sobre M. La coleccién de
todas las semi—-métricas sobre un conjunto M se indica por Sj; y obviamente
cumple que

GCMyCSMCFy y PunSu=My.

Si M es un conjunto con dos elementos como méaximo, entonces M = Syy.

Si M es un conjunto con tres o mas elementos se cumple My, C Sy. En
efecto, si {a,b,c} es un subconjunto de M entonces cualquier elemento s de
Sy tal que s(a,b) = s(b,a) =ry, s(b,c) = s(c,b) = g, s(a,c) = s(c,a) =r3,
donde r;, ¢ = 1,2,3, son elementos de [0, +0c0) que cumplen la desigualdad
rj > 7% + 71, para un elemento (j,k,l) de I x I x I, I = {1,2,3}, es tal que
s no pertenece a Mjys. Se cumple ademas que Sy C Fps porque toda funcién
constante sobre M x M no pertenece a Sps. Luego el concepto de semi-métrica
constituye un nuevo concepto si y solo si M tiene tres o més elementos. Su
extension satisface las relaciones siguientes

My CSyCFy  y SuNPy =My.
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Consecuentemente, como para todo conjunto finito M los conjuntos My y Fay
tienen la cardinalidad del continuo, se tiene que Sys también tiene la cardi-
nalidad del continuo. Si r; es mayor que 72 el conjunto de los r3 tales que
r1 > ry+r3 es (0,7 —r2) y tiene la cardinalidad del continuo, luego Spr\Mps
también tiene esa cardinalidad. Como toda funcién constante de M x M en
[0,+00) no pertenece a Sps resulta que Fas\Sys tiene la cardinalidad del con-
tinuo.

Proposicién 5. Si M es infinito de cardinalidad m entonces Sys, Sy \Mu y
Fuy\Sum tienen cardinalidad 2™.

Demostracion. Como My C Sy C Fpy y M)y, tienen cardinalidad 2™, en-
tonces Sy tiene cardinalidad 2™. Sean M; un subconjunto no vacio cualquiera
de My spr, ¥ fum, las funciones definidas sobre M x M por

0, siz=y
suy(z,y) =< 3, stzeMi &yeM,z#y
1, siz¢gMyoyé¢ M, z#y

0, si zeM; &ye M
1, si z¢ Myoy¢ M.

Si M, tiene mas de dos elementos, entonces sps, no es una métrica y fus, no
es una semi-métrica sobre M. Sean My y M3 subconjuntos diferentes de M
con més de dos elementos cada uno y considérese, sin perdida de generalidad,
que M>\M3 = @. Las semi—métricas sps, y sps, y las funciones far, v far, son
diferentes ya que si z € My\Ms e y € My, entonces sy, (z,y) # sy, (z,y) y
fm, (Z,y) # fu,(z,y). Por lo tanto, a diferentes subconjuntos de M con mas
de dos elementos corresponden semimétricas diferentes que no son métricas y
funciones diferentes que no son semimétricas sobre M. Se sabe que la car-
dinalidad de la coleccién de todos los subconjuntos con tres o més elementos
de un conjunto de cardinalidad m tiene cardinalidad 2™. Consecuentemente
Sm\Mu y Far\Sp tienen cardinalidad 2™.

fmy(z,y) = {

Nota. Se concluye que, sobre un conjunto M con tres o mas elementos, las
colecciones de las semi—métricas que no son métricas y de las funciones que no
son semi-métricas son amplisimas. Los origenes de la palabra semi-métrica
pueden verse en [2], [3], [4] y [5].

Se denomina espacio con una métrica débil a todo par (M, m) en el cual m
satisface las condiciones m;) y m3), pero no necesariamente las condiciones my)
y my). Este tipo de espacios fue estudiado por Ribeiro [6]. Se han estudiado
espacios en los que m satisface las condiciones m;) y m3y) y una condicién mas
débil que la condicién m3); por ejemplo, los espacios casi-métricos de Menger
(3] y [7]. Espacios todavia més generales, en los cuales se exige a la funcién m
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que satisfaga solo las condiciones m;) y my4) fueron investigados también por
Menger [8]. Alexandroff y Hopf [9] denominaron espacio métricos. abstractos
a los pares (M,m), donde m es una funcién real no negativa definida sobre
M x M que satisface condiciones no especificas. Espacios (M, m) en los que
m no es necesariamente un nimero real fueron estudiados por Menger [10] y
Golab [11]. Bieberbach [12] denominé espacio de Frechet localmente métrico
a todo par (F, f), donde f es una funcién que a cada elemento del espacio le
asigna una vencidad que es un espacio métrico. En diferentes algoritmos de
agrupamientos (Clustering Algorithms) y de la Teoria de Reconocimientos de
Patrones de las redes neurales se utiliza (ver [13] y [14]) la palabra distancia
con un sentido mas amplio que una métrica, por ejemplo, puede indicar una
semi—métrica, pseudo—métrica, casi-métrica, etc.

Para dos elementos cualesquiera = e y de M, independientemente de que m sea
una métrica, pseudo-métrica, semi—métrica, casi-métrica, etc, se denomina
distancia de x a y, y si hay posibilidad de confusién m-distancia, al nimero

m(z,y).
2.3 Ultramétrica.

Se ha querido con esta sub—seccién ilustrar parcialmente el paso 1.3.

Definicién. Un elemento u de F); se denomina ultramétrica si cumple en
lugar de la condicién mg3) la condicién mds fuerte

my) u(z, z) < max[u(z,y), u(y, z)], cualesquiera sean z,y,z de M.

No es dificil probar que la condicién mj) implica la condicién ms) y que el
reciproco de esta afirmacién no es cierto. Consecuentemente, indicando la
extensién del concepto de ultramétrica por U,, y su contenido por P’, se tiene
que Uy C Mys y que del cumplimiento de las propiedades P’ se deduce el
cumplimiento de las propiedades P pero no reciprocamente. Obviamente el
estudio detallado de Ujps y de Mp\Ujs contribuye al mejor conocimiento de
My

Si M es un conjunto unitario, entonces Uys = M), y para este caso no tiene sen-
tido el concepto de ultramétrica. Si M tiene dos o més elementos, se prueba con
facilidad que Up; C My y que Ups # &, pues toda métrica m, es ultramétrica.

Proposicién 6. Si u es una ultramétrica sobre el conjunto M con dos o mds
elementos, x,y, z son elementos cualesquiera de M y se construye en el plano
real un tridngulo cuyos lados tengan por longitud u(z, z), u(z,y) y u(y, 2),
entonces ese triangulo es isésceles.

Demostracion. Si u(z,y) = u(y,z) el tridngulo es isdsceles o equildtero. Si
u(z,y) # u(y, z), supongamos sin perdida de generalidad que u(z,y) < u(y, z);
entonces la condicién mj) nos permite asegurar que

u(m, Z) < max ['u.(x, y), u(yyz)] = u(y, Z)
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¥ que
u(y, z) < max [u(y, z), u(z,2)] = u(z,2)

luego u(z, z) = u(y,z). Resulta asi que en este caso también el tridngulo es
isésceles.

La ultramétrica se utiliza en algoritmos de agrupamientos de enlace simple; ver
por ejemplo, Sinle-link Clustering Algorithms [Cap. 12, sec. 3.2], “Algorithms
based on an ultrametric transformation” [14, pp. 271-272].

2.4 Estructuras algebraicas y topolégicas de My,.
2.4.1 Estructuras algebraicas de M.

En esta sub-seccién se probara que Mjs hereda algunas de las estructuras de
[0, +00).

Proposicién 7. El par (Mj, +) donde + es la suma heredada de ([0, +00), +)
es un semi-grupo abeliano que no es un monoide.

Demostracién. Trivial

Obsérvese que ([0, +00),+) es un monoide abeliano y que (Fas,+) hereda
esta estructura; pero como el cero no pertenece a M), entonces se debe esperar
como maximo la estructura de semi-grupo abeliano para (Myy, +).

Proposicién 8. FEl par (M, V), donde V es la operacion definida sobre M x M
por (ml,m2) — my V ma, (ml \ m?)(:l:’y) = max{ml(:z:, y)v m2(x) y)} €s un
semi-grupo abeliano que no es un monoide.

Demostracion. Se debe probar que V es una operacién interna de M; i.e. que
my Vmg pertenece a Mjs. Se pasa a probar que m; Vms cumple la desigualdad
triangular ya que el resto de las condiciones de métrica se cumplen trivialmente.
Por propiedades de méximo se tiene que

(ml \ mg)(:z:,y) < max{ml(x, y) + ml(ya z)7m2(x’y) + m2(y7 z)}
< max{m(z,y), ma(z,y)} + max{mi(y,z), ma(y,z)}
= (ml \ m2)(w’ y) + (ml 4 m2)(y? Z)'

Una observacién similar a la hecha después de la Proposicién 7 se puede hacer
ahora con solo sustituir la operacién + por la operacién V.

Proposicién 9. Si a es un nimero real positivo y m € My, entonces cm €
M.

Demostracion. Trivial.
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Las estructuras algebraicas de Fs y consecuentemente 1as de My, son ele-
mentales; no obstante, utilizando las operaciones correspondientes a estas es-
tructuras se puede ampliar considerablemente el conjunto de elementos cono-
cidos de M.

2.4.2 Estructuras topolégicas de M.

Proposicién 10. Si {m,} es una sucesién de métricas de My; que converge
puntualmente a m entonces m satisface las condiciones my ), my) y ms).

Corolario 1. Si existe un nimero positivo k tal que k < m,, sobre M x M\ Ay
para todo n de N entonces m pertenece a M.

Corolario 2. Siay € (0,+00), mx € My, k€N y ZkZlak my, es puntal-
mente convergente entonces » .,  my pertenece a M.

Corolario 3. Si «y €s una serie convergente cuyo términos pertenece a
k>1 p

(0, +00) ¥ {my}ren es una sucesién uniformemente acotada de Mys entonces

Y k>1 @k ™My pertenece a M.

Las estructuras topoldgicas de M, son también muy simples.
2.5 Métricas sobre conjuntos con estructuras algebraicas.

En esta sub—seccidn, para el caso en que M es un espacio vectorial, se estudiaran
dos subclases importantes de M) y se establecerd un isomorfismo entre una
de estas clases y la clase Nj; de las normas sobre M.

Si (G, +) es un grupo, las métricas que son compatibles con la operacién +,
i.e. las métricas que satisfacen la condicién

ms) m(z + 2,y + z) = m(z,y) (invarianza para traslaciones)
para z, ¥, z cualesquiera de G, son muy importantes para el estudio del grupo
(G,+). La coleccién de métricas sobre (G, +) que satisfacen ms) se denota por
Mg, +)-
Los elementos m de Mg ) tienen propiedades muy importantes, por ejemplo,
la operacién + es una operacién continua de G x G en G (considerando una
métrica producto de m con m en G x G). Otra propiedad importante de estos
elementos se establece en la proposicion 11.
Sea F(,4) la coleccién de funciones f de (G, +) en {0,+00) que cumplen para
todo z e y de G las condiciones

i) f(zx)=0siysolosiz=0
i) f(-2) = f(a)

iii) f(z+y) < f(=@)+ f(y)
Esta coleccién con la suma heredada de ([0, +00), +) es un semi-grupo conmu-
tativo.
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Proposicién 11. La aplicacién F definida sobre (Mg +y,+) por F(m) =
mo(I,0), donde m € Mg 4y, I es la aplicacién identidad y O la aplicacién
nula sobre G, es un isomorfismo de semigrupo entre los semigrupos (M(c, 4y, +)
¥ (Fg,4)+)-

Demostracién. Obviamente f = mo(l,O) pertenece a Fg, probemos que per-
tenece a F(g,4). En efecto, f(x) = m(z,0) = 0 se cumple si y solo si z = 0
porque m € Mg, +). Por una razén similar se cumple que

f(~2) = m(~2,0) = m(0,2) = m(z,0) = f(z)

f(.’l) + y) =m(z +y, 0) = m(x» ~-y) < m(z, 0) + m(O, -y)
= f(z) + m(~y,0) = f(z) + f(-y) = f(z) + f(y)

Si my y my son dos elementos diferentes de (M, ), +), tales que F(m;) =
F(my) entonces my(z,y) = mi(z—y,0) = mio(I,0)(z—y) = F(my)(z—y) =
mao(I,0)(z —y) = ma(z —y,0) = my(z,y), i.e.,, m; = my. Queda asf probada
la inyectividad de F.

Probemos ahora la sobreyectividad de F.

Si f es un elemento cualquiera de F( ) y r es la resta de G, entonces m = for
es un elemento de M(¢ 4) tal que F(m) = f. En efecto, por ser f € F(g 4),
se tiene que m(z,y) = f(r —y) = 0siy solosi z =y, m(z,y) = f(zr —y) =
fly—z) =m(y,z),y m(z,2) = f(z—2) = flz—y+y—2) < f(z—y)+f(y—2) =
m(z,y) +m(y, 2), y ademds F(m)(z) = (for)o(I,0)(x) = (for)(z,0) = f(z -
0) = f(z). O sea, F(m) = f. Finalmente, F(m; + mz) = (m; + my)o(I,0) =
myo(I,0) + myo(1,0) = F(my) + F(ms2).

Los dos isomorfismos de semigrupo establecidos fueron:

F
(Mg,+), +) (Fie,4t)
e — =F = 1,0
G x G — [0,+00) g [=Fm =mdl.Oh )

(z,9) = m(z,y)

. f(z) = m(z,0)
(1,0) /

GxG
(z,0)
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y
F—l
(Fg+)+) (M, +),+)
— -1 —
G e [0400) g, g 2T D= )
P (@9) m(z,9) = f(z )
, f
G
=y

Si (V,+,.) es un espacio vectorial sobre R o C, las métricas sobre V que satis-
facen, para z,y, z cualesquiera de V, las condiciones ms) y mg): m(az,ay) =
lajm(z,y) (homogeneidad positiva para homotecia), son métricas compatibles
con las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar de V' y hacen de
estas operaciones funciones continuas. La coleccién de estas métricas se indica
por My, 4 o). Se cumple que My )\M(v, 4 # &, pues la métrica descrita
pertenece a M(y, ;) y noa My, o). La coleccién de las funciones f de (V, +, )
en [0, +00) que satisfacen las condiciones i) e iii) de la clase F(y, ) y en lugar
de la condicién ii) satisfacen la condicién

it) f(az) =| a| f(z) para todo z de V y todo a de R,

se indica por F{y, 4 ) y forma con la suma heredada de [0, +0c0) un semi-grupo
conmutativo que esta estrechamente relacionado con el semi-grupo conmuta-
tivo (M(v’+’,), +).

Proposicién 12. Si (V,+,e) es un k—espacio vectorial, K = R o K = C,
la igualdad F(m) = m o(I,0), donde I y O son las funciones identidad o
idénticamente nulas sobre V, define un isomorfismo (de semi-grupo) entre los
semi-grupos (M(v,+,e), +) ¥ (F(v,+,0): 1)

Demostracion. Es similar a la de la proposicién anterior.

Los elementos de F(y,, 4) se llaman normas de (V, +, ) y generalmente se de-
notan por el simbolo || || Todo espacio vectorial (V, +, ¢) dotado de un elemento
| || de Fiv,4,e) se denomina espacio vectorial normado y se denota por ( V, || | ).
Con estas nuevas notaciones la coleccién Fv, ;. o) se indica por Ny, ) o simple-
mente por Ny. La coleccién Ny es isomorfa a la sub—coleccién propia M(y, 4 )
de la coleccién My .

Dado un K-espacio vectorial (V,+,e), K = R o K = C, se dice que un
elemento m de My es topoldégicamente compatible con la estructura vectorial
de (V,+, ) si sus operaciones suma y producto por un escalar son continuas
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con respecto a m; o sea, si para todo par de sucesiones {z,} y {yn} de V' y
toda sucesién {A,} de K tales que

InL-’Es ynl’y y )\n—“))\

se tiene que
m m
Tn+Yn — T+Y Y ATp — AT

La coleccién de todas las métricas topolégicamente compatibles con su estruc-
tura de espacio vectorial se indica en el trabajo por M;.

Como la métrica discreta sobre cualquier espacio vectorial no es métricamente
compatible con la estructura vectorial y sin embargo es topolégicamente com-
patible con esta estructura, ya que una sucesion {z,} de V es convergente a
un valor con esta métrica si y solo si todos sus términos salvo un niimero finito
son iguales a z, resulta que M(v, | o) estd contenida estrictamente en M;.

Dado un espacio vectorial normado (V,| ||), se tienen varias colecciones de
métricas; por ejemplo, la coleccién de las métricas que satisfacen la condicién
ms), las que satisfacen la condicién mg), las que satisfacen las condiciones ms)
y ms), las que son topoldgicamente compatibles con la estructura de grupo, las
que son topoldgicamente compatibles con la estructura de espacio vectorial y
las que son topolégicamente compatibles con la operacién multiplicacién por
un escalar. El estudio de las relaciones entre todas estas colecciones, asi como
el de su cardinalidad es muy importante para el conocimiento de la coleccién
My y sera objeto de estudio en un articulo posterior.

2.6 Caracterizaciones del concepto de métrica.

En esta sub-seccién se da cumplimiento al paso 1.6 de la seccién uno.

Lindenbaum (ver [15]) prob6 que la coleccién de condiciones P; = {m;)}, i =
1,2, 3,4 es equivalente a la coleccién @ = {m;), mas3), m4)}, donde ms3) indica
la condicién

m(z, z) < m(z,y) + m(z,y), para z,vy, z cualesquiera de M.

Si se plantea la desigualdad triangular solo para los casos en que z,y,z son
diferentes dos a dos y se indica esta nueva propiedad por mj), entonces las
propiedades {m,), mgz), mj), m4)} constituyen también una caracterizacién
del concepto de métrica.

La no negatividad de m es una consecuencia de las condiciones my) y m3). En
efecto, m3) nos permite asegurar que para todo y de M se cumple que

m(z,y) < m(z,y) +m(y,y)

CEFTIRa

#BLICTEDA

[ V2 WAV EFIEAD NAINNas



100 OTILIO MEDEROS, BLANCA GONZALEZ

y de aqui resulta trivialmente que m(y,y) > 0 para todo y de M. De m3) y
m3) se tiene que
m(z,z) < 2m(z,y)

para z e y cualesquiera de M. Luego m(z,y) > 0 para todo z e y de M.

Consecuentemente, una métrica m sobre M se puede definir como una funcién
de M x M en R que cumple las dos propiedades siguientes:

mya) m(z,y) =0siysolosiz =y
mas) m(z,y) < m(z, z) + m(y, z) para todo z,y, 2 de M;
o como una funcién m de M x M en [0,+00) que cumple mi4) y
mbs) m(z,y) < m(z, z) + m(y, z) para z,y, z de M diferentes dos a dos.
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