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PUNTOS FIJOS PARA OPERADORES
EN ESPACIOS METRICOS CONVEXOS

Luis RAFAEL JIMENEZ(*)

Resumen. En el presente articulo se generalizard un resultado presentado por
A .K.Kalinde para una clase de operadores no necesariamente continuos y que
incluyen como caso especial a las aplicaciones no-expansivas.

Abstract. We generalize Kalinde’s result for a class of operators not necessarily
continuous and including non - expansive mappings.

Keywords. Conver metric spaces, orbital diametral functions, diminishing or-
bital diametral functions.

1. Introduccién

La existencia de puntos fijos para aplicaciones no expansivas que satisfacen
ciertas condiciones especiales en espacios métricos convexos ha sido estudiada
extensivamente en [1], [2], [4], [5], {7} En este articulo generalizaremos uno
de los resultados mas importantes [5 th. 1.6] [4 th. 2.1] para una clase de
aplicaciones no continuas que incluyen como caso especial a las aplicaciones no
expansivas.

Definicién 1.1. Sean (FE,d) un espacio métrico e I el intervalo cerrado

{0,1]. Una aplicacién continna W : E x E X I — E se llama una estructura

conveza sobre E sipara todo (z,y,A\) € E x E x I se cumple la condicién
d(a, W(x,y,N) < Md(a,z) + (1 - N)d(a,y)

para todo a € E.
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Si el espacio métrico {E, d) esta dotado de una estructura convexa, se llama un
espacio métrico convero. Representamos este espacio por la notacién (E.d. 1)

Ejemplo 1.1. Un espacio de Banach, o cualquiera de sus subconjuntos con-
vexos, €s un espacio métrico convexo donde su estructura convexa esta deter-
minada por la aplicacién W(z,y,A) = Az + (1 — N)y.

Definicién 1.2. Sea (E,d,W) un espacio métrico convexo. U'n subconjunto
no vacio K de E sellama convero si W(r,y,\) € K siempreque r.y € A’
y Ael

Takahashi en [8] demostré que la bola abierta B(x,r) = {: € E : d(x.2) <1}
y la bola cerrada Blr,r] = {# € E : d(r,z) < r} son conjuntos convexos
¥ que la interseccion de cualquier familia de subconjuntos convexos de E es
también un conjunto convexo.

Definicién 1.3. Sea (E,d,W) un espacio métrico convexo. La envolvente
convera de un subconjunto A C E, Co(A) es la interseccién de todos los
subconjuntos convexos de FE que contienen a A. La envolvente convexa
cerrada C'o(A) es la interseccién de todos los subconjuntos cerrados y convexos
que contienen a A.

2. Puntos fijos para algunas aplicaciones de la clase D(a,b,¢)

Sean (E,d) un espacio métricoy K un subconjunto de E. Como en [6],
establecemos que una aplicaciéon T : K — K pertenece a la clase D(a,b,c)
sobre K si satisface la condicién

d(Tx.Ty) < ad(z,y) + bld(z, Tz) + d(y, Ty)] + cld(z, Ty) + d(y, Tz)]

para todos z,y € K, donde a,b,c son nimeros no negativos.

Observamos que si b =c =0 y a = 1 obtenemos las aplicaciones no
expansivas sobre K.

Sea T : E — E una aplicacién del espacio métrico (E,d) sobre si mismo.
Para cada 2 € E definimos su 6rbita O(z) como el conjunto O(z) =
{2, Tz, T?z,..}. Ademds, representamos el didmetro de la érbita O(2)
por D(O(z)) = sup{d(T"2,T™z) : n,m € N}. La funcién p definida por
p(z) = D(0O(2)), z € E se llama la funcién orbital diametral asociada con T.

Sea Pr = {z € E: p(z) >0}. Observamos quesi Pr =0, T es la aplicacién
idéntica sobre E.
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Definicién 2.1. Sea (F,d) un espacio métricoy T : £ — F una aplicacién
de E sobre si mismo. Decimos que T tiene una funcion orbital diametral
decreciente sobre E si para todo subconjunto no vacio, T-invariante y acotado
A de E talque ANPr #0, existe z) € A tal que p(z1) < D(A).

Ejemplo 2.1. La aplicacién T :[0,1] — [0,1] definida por

r J;” si 0<z< —1-
5 3
T 1 2
= 1 - < < -
reo] 1 733753
= o o 2
§ S1 -3- S r<l1
1
L6 si z=1
1 1 29 : o7 : :
pertenece a la clase D(§’ 3’ %) y tiene una funcién orbital diametral

decreciente.

Definicién 2.2. Sea (FE,d) un espacio métrico. La aplicacion T: E — E
tiene didmetro orbital decreciente sobre FE si para cada z € E tal que
D(0O(z)) >0 se cumple que lim D(O(T™z)) < D(O(2)).

n— 00

Veamos que el concepto de aplicacién con funcién orbital diametral decreciente
sobre E generaliza el concepto de aplicaciéon que tiene diametro orbital decre-
ciente sobre E. En efecto, sea T : E — E una aplicacién que tiene didametro
orbital decreciente. Si A es un subconjunto no vacio, T-invariante y acotado
de F talque ANPpr#0, hayun 2 € A tal que p(2) >0 ycomo T tiene
didmetro orbital decreciente sobre E, nlin;o D(O(T™z2)) < p(z). Luego existe
21 =T™2€ O(z) C A tal que p(z1) < D(O(2)) < D(A). Por lo tanto T
tiene una funcién orbital diametral decreciente sobre FE.

Definicién .2.3. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio métrico
convexo (FE,d,W). Decimos que M tiene la propiedad (C) si para toda
cadena decreciente (K;);c; de subconjuntos no vacios, cerrados y convexos de
E talesque K;NM # 0 paratodo i€ I, setiene que (NK;)NM #0.

Un teorema de Smulian [4] muestra que un subconjunto convexo de un espacio
de Banach tiene la propiedad (C) siy sdlo si es débilmente compacto.

El teorema siguiente generaliza los teoremas 1.6 de [5] y 2.1 de [4].
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Teorema 2.1. Sean (E,d,W) un espacio métrico convexoy K un subcon-
junto no vacio, acotado, cerrado y convexo de E. Sea M un subconjunto de
E que tiene la propiedad (C). Si T: K — K es una aplicacién de la clase
D(a,b,¢) con a+ 3b+ 3c <1 que satisface:

(i) T tiene una funcion orbital diametral decreciente sobre K,

(ii) Para cada z € K, Co(O(z))NM #£ 0,
entonces existe un punto z, € M tal que Tz, = z,. Ademads este punto es
unico si o # 1.

invariante y AN M # 0;. Como K € J la coleccién J es no vacia. Sobre
3 definimos una relacién de orden parcial mediante A < B si y sélo si
B c A. Como M tiene la propiedad (C), por el lema de Zorn hay un
elemento maximal K; en J que resulta minimal con respecto a la inclusién
de conjuntos.

Demostracion. Sea 3 = {A C K : A es no vacio, cerrado, convexo, T —

Si demostramos que p(z) =0 para todo z € K, por la condicién (ii) existe
al menos un punto z, € M tal que Tz, = z,.

Supongamos que existe x € K; tal que p(z) >0. Luego KiNPr # ¢ y como
K, es no vacio, acotado y T-invariante, por la condicién (i) existe 2, € K,
tal que p(21) < D(K;). Eljjamos r >0 tal que p(z1) <r < D(K,) y
definamos U = {2 € K; : d(T™z;, 2) < r para casi todo n € N}. Probaremos
que U € 7.

Observamos que U # ) pues 2; € U. Veamos ahora que U es T-invariante.
Sea 2z € U; como K, es T-invariantey z € K; entonces Tz € K,. Ademas
como T € D(a,b,c) tenemos

d(T"2,,Tz) < ad(T" 121, 2) + bld(T™ 12, T"21) + d(z, T2)| +
c[d(T™ 1z, Tz) + d(z, T"2)]
<ad(T" Y2y, 2) + bd(T™ 12y, T"2y) + d(2, T"21) + d(T" 2, T2) |+
cld(T" 12, T"z) + d(T" 2, Tz) + d(2, T" 2,)]

veomo 23 EU y p(2) <7 entonces (1—b—c)d(T"z,Tz) < (a+2b+ 2¢c)r
para casi todo n € N, y dado que a 4 3b+ 3¢ <1, concluimos que

a+2b+ 2

Tz, Tz) <
d( 1LT2) < 1-b—c

r<r

para cast todo n € N. Por lotanto 7z € U v U resulta T-invariante.



PUNTOS F1JOS PARA OPERADORES EN ESPACIOS METRICOS CONVEXOS 53

Probemos enseguida que U es convexo. Como U C K; y K, es convexo,
entonces para todo 2z, 2/ € U y A€ I tenemos que W(z,2',)\) € K;. Ademas
como (E,d,W) es un espacio métrico convexo, por la definicién de U tenemos
que

d(T" 2, W(z,2',A)) S M(T"21,2) + (1 = Nd(T"2, 2y < o+ (1 =N)r =7

para casi todo n € N, lo que prueba la convexidad de U.

Veamos que U es cerrado. Sea (z) una sucesién en U que converge a z.
Como UCK, y K; escerrado, z € K;. Ademaés para todo ¢ >0 existe
N, € N tal quesi m > N, entonces d(T"z;,2) < d(T"zy,2m) + d(2m,2) <
r+¢ paracasi todo n € N. Luego d(T"2z,2) < r paracasitodo n€ N, lo
que prueba que 2 €U y U es cerrado.

Finalmente, como 2; € U, U es cerrado, convexo y T- invariante entonces
Co(O(z1)) C U, y por la condicién (ii) @ # Co(O(z))NM C UNM. Luego
UNM#® y UeT como queriamos demostrar.

Por la minimalidad de K, tenemos que U = K;. Sea S = {z € K; :
K C Blz,r]}. Probaremos que S € 3. Veamos primero que S # 0. Si
p € Ky =U entonces d(T"2z,p) < r para casi todo n € N. Por lo tanto
existe N; € N tal que O(T"z,) C Blp,r] paratodo n > N; y como Bp,7]
es cerrado y convexo entonces Co(O(T"z,) C Blp,r] para n > Nj.
Consideremos el conjunto H = Ny,>1Co(O(T"2;)) N K, N M. Como 2z € K,
y K es cerrado, convexo y T-invariante entonces Co(O(T"z)) C K;
para todo m > 1 y como M tiene la propiedad (C) tenemos que H ==
Mn>1Co(O(T"21)) N M # 0.

Sea u € H. Por nuestra discusién anterior u € B [p,7] paratodo pe K, y
en consecuencia p € Blu,r] paratodo p € K, luego K, C Blu,r], o sea
ueSy S#0D.

Veamos ahora que S es convexo. En efecto,si z, 2/ € S y X € I, entonces
ot

W(z,z',\) € K; pues SCK; v K; esconvexo. Ademaés para cualquier
p € K; tenemos

d(p,W(2,2',A)) < Md(2,p) + (1 = N)d(2',p) SAr+ (1 =N =r
lo que prueba que K; C B[W(z,z,\),7], luego W(z,2’,\) € S v S es
convexo.

A continuacién veamos que S es cerrado. Sea (z,,) una sucesién en S
que converge a z. Como S C K, v K; es cerrado entonces z € Kj.
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Ademas, para todo £ > 0 y cualquier p € K, existe N, € N tal que si
m > N, entonces d(z,p) < d(z,2m,) + d(2m,p) < € +r. Luego para todo
p € Ky, d(z,p) <r osea K, C Bfz,r] y en consecuencia z€ Sy S es
cerrado.

Demostremos por contradiccién que S es T-invariante. Supongamos que
existe 20 €S talque Tz ¢ S. Si y€ F = B[Tz;,r]NK; entonces
d(Ty, T22) < ad(y, z2) +bld(y, Ty) + d(22, Tz2)] + cld(y, T22) + d(z2, Ty)|
< ad(y, z2) + bld(y, Tz2) + d(T'22, Ty) + d(22, T22)]+
C[d(y, TZ2) + d(ZZv Ty)]

luego

(1-0)d(Ty, Tz) < ad(y, z2)+bld(y, Tzz) +d(22, Tz3)| +cld(y, Tz2) +d(z2, Ty))

ycomo 22 €S, Ty, Tz € K, se sigue que

d(Ty, Tz) < (“—“leb_—i—“;]-clr <r

Luego Ty F y F es T-invariante.

Como F es cerrado, convexo y T-invariante; y ademas T'22 € F entonces
Co(O(Tz)) C F y por la condicién (ii) Co(O(Tz2))NM # 0, luego FNM #
Q. Ademss, como Tz ¢ S, existe t € K; tal que d(t,Tz) > r. Luego
t ¢ F. Por todo lo anterior tenemos que F' es un subconjunto propio de K
que pertenece a la clase J, lo cual contradice la minimalidad de K;. Por lo
tanto S es T-invariante.

Como S #0 y T-invariante, por la condicién (ii), SNM # 0. Luego S € 7.
Por la definicién de S y la eleccién de r tenemos que D(S) < r < D(K;).

Luego S es un subconjunto propio de K, lo cunal contradice nuevamente la
minimalidad de Kj;.

Por lo tanto no puede existir x € K; tal que p(x) > 0 y en consecuencia
p(x) =0 paratodo x € K;. De esta forma tenemos que Tz =z para todo
x € K; y por la condicién (ii) existe al menos un 2z, € M tal que Tz, = z,.

Por 1ltimo, probaremos ahora que si a # 1 el punto fijo es tinico. En efecto,
si suponemos que u,v son puntos fijos diferentes de T tenemos

d(u,v) < ad(u,v) + 2¢cd(u, v) = (a + 2¢)d(u, v) < d(u,v)

lo que es contradictorio.
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