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— CONSISTENCIA DE LOS SISTEMAS LD5 A LD10

MANUEL SIERRA ARISTIZABAL(*)

Resumen. Los sistemas proposicionales LD5,..., LD10 soportan una forma
general de la paradoja de Russell y son —consistentes.

Abstract. The propositional systems LDS,..., LD10 support a general form of
Russell paradoz and are — consistent.

Keywords. Russell paradoz, — consistent, contraction, simplification, modus
ponens.

1. Introduccién

Sea T una teoria que tiene una légica de base en la cual son validas la regla
de Modus Ponens A,A — B I B, la regla de contraccién A — (A — B) F
A — By la regla de simplificacion A « B+ A — B, B — A, ademés de
las reglas de especificacién para los cuantificadores, si en T vale el esquema
El. 3zVz(x € z & a(z)), entonces T es inconsistente (demuestra todas sus
sentencias), este hecho es conocido como la paradoja de Curry.

Prueba:

1. Vz(r € z = (z € z — B)) E1l con B sentencia

2.Vr(z €z (x €z — B)) Especificacién existencial en 1
3.2€zo(z€2— B) Especificacién universal en 2
4.2€z—(2€2— B) Simplificacién en 3
5.(2€z2—B)—z€z2 Simplificacién en 3

(*)Texto recibido 2/08/99, revisado 6/03/00. Manuel Sierra Aristizabal, Departamento de
Matematicas, Universidad Nacional de Colombia; e-mail: msierra@matematicas.unal.edu.co
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6.2€z2— B Contraccién en 4
7.2€z2 Modus Ponens entre 5 y 6
8. B Modus Ponens entre 6 y 7

Podemos observar en particular, que en una teorfa T que tiene una logica de

base en la cual son validas la regla de Modus Ponens, la regla de contraccién y

la regla de simplificacién, si en T vale el esquema E2. A—- B~ (A— B)— B

para algin A, entonces T es inconsistente. En la légica clasica, cuando A es

R € Ry B es la falsedad, E2 es la paradoja de Russell R € R <« -R € R.
Prueba:

1. (A— B) < ((A— B) — B) E2 con B arbitrario
2.(A— B)— ((A— B)— B) Simplificacién en 1
3(A-B)—-B)—-(A—B) Simplificacién en 1

4 (A—-B)— B Contraccién en 2
5 A—B Modus Ponens entre 3 y 4
6. B Modus Ponens entre 4 y 5

Las Ldgicas Diagonales LD1 y LD2 construidas en [1], codifican la regla de
contraccién y soportan la codificacién de E2 sin perder la consistencia. Los
teoremas més elementales que genera el sistema LD2 son de la forma A — B,
por lo que la —consistencia (existencia de al menos una férmula A — B que
no es teorema) es el tipo de consistencia que debe considerarse.

En este trabajo se presentan por primera vez los sistemas —-consistentes
LD5, ..., LD10, los cuales codifican las reglas de contraccién, simplificacién,
algunas formas débiles de modus ponens y E2.

2. Légica Diagonal LD1

El conjunto de férmulas es generado recursivamente a partir de los simbolos
primarios utilizando los conectivos - y =. La ldgica diagonal LD1 consta de los
siguientes 3 axiomas (notacién: AB = A- B, ABC = (AB)C):

Ax1 A(AB)=AB
Ax2 ABC=A(BC)
Ax3 A(ABC)=ABC
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Reglas de inferencia:

Tranl AB, BCH+ AC

Tran2 A=B, B=C+-A=C

Simet A=BFB=A

Mp A=B, A+B
Traducimos las férmulas diagonales en el célculo proposicional cldsico, inter-
pretando - como A y = como <, tenemos que las traducciones de los axiomas
son teoremas en el calculo proposicional clasico y la traduccién de las reglas de
inferencia produce reglas cldsicas que preservan validez. De lo anterior se infiere
que la traduccién de teoremas diagonales produce teoremas clésicos, tenemos
asi que LD1 no demuestra todas sus férmulas, es decir,
1. LD1 es consistente.
Podemos probar ademds que

2. Los axiomas son independientes [1].
3. La regla de sustitucidon por equivalencia no es vilida en LD1

(1].

3. Légica Diagonal LD2

El conjunto de férmulas, es generado recursivamente a partir de los simbolos
primarios utilizando los conectivos diagonales -, —, —, =. La l6gica diagonal
LD2 consta de los siguientes axiomas:

Al A—-A-B=A-B
A2 AB—-C=A—-B-C
A3 A—-AB-C=AB-~C
Donde las letras mayisculas son férmulas generadas por - y —, omitimos los
paréntesis para indicar asociatividad a la izquierda, omitimos -, = ser4 el conec-
tivo principal seguido por —.
LD2 utiliza las siguientes reglas de inferencia:

Tran — A-B, B-CFHFA—-C

Tran = A—-B=C—-D,C-D=E—-FFA—-B=E—F
Simet= A—A'=B-B'+FB—-B'=A-A’

Mp = A—-A'=B-B,A—-A'+B—-PB

Red: ABFA. AB+HB

Imp- A-B—-CFAB-C

Imp — AB-C-(A-B)FA-B—-C-(A-B)
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Mpl- A—B, AB5A-CFA-C
Mp2: A—C,AC—AB-DFAB—D

LD2 puede reducirse a LD1 (extendida con la regla de reduccién) si se inter-
pretan — y — como -. por lo tanto:

4. LD2 es consistente.

5. La regla de sustitucion por equivalencia no es valida en LD2.
6. Los axiomas son independientes.

4. LD2 Extendida y la paradoja de Russell

El sistema LD2.1 se obtiene al extender LD2 con el axioma A4:
A - B=A -B — B (este axioma estd codificando en forma abstracta la
paradoja de Russell), el sistema LD2.2 se obtiene al extender LD2.1 con la
regla Simp=:A—-B=C—-DFA—-B — C— D, es decir,

LD2.1 =LD2+ A4
=Al1,A2,A3, A4, Tran =, Tran —, Simet =, Red-, Imp-,Imp —,
Mp =,Mpl.,Mp2.
LD2.2 =LD2.1+ Simp =
= A1,A2,A3,A4, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Red-, Imp-,
Imp —,Mp =,Mpl-, Mp2-.
LD2.3 =LD2 + Simp =
= Al1l,A2, A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Red-,Imp-,
Imp —,Mp =, Mpl-, Mp2-.
LD2.4=LD2-Mp =
= Al1,A2,A3, Tran =, Tran —, Simet =, Red-, Imp-,Imp —,
Mpl,Mp2-.
LD2.5 =LD2 - Imp —
= A1,A2,A3,A4,Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Red-, Imp-,
Mp =,Mpl., Mp2-.

Traducimos las férmulas de LD2 en el cilculo proposicional clasico, interpre-
tando - como A, = como <, — y — como — (a esta traduccién la llamaremos
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en lo que sigue Interpretacién Natural)!. Las traducciones de los axiomas
son teoremas en el cdlculo proposicional cldsico, la traduccién de las reglas de
inferencia produce reglas cldsicas que preservan validez. De lo anterior se in-
fiere que la traduccién de teoremas de LD2 produce teoremas cldsicos, como
en general la traduccién de A — B no es un teorema clésico, tenemos que L.D2
no demuestra todas las férmulas de la forma A — B y por lo tanto,

7. LD2 es — consistente.

Puesto que LD2.1 admite la interpretacién de = como «, de -, — y — como A en
el célculo proposicional cldsico (interpretacién que en lo que sigue llamaremos
Interpretacién en Conjuncién)?, tenemos que la traduccién de A — B no
es un teorema clasico, y asi LD2 no demuestra todas las férmulas de la forma

IINTERPRETACION NATURAL
Sean A y B férmulas arbitrarias, ¢ una férmula atémica,

a*=a
(A-B)* = A* A B
(A= B)* = A*  B*
(A— B)*=A*"->B"
(A—B)* = A* — B*
(AF B)* = A* ko B*

Obtenemos la siguiente interpretacién de los axiomas y reglas de inferencia:

(escribimos A, B, C, D en vez de A*, B*, ¢*, D* y |- en vez de F¢jas)

(A1)*: (A— B)«~ (A—> (A—- B)) (Ala)* : (A — B) — (A— (A — B))
(Alb)* : (A — (A - B)) —» (A — B) (A2)*: ((AAB)—>C)—= (A—>(B—0))
(A2a)*: (A—>(B—-C))—» ((AANB)—-C) (A2b)*:((AAB)—C)—(A—(B—0C))
(A3)* : (A—((AAB)—C))—((AAB)—C) (A3a)*: (A— ((AA B)— C))— ((AA B)— C)
(A3b)* : ((AAB)—>C)—> (A—> ((AANB)—>C)) (A4)*: (A—> B)~ ((A—- B)— B)
(Ada)* : (A— B) = ((A— B) — B) (Adb)* : ((A— B)—> B)— (A— B)
(Tran=)*: (A—>A)~» (B—-B),(B-B)o(Co>CYFA—-A)-(C-C")
(Tran—>)*:A— B, B>CFA-C

(Simet =)*: (A > B)«~ (C > D)F(C — D)~ (A— B)

(Simp =)*: (A— B) <~ (C - D)F(A— B) - (C — D)

(Red)*: AANBF A AAB+B

(Imp —)* : (AA B) = (C = (A = B)) F (A — B) — (C — (A - B))
(Imp)*:(A—-B)—-CF(AAB)—C
Mp=)*:(A-B)~(C—-D),A—->B+-C—D
Mp—-)y:A—-B(A—-B)—»(C—-D)rC—-D
Mp1—-)*:A—-B,(A—->B)—»(A-C)FA-C
Mp2-)*:A-C,(A—-C)—((ANB)— D) (AAB)— D
Mp3=):A—-B,(A-B)»(A—-C)FA-C

Mpa=)*:A—-C,(A-C)~ ((AANB)—=D)F(AAB)— D
Mp1:y*:A—-B,(AAB)—» (A—-C)FA-C
(Mp2)*:A—->C,(AANC)— ((AANB) > D)F{(AAB) — D.

2INTERPRETACION EN CONJUNCION
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A — B, por lo tanto,

8. LD2.1 es — consistente.
Adema3s,
9. LD2.3 y LD2.4 son — consistentes porque admiten la interpreta-
cién natural.
Pero,
10. LD2.2 y LD2.5 son — inconsistentes (no son — consistentes).

Sean A y B férmulas arbitrarias, a una férmula atémica,

a*=a
(A-B)" =A"AB*
(A=B)" = A* < B*
(A— B)" = A*AB*
(A-B)*=A"AB*
(AF B)* = A” ks B*

Obtenemos la siguiente interpretacién de los axiomas y reglas de inferencia:
(escribimos A, B, C, D en vez de A*, B*, ¢*, D* y |- en vez de F(Jas)

(A1)*: (AAB) = (AA(AA B)) (Ala)* : (AAB)A(AA (AN B))
(A1b)* : (AA(AAB))A(AAB) (A2)* : ((AAB)AC) & (AA(BAC))
(A2a)* : (AA(BAC))A((AAB)AC) (A2b)* : ((AAB)AC)A(AA(BAC))

(A3)* : (AA((AAB)AC)) < ((AAB)AC) (A3a)* : (AA({(AAB)YAC)A((AAB)AC)
(A3b)* : ((AABYACYA(AAN((AAB)AC)) (A4)* : (AAB) = ((AAB)AB)
(Ada)* : (ANB)A((AAB)AB) (A4b)* : ((AAB)AB)A(AAB)
(Tran =)*: (AAA') = (BAB'),(BAB') = (CAC)F (AAA) o (CAC)
(Tran —)* : AAB, BACFAAC

(Simet =)*: (AAB) = (CAD)F (CAD) < (AAB)

(Simp =)*: (AAB) & (CAD)F (AAB)A(CAD)

(Red')* : AANBF A AANBF B

(Imp —)* : (AAB)A(CA(AAB))F(AAB)A(CA(AAB))

(Imp-)* : (AAB)ACF (AAB)AC
(Mp=)*:(AAB) < (CAD),AAB+CAD

(Mp —=)*: AAB,(AAB)A(CAD)FCAD

(Mpl1 —)*: AAB,(AAB)A(AAC)FAANC

(Mp2 —)*: AANC,(AANC)A((AAB)AD)F(AAB)AD
(Mp3=):AAB,(AAB) = (AAC)F ANC

(Mp4=)*: ANC,(AAC) —~ ((AABYAD)F (AAB)AD

(Mpl)* : AAB,(AABYA(AAC)FANC

(Mp2)* : ANC,(ANCYA((AANB)AD)F (AAB)AD.
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Prueba:
1.A—-B=A-B—B A4
2A-B—-A-B-B Simp =en 1
33JA-B~A-B-B=A-B—B Al
4. A-B—-B Mp =entre2y 3
55.A-B—-B=A—B Simet = en 1
6.A—-B Mp =entredy 5

Con el fin de evitar este tipo de inconsistencia, construimos nuevos sistemas
debilitando Mp =.

5. Nuevos sistemas de légica diagonal

Buscamos sistemas — consistentes que contengan A4 y Simp =.

5.1 Sistema de légica diagonal LD3

LD3 =LD2.3 - Red: -Imp —» —Mpl - ~-Mp2-
= Al,A2, A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =,Mp =.
LD3.1 =LD3 - Simp =
= A1,A2 A3, Tran =, Tran —, Simet =, Mp =.
LD3.2 =LD3 - Mp = +Mpl — +Mp2 —
= Al1,A2, A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mpl —,
Mp2 — .

Donde:

Mpl —: A-B A-B-A-CFA-C
Mp2 —: A—-CA-C—-AB-D+-AB-D

El sistema LD3.3 se obtiene de LD3.2 cambiando los axiomas por sus conse-
cuencias al utilizar la regla simp= y eliminando las reglas simp=, simet= y
tran=:

LD33=LD3.2=
= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Tran —,Mpl —,Mp2 — .
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Donde:

Ala: A-(A-B)—A-B
Alb: A-B—A-(A-B)
A2a: AB-C—-A-(B-C)
A2b: A-(B-C)— AB-C
A3a: A-(AB-C)—-> AB-C
A3b: AB-C—-A-(AB-C)

LD3.4 = LD3.3Mpl — -Mp2 — +Mpl - +Mp2 - +Imp-
= Ala,Alb,A2a,A2b,A3a,A3b, Tran —,Mpl-, Mp2-,Imp -

Observamos que

11. LD3, LD3.1, LD3.2, LD3.3 y LD3.4 son — consistentes puesto
que admiten la interpretacién natural.
Como LD3, LD3.1, LD3.2, LD3.3 y LD3.4 son reducciones de LD2.3,
podemos asegurar que

12. En LD3, LD3.1, LD3.2, LD3.3 y LD3.4 los axiomas son inde-
pendientes.

5.2 Sistema de légica diagonal LD4
Construimos el sistema LD4 agregando el axioma A4: A—- B=A-B— B
a LD3.

LD4 =LD3 + A4
= A1,A2 A3,A4,Tran =, Tran —, Simet =,Simp =,Mp =.
LD4.1 =LD4 — Simp =
=A1,A2 A3,A4, Tran =, Tran —,Simet =,Mp =.

Observamos que al contrario de LD3 y LD3.1, los sistemas LD4 y LD4.1 no
admiten la interpretacién natural, puesto que la traduccién de A4: A — B «
(A — B) — B no es teorema clésico, tenemos asi que

13. A4 es independiente en LD4 y en LD4.1.
Los sistemas 1.L1)3.1 y LD4.1 admiten la interpretacién en conjuncién,
al contrario de LD3 y LD4 ya que la traduccién de Simp=: AA B «
CADF AANBACAD no es una regla cldsicamente valida, es decir
14. Simp= es independiente en LD3 y en LD4.
Por otro lado, la prueba de — inconsistencia de LD2.2 vale en LD4, por
lo que
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15. LD4 es — inconsistente (no es — consistente).

Pero

16. LD4.1 es — consistente ya que admite la interpretacién en con-

juncién.

5.3 Modus Ponens en LD3.0

Construimos el sistema LD3.0 eliminando Mp= de LD3, LD3.0 es el sistema
base para estudiar las reglas de modus ponens Mp=, Mp—, Mpl—, Mp2—,
Mpl-, Mp2-, Mp3= y Mp4=.

LD3.0 =LD3Mp =.
= A1,A2,A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp = .

Mp =:
Mp —:
Mpl —:
Mp2 —:
Mp3 =:
Mp4 =:

Obtenemos las siguientes conexiones:
Notacién: + R significa que la regla R es derivada en el sistema LD3.0.

17. - Mpl — sii - Mp3 =

Prueba:

W N =

[ &= SRR =

A— B
A-B—-A-C
A—-B=A—-A-B
A—- A-B

LA A-C
A—-A-C=A-C
A—-C

.A—- B
.A—-B=A->C
.A-B—-A-C
LA C

A-BA-B=C—->DFC—-D
A-BA-B—-C-D-C—D
A—-BA-B—-A-CFHA->C
A—-CA-C—-AB-D-FAB—-D
A—-BA-B=A—-CFA-C
A—-CA-C=AB—-DF-AB—D

Premisa

Premisa

Al y Simet =
Mp3=entre 1 y 3
Tran— entre 4 y 2
Al

Mp3= entre 5y 6

Premisa

Premisa

Simp= en 2
Mpl— entre 1 y 3
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18. Si - Mp3= y - Mp4= entonces - Mp2—

Prueba:
1. A—-C Premisa
2.A-C—AB-D Premisa
3.LA-C=A—-4-C Al y Simet =
4. A—>A-C Mp3=entre 1 y 3
5 A—AB-D Tran— entre 4 y 2
6.A—- AB—-D=AB— D A3
7. AB— D Mp4=entre 5y 6

19. + Mp2— implica - Mp4=
Prueba:
1. A-C Premisa

22.A—-C=AB—- D Premisa
3.A-C—-AB-D Simp= en 2
4. AB— D Mp2— entre 1y 3

Podemos concluir que
20. - Mpl— y - Mp2— sii - Mp3=y  Mp4=
Como Mp3= y Mp4= son formas débiles de Mp=, tenemos

21. + Mp= implica - Mpl— y - Mp2— y  Mp3= y + Mpd=

Con base en los resultados anteriores, buscamos construir sistemas un poco
mas débiles que LD4 que sean — consistentes.

Podemos observar que la prueba dada de — inconsistencia de LD4 no es
vélida si cambiamos Mp = por Mp — 1 y Mp2 — o por Mp3= y Mp4=.
Conjeturamos que este debilitamiento de LD4 es — consistente. Continuamos
entonces la construccién de légicas diagonales a fin de estudiar esta conjetura.

5.4 Sistemas de légica diagonal LD5
El sistema LD5 se obtiene cambiando en LD4 la regla Mp= por las reglas
Mpl— y Mp2—:
LD5 = LD4 — Mp = +Mpl — +Mp2 —
=LD3 + A4 — Mp = +Mpl — +Mp2 —
=LD3.2 + A4
= A1,A2,A3,A4,Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mpl —,
Mp2 — .
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LD5.1 = LD5 — Simp =
=LD4.1 - Mp = +Mpl — +Mp2 —
=A1,A2,A3,A4, Tran =, Tran —, Simet =, Mpl — , Mp2 —

Puesto que LD5 y LD5.1 son mas débiles que LD4, tenemos que:

22. Simp= es independiente en LD5 y no es derivada en LDS5.1.
23. A4 es independiente en LD5 y en LD5.1
Ademss,
24. LD5.1 es — consistente puesto que admite la interpretacién en con-
juncién.

5.5 Sistema de légica diagonal LD6

El sistema LD6 se obtiene de LD5 cambiando los axiomas por sus conse-
cuencias al utilizar la regla simp= y eliminando las reglas simp=, simet= y
tran=:

LD6 =LD5- =
= Ala,Alb, A2a, A2b,A3a, A3b, Ada, A4b, Tran —,Mpl —,
Mp2 — ..
Donde

Ada: A-B—-A-B-B
Adb: A-B-B—-A—-B

LD6 admite la siguiente interpretacién: — y - como A, — como — en el calculo
proposicional clasico (en lo que sigue llamaremos a esta lectura Interpretaciéon
en Implicacién-Conjuncién)?, por lo tanto:

25. LD6 es — consistente.

SINTERPRETACION EN IMPLICACION CONJUNCION
Sean A y B férmulas arbitrarias, a una férmula atémica,

a*=a
(A-B)* =A*AB*
(A=B)*=A* - B*
(A— B)*=A*AB*
(A-B)* =A*AB*
(AF B)' = A" ks B*

Obtenemos la siguiente interpretacién de los axiomas y reglas de inferencia:
(escribimos A, B, C, D en vez de A*, B*, ¢*, D* y O en vez de O)a5)
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26. LD5 es — consistente ya que si no lo fuese, entonces existiria una
prueba P = P1,...,Pn con algin Pk = A4 y algin Pt = Simp= y
Pn = A — B para A y B arbitrarios, si en tal prueba cambiamos los
axiomas de LD5 por los correspondientes axiomas de LD6 y las férmulas
A—-B=C—-DporA—-B—-C—-DyC-D— A- B, tendriamos
que Tran= se reduce a Tran—, Simet= se reduce a la eleccién de las
formas a 6 b de los axiomas de LD6, Simp= no tiene aplicacién puesto
que en la prueba no figura =. Tendriamos entonces una prueba P’ cuyo
ultimo paso es A — B para A y B arbitrarios, es decir, tendriamos una
prueba de la — inconsistencia de LD6, lo cual sabemos es imposible.

En LD2, LD2.1, LD2.2, LD2.3 y LD2.4 ademas de la regla Imp- tenemos otras
formas del Modus Ponens:

Mplt.: A—-B, AB—-A-CFHA-C
Mp2-: A— B, AB—- AC—-DFAC—-D
Imp-: A-B—->CFAB—-C

Como consecuencia inmediata tenemos que

27. En LD2, LD2.1, LD2.2, LD2.3 y LD2.4 las reglas Mpl—,
Mp2—, Mp3= y Mp4= son derivadas.

(A1)*: (A — B) — (A — (AA B)) (Ala)* : (AAB) — (AN (AAB))
(A1b)* : (AA(AA B)) — (AA B) (A2)* : ((AAB) = C) « (A— (BAC))
(A2a)* : (AA (BAC)) — ((AAB)AC) (A2b)* : (AAB)AC) — (AA(BAC))

(A3)*: (A — ((AAB)AC)) « ((AAB) - C) (A8a)*: (AN(AAB)AC)) = ((AAB)AC)
(A3b)* : ((AABYAC) > (AAN((AAB)AC)) (A4) : (A — B) = ((AAB)— B)
(Ada)* : (AA B) = ((AA B)AB) (Adb)* : ((AA B) A B) — (AA B)
(Tran=)*: (A—-> A)— (B> B),(BoB)=(C—>C)YF(A—- A)—(C—C")
(Tran —)*: A—- B, B>CFA-C

(Simet =)*: (A — B) < (C - D)+ (C — D) - (A— B)

(Simp =)*: (A - B) «+ (C - D)+ (AAB) — (C AD)

(Red)*: AABF A AANBFB

(Imp —=)*: (AAB) - (CA(AAB))F(AAB)— (CA(AAB))
(Imp:)*: (AAB) - CF(AAB)—C
Mp=)*:(A-B)—~(C—->D),A—-B+C—D

Mp—-):A—-B,(ANB)— (CAD)FC —D

(Mpl >)* : A — B,(AAB) = (AAC)F A—C

Mp2 —-)*: A—-C,(AANC)— ((AANB)AD)F (AAB)—> D
Mp3=)*:A>B,(A>B)«(A-C)FA—-C

Mp4=*: A-C,(A—-C)— ((AAB)—- D)F (AAB)— D

(Mp1.)*:A— B,(AAB) > (AAC)FA-C

(Mp2)*: A—C,(AANC)Y— ((AAB)AD)F (AAB) — D.
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Prueba de Mp1-—:

1.A—- B Premisa
22A-B—->A-C Premisa
3.AB—-A-C Imp: en 2

4. A—-C Mpl- entre 1 y 3

Las pruebas Mp2—, Mp3= y Mp4= son similares.

5.6 Sistema de légica diagonal LD7

Con base en lo anterior, construimos el sistema LD7, eliminando Mp= e
Imp— de LD2 y agregando A4 y Simp=, es decir, cambiando en LD5 MP1—
por Mpl- y MP2— por Mp2- y agregando las reglas Red- e Imp-:

LD7 =LD5 — Mpl — —Mp2 — +Mpl - +Mp2 - +Red - +Imp-
=LD2 - Mp = +A4 + Simp = ~Imp —
=LD2.1 - Mp = +Simp = -Imp —
=LD24+ A4 + Simp = -Imp —
= Al1,A2 A3,A4,Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mp1.,
Mp2-,Red-,Imp -.
LD7.1 =LD7A4
= Al,A2 A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mpl-, Mp2-,
Red-;Imp-.
LD7.2 =LD7 — Simp =
= Al,A2 A3,A4,Tran =, Tran —, Simet =, Mp1l., Mp2-, Red.,
Imp-.

Tenemos que:

28. LD7.1 es — consistente ya que admite la interpretacién natural.

29. LD7.2 es — consistente ya que admite la interpretacién en con-
juncién.

30. A4 es independiente en LD7 puesto que al contrario de LD7.1, A4
no admite la interpretacién natural.

31. Simp = es independiente en LD7 puesto que al contrario de LD7.2,
Simp= no admite la interpretacién en conjuncién.

5.7 Sistema de 16gica diagonal LD8
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Construimos el sistema LD8 cambiando Mpl— y Mp2— en LD6 por Mpl-
y Mp2- y ademés agregando las reglas Red: e Imp-:

LD8 = LD6 — Mpl —» —Mp2 — +Mpl - +Mp2 - +Red - +Imp-:

= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, A4b, Tran —, Mpl., Mp2.,

Red-,Imp -.

Tenemos que:

32.

33.
34.
~.es-decir, no vale el reciproco de 21.

35.

36.

LD8 es — consistente ya que admite la interpretacién en implicacién-
conjuncioén.
LD7 es — consistente, para probarlo utilizamos la misma técnica
que se utilizé para probar la — consistencia de LD5, basta cambiar en
dicha prueba LD5 por LD7 y LD6 por LD8.

Por otro lado, puesto que LD4 es — inconsistente y LD5 es — con-
sistente tenemos que
+ Mpl —,F Mp2 —,+ Mp3 = y - Mp4 = no implican - Mp =,

.. Ademds como LD2.5 es — inconsistente y LD7 es — inconsistente,
tenemos que
Mp = no es derivada en LD7.
Concluimos asi que
+ Mpl—, v Mp2—, + Mp3=, + Mp4=, + Mpl- y + Mp2.,
no implican + Mp=, es decir, Mp= es estrictamente mas fuerte que
Mpl—, Mp2—, Mp3=, Mp4=, Mpl- y Mp2- en LD3.0.

5.8 Sistema de légica diagonal LD9
Construimos el sistema LD9 cambiando en LD7 Mpl- y Mp2- por Mpl— y

Mp2—:

LD9 = LD7 — Mpl - —-Mp2- +Mpl — +Mp2 —

[

LD2+ A4 -Mp =-Mpl:--Mp2- - +Mpl —» +Mp2 — —
Imp — +Simp =

Al,A2 A3,A4, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mpl —,
Mp2 —,Red:,Imp - .

D9.1 =LD9 - A4

= Al1,A2 A3, Tran =, Tran —, Simet =, Simp =, Mpl —,
Mp2 —,Red,Imp - .

.2 =LD9 — Simp =

= Al1,A2,A2, A4, Tran =, Tran —, Simet =, Mpl —,Mp2 —,
Red:,Imp - .
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Podemos observar que

37. LD9.1 es — consistente puesto que admite la interpretacién natural.

38. A4 es independiente en LD9 ya que LD9.1 admite la interpretacién
natural y A4 no la admite

39. LDY.2 es — consistente puesto que admite la interpretacién en con-
juncioén.

40. Simp= es independiente en LD9 ya que LD9.2 admite la inter-
pretacién en conjuncién y Simp= no la admite.

5.9 Sistema de légica diagonal LD10

Construimos el sistema LD10 cambiando en LD8 Mpl- y Mp2- por Mpl— = o

y Mp2—: &
&
LD10 = LD8 — Mp1 - ~Mp2 - +Mpl — +Mp2 — '4'
= Ala,Alb,A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, A4b, Tran — Mpbv‘—v
Mp2 —,Red-,Imp - . ’v'

41. LD10 es — consistente puesto que admite la interpretacién en im-
plicacién-conjuncién.

42. LD9 es — consistente para probarlo utilizamos la misma técnica que
se utilizé para probar la — consistencia de LD5, basta cambiar en dicha
prueba LD5 por LD9 y LD6 por LD10.

6. Resumen

6.1 Sistemas de deductivos LD1, ..., LD10

Ax1 : AB= A(AB) Al: A5 B=A > AB Ala:A-B— A-(A-B)
Alb: A-(A-B) » A-B  Ax2: ABC=A(BC) A2: AB»C=A—B-C
A2a: A-(B-C) —» AB-C A2b: AB-C — A-(B-C) Ax3:A(ABC) = ABC
A3: A—AB-C=AB—C A3a: A-(AB-C)—AB-C A3b:AB-C—A-(AB-C)
Ax4: AB= ABB A4:A—>B=A-B-5B Ada:A-B- (A-B)-B
Adb: (A-B)-B— A-B

6.2 Reglas de inferencia
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Tran=: A—- A’'=B—- B, B—»B=C—> CFA—- A=C—-C
Tran —: A— B, B— C- A— C Tranl : AB, BC- AC
Simet =: A— B= C— D C— D= A— B Simet: AB= CDI CD= AB
Simp =: A— B= C— DF A-B— C-D Red-: ABFA ABHFB
Imp — : AB— C-(A-B)- A-B— C-(A-B) Imp-: A-B— C- AB— C
Mp=:A—-B=C—-D,A—-B-C—D Mp —:A— B, A-B— C-DF C— D

Mpl — : A— B, A-B— A-C- A— C Mp2 — : A— C, A-C— AB-D- AB— D
Mp3=:A— B,A-B=A—-C-A—-C Mpda=:A—- C,A—»C = AB— D- AB—
Mpl-: A— B, AB— A-C- A— C Mp2-: A— C, AC— AB-D+ AB— D.

6.3 Sistemas deductivos

LD1 = Ax1, Ax21, Ax3, Tranl, Tran2, Mp, Simet.

LD2= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Red-, Imp-, Imp—, Mp=, Mpl.,
Mp2..

LD2.1= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Red., Imp-, Imp—, Mp=,
Mpl:, MP2..

LD2.2= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Red:, Imp-, Imp—,
Mp=, Mpl-, Mp2-.

LD2.3= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Red:, Imp-, Imp—,
Mp=, Mpl:, Mp2..

LD2.4= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Red., Imp-, Imp—, Mp1-, Mp2-.
LD2.5= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Red:, Imp-, Imp=,
Mpl-, Mp2-.

LD3= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mp=.

LD3.0= A1, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=.

LD3.1= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Mp=.

LD3.2= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mpl—, Mp2—.
LD3.3= Ala, A2a, A3a, Alb, A2b, A3b, Tran—, Mpl—, Mp2—.

LD3.4= Ala, A2a, A3a, Alb, A2b, A3b, Tran—, Mpl-, Mp2-, Imp-.

LD4= Al, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mp=.

LD4.1= Al, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Mp=.

LD5= Al, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mpl—, Mp2—.
LD5.1= Al, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Mpl—, Mp2—.

LD6= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, A4b, Tran—, Mpl—, Mp2—.
LD6.1= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Tran—, Mpl—, Mp2—.

LD7= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mpl-, Mp2- + Red-
+ Imp-.

LD7.1= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mp1-, Mp2- + Red- +
Imp-.

LD7.2= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Mp1-, Mp2- + Red- + Imp-.
LD8= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—, Mp1-, Mp2:, Red-,
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Imp-.

LD9= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mpl—, Mp2—, Red:,
Imp-.

LD9.1= Al, A2, A3, Tran=, Tran—, Simet=, Simp=, Mpl—, Mp2—, Red:,
Imp-.

LD9.2= A1, A2, A3, A4, Tran=, Tran—, Simet=, Mpl—, Mp2—, Red-, Imp-.
LD10= Ala, Alb, A2a, A2b, A3a, A3b, Ada, Adb, Tran—, Mpl—, Mp2—,
Red:, Imp-.

REFERENCIAS

1. M. Sierra, Légica Diagonal, Departamento de Matematicas y Estadistica, Universidad

Nacional de Colombia, 1996.
2. M. Sierra, Légica Diagonal, Boletin de Matematicas, Nueva Serie III (1996), no. 2.



