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Resumen. En este articulo se considera un teorema de convergencia para el
sistema de los gases isentrépicos, usando la teoria de la compacidad compensada.

Abstract. In this paper we consider a convergence theorem for the isentropic
equations of gas dynamics using the theory of compensated compactness
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1. Introduccién

En el presente articulo se usa la teoria de la Compacidad Compensada para
hallar una solucién débil del sistema
Pt + (pu)z =3 0)
1) (pu), + (pu* +p(p)), =0, P (p)>0

©) (b,w)]_ = (0 (@), u0 (),
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donde ug, po € L* (R) y po (z) > 0, para el caso particular en que p(p) = %7
(gas politrépico). Este sistema representa las leyes de conservacién de masa y
de momento para un gas isentrépico (entropia constante). Aqui p es la densidad
de masa, u es la velocidad y p es la presién. El sistema (1) puede ser considerado

en forma matricial como
(3) Ut + F (U)z -

el cual se ubica dentro de las ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

2. Preliminares

Una solucién débil para (3) es una funcién U(z,t) = (p(z,t), u(z,t)) medible
tal que U y F(U) estén en L}, (R x (0,00); R%) y

// {U6t<+F(U) }d:vdt+/ UoCdz = 0,

para toda ¢ € C§°(R x (0,00)), [7], [11].
Mediante el uso del método de la viscosidad nula se encuentran soluciones

aproximadas del sistema. El método consiste en perturbar el sistema U; +
F(U), = 0, obteniendo un sistema parabélico dado por

Ut + F(U)x = €Ux$,

encontrar soluciones U® para cada valor de €, construyendo asi la sucesién
{U¢} de soluciones aproximadas del sistema perturbado, luego extraer una
subsucesién {U¢*}, que converge en la topologia débil, ésto es U+ — U, [10].

El teorema de Tartar sobre medidas parametrizadas dice que dada una
sucesién {U¢} uniformemente acotada en L (2,R™) entonces existe una
subsucesién, que también se denota por {U¢}, y una familia de medidas de
probabilidad (medidas parametrizadas de Young) v,, z € , definidas sobre
R™ tales que si F € Cp, (R™) y

F(@) = v, F )
= [ Py,

entonces F (U¢) — F en L™ (2) débil*, [6], [12)].

Diperna demostré un gran teorema de existencia para 1 < v < %, con
y=1+ -2;25 y m > 1 entero, mediante el uso del método de la viscosidad nula
y la teoria de la Compacidad Compensada que es el caso que se analizara aqui.
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El Teorema de Diperna, afirma que en el caso en que se tenga una sucesién
de soluciones aproximadas {p®,u¢} tales que |p°||,, + l|v¢|l, < M, y, p* >0
entonces pasando a una subsucesién si es necesario, {p°,u} converge débil -x
hacia una solucién {p (z,t),u(z,t)} del sistema (1), (3], [4].

Este resultado es obtenido a través de un anélisis sobre el soporte de las
medidas de Young asociadas a la sucesién {p¢, u®}, como es usual en esta teorfa.
Pero especificamente el andlisis de Diperna muestra que el soporte de estas
medidas o se reduce a un punto o esta totalmente contenido en la recta p = 0.
Como las funciones no lineales en las varibles (p, ) que aparecen en el sistema
se anulan en {p = 0}, estas dos alternativas nos dan la convergencia débil -x de
{p%,u*} a una solucién débil del sistema.

El sistema (1) es equivalente a

pt +(m)s =0,

@) e+ (2 + ’0) =0

en coordenadas (p,m) donde m = pu representa el momento por unidad de
volumen.
En coordenadas lagrangianas (y,t) con y dado implicitamente por

z(y,t)
y= / p(s,t)ds,

el sistema (1) puede ser transformado en

UV — U =0
Y s

(5) w — P(v), =0,

donde v = /—1, es el volumen especifico.
El sistema (4) puede ser considerado en forma similar por

U, + VF(U)U, =0,

donde

_ p _ m _ 0 1
v=(n) FO=(2lwm) (g =)
cuyos valores propios son A\; =u —¢, Ay =u+c¢, conc=+/p'(p).

Definicién 1. Elsistema (3), es estrictamente hiperbdlico si para cada U € R?
la matriz 2 x 2 VF tiene autovalores reales y distintos A\ (U) < Ao(U).
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Definicién 2. Dado un sistema 2 x 2 estrictamente hiperbdlico, a las funciones
diferenciables o, 3, definidas en R?, cuyos gradientes Vo, V3 son autovectores
a izquierda de VF, es decir

VaVF = \Va, y, VBVF = XV(,

se les llama invariantes de Riemann.

Los invariantes de Riemann del sistema (3), son

0 o
(6) a=u—-—, ,8=u+7,

con 6 = 7;—1 y los valores propios toman la siguiente forma

(M M= (%)a+(?—’—;—1)ﬁ, Ay = (A%])[H(:S—;J)a

Definicién 3. Una entropia n para el sistema Uy + F(U), = 0 y su flujo de
entropia q, asociado a 7, son funciones diferenciables en R? que satisfacen

®) Vq(U) = Vn(U) VF (U),
a la pareja (n,q) que satisfaga (8) se llama un par entropia-flujo, abreviada-
mente un par e-f.

Para reducir el soporte de las medidas de Young se utiliza la relacién de
conmutatividad
9) (v,nd —ig) = (w,m) (@) — (1 7) (1 9),

que debe ser vélida para un nimero suficiente de parejas (n,q), (7, ), la de-
mostracién de (9) se puede ver en [14].
La ecuacién de Euler-Poisson-Darboux

(10) Nep — ﬁ (Wﬂ > 770:) =0,

donde k = "71%%} se utiliza para encontrar las entropfas del sistema, [6].
En particular se puede verificar que (1) admite la entropia (energia mecénica)

1 P m? o
(11 mlpu) = puld o= L
) (ovv) 2 ¥v=1) 20  y(v-1)

que es estrictamente convexa en las variables (p,m) cuando 1 <« < 2.
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La existencia de una entropia estrictamente convexa es un hecho de impor-
tancia decisiva para la demostracién de que

9 € € i € € -1,2
(12) atU(P yuf) + &Eq(p ,ut) € {compacto de W },

para pares e-f suaves y asegurar la convergencia de F (U¢) — F (U). Los
espacios W=7 ({2) se encuentran en [1]. Para poder demostrar (12), se debe
tener en las variables (p, m)

(13) 'V2"7| < C’,,Vzn*,

como formas bilineales, donde 7, es una entropia estrictamente convexa aso-
ciada al sistema en cuestién, ver demostracién de (12) en [14].
Si V27 esta acotada entonces existe C; tal que

V20 (e, )| < Cyllal?,
como 7, es estrictamente convexa entonces existe Cy tal que
Callell? < |V, (2, @)],
de donde se tiene
[V2n(a,@)| < Cullal® < G, | VP (@, @),

y asi se concluye (13).

Si p = 0 la ecuacién (10) es singular (o = u = (3), en general las entropias
para (1) son también singulares en p = 0, es decir que V27 no estard acotada
cerca de p = 0. Como ésto también ocurre con 7., la desigualdad (13) sera
satisfecha por aquellas entropias para las cuales

(V%) "2 (v0) (V%) 2,

sea acotada uniformemente, en las variables (p, m).
Una acotacion

(14) |(V2m)_

-1
2

[

(V2n) (vn)F| <€,

puede ser verificada en cada punto (p,m) en cualquier base de R2.
Si se consideran los autovectores para (1)

(15) el (1, % +c> .
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De modo general, si se tiene un par linealmente independiente de autovec-
tores para un sistema 2 x 2 de leyes de conservacién como (4), estrictamente
hiperbélico, si n fuera una entropia dos veces diferenciable entonces

(16) V2n (r1,72) =0

1
i 2 2 3 B B,
Por lo tanto, denotando con B = (V?7,)? se tiene que {m, m} es una
base ortonormal de R?.

(17) |V2n (ri,ri)| < OV (riyrs), i=1,2

Ahora (1) deja de ser estrictamente hiperbdlico en {p = 0}. No obstante si (14)
vale para una regién acotada cualquiera en {p > 0}, por continuidad (14) es
vélida en el cerrado de la misma regién.

La condicién (14) representa una restriccién en el universo de las entropias de
las cuales se puede disponer para el analisis de las medidas de Young. Ademds
asi se tiene un nimero suficiente de entropias como se observa mas adelante.

3. Entropias Admisibles del Sistema

Dados dos pares e-f (n,q), (7,§) que satisfagan (14) se tiene la relacién de
conmutatividad

(18) (Vﬂ?q—ﬁ(I)=(U,ﬂ)('/ﬁ)—@aﬁ)('/&),

donde v = v, ; es una familia de medidas de Young obtenida a partir de una
sucesién aproximadora (p¢, u€).

En esta seccién se describe cémo es posible obtener pares entropia-flujo con
la propiedad (18), a los que Diperna denomina pares débiles. Volviendo a la
ecuacién que deben satisfacer las entropias

(19) Nep — ('3 @) ("lﬁ 77&)

para k = 24(7——1% < 0, el caso que se trata aqui es 1 < v < 5/3. Antes de
analizar (19), se considera una ecuacién semejante

(20) Nap = (—ﬁ—é?) (ng —Na) =0
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con k' > 0. Se pueden obtener infinitas soluciones para (20), en la regién
B — a > 0. Se supone que (20) admite soluciones de la forma

(21) n(e ) = anf ( =L )

ver [13], sustituyendo en (20) y tomando o = %‘g se llega a
o(1-0)f" (o) +{o(n-1)+K (2= 0)} f (o) + nk'f (0) =

por ultimo se tiene
(22)
o(1=0)f" (o) +{2K' = (-n+ k' +1)o + k' (2—0)} f (o) + nk'f(c) =0

Se observa que (22) tiene la forma de una ecuacién hipergeométrica
(23) o(l1=0)f" (o) +{c—(a+b+1)o} f (o) —abf (o) =

la solucién de (23) analitica en |o| < 1, con f(0) = 1, es una funcién hiper-
geométrica f () = F (a,b,c;0), ver [15]. La ecuacién (22) es hipergeométrica
cona=-n, b=k, c=2K,porlotantoadmite como solucién una funcién
f (o) = F(—n,K',2k'; 5). Ahora, cuando Re (c) > Re (b), como es este caso, ya
que se supone que k' > 0, existe una representacién integral para F (a,b,c; o),

F(a,b,c;0) = P(b)I;(E:c)— / 6=t (1-6)°"""1 (1 —60)7 db.
I (2K) e 1
10) =z /0 L1 -0 (1 - 60)" df,

reemplazando en (21)

n(c, ) —a"f( 2-2)
_T(2)

) [ i1 -1
- ) [ a-04 " a-ota-pras

Asi, por linealidad, para todo polinomio p(t) se tiene una solucién de (20) de
la forma

T (2K

1 ’
S, T = =R,

77(04,/3) =
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Por densidad, para toda funcién ¢ (t) de clase C?, se encuentra una solucién
de (20) de la forma

T (2k')
T (k')?

l' ’
24) (P = 01 (1-6) " ¢(a—0(a~p))do

Ahora, no es dificil ver que n (a, 8) dada por (24) es solucién del problema con
valores inicial para (20) con datos

n(@p)| _,_ =40,

hm (ﬂ a) (’719 —1a) = 0.

Regresando a la ecuacién (19) con k < 0, se supone que

(25) (., B) = (B—a)4

para algin d € R. Derivando (25), con respecto a «, y con respecto a 8

e = =d (8= a)*™ 1+ (8- &) fa,
s =d(B—a)* i+ (8- )i,
Mag = =d(d~1) (B~ )" 7~ d (8~ ) ilg +d (B~ @) fla + (8~ @) fiag,

y sustituyendo en (19) se obtiene

k+d = d2k—1+d)_
o) = ————5—
B~ (B a)
asi, para que el coeficiente del término de orden cero en (26) sea cero, se debe
tener d = 0 0 d = 1 — 2k. En este ultimo caso 7} satisface una ecuacién como
(20),con k' =1-k>0.
Por lo tanto, (19) admite una solucién de la forma

(26) ﬁa = 01

27)  n(a,B) = const.(B—a)' " / (1 -0 (o~ 0 (a— B))do
0

para toda funcién ¢ de clase C2.
Ahora, 1 dada por (27), para “const.” adecuadamente escogida, es solucién
del problema de valor inicial para (19) con condiciones

=0,
77a=ﬂ
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plianl»oa(ﬂ_ 01)2]c (18 = Na) b7 =¢(t),

2%
donde a = (-74—1)

Se observa que cuando 0 < k' < 1 la ecuacién (20), admite soluciones con
representacién integral de la forma (27), con &' =1 — k.

Escogiendo una constante en (27), se analizan las entropias del sistema (1)
dadas por la férmula (27).

De ahora en adelante se toma ~ de la forma

2

7=1+N, N =2m+1, m >1, entero.

Los resultados que se muestran aqui pueden ser extendidos a cualquier 7, sin
embargo las complicaciones técnicas aumentan significativamente, [2].
Como

2
O 1(3-4)_ 1 3 (1+525) B B
’“—“a(ﬁ)“i(— =l L

I+ 2m+1

por lo tanto

1
28)  n(f) = (f—a)?™ /0 [0(1~ )™ ¢(a+ (5 —)6)db

luego

(29) 1@8)= [ (=™ =7 o) dr
A partir de la expresién (28) tomando

¢ = D™y,
integrando por partes m veces, inicialmente se obtiene

. e
n(@8) = ()" (8-0) [ ZT100 0" Zrb(a+ (3 -0)6)db

haciendo otras m integraciones por partes, se llega a la siguiente expresién

(30) n(a,B) = Pmt (a, ) = Z a; (B B—a)™? Crm—j-1[¥],
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donde

(31) Cr [¥] = Dk (B) + (-1)* D*y (), k>0,
B8

(32) C_i[¥) = / ¥ (r)dr

Ademsds de los pares formados por las entropias del tipo P,,1 dadas en (30),
dos pares e-f particulares tendran importancia especial en el andlisis que se
har4 del soporte de las medidas de Young. Son Go = (10,90) ¥ G1 = (n1,q1)-
La entropia 19 es obtenida haciendo ¢ en (29) igual a la medida de Dirac
concentrada en cero, via un proceso usual de aproximacién

(33) Mo (a, B) = (=eB)™ X,

donde x es la funcién caracteristica del segundo cuadrante, <0 < 3.
Para hallar go (o, 8) se necesita encontrar primero una expresién que rela-
cione ¢ con 7, como

9 _, on _6_‘1_)‘28’7

50~ Maa EY] a3

ver [14], integrando
B B
/a g—i‘ =L /\IZ_Za
8 -
a@d = [ (B )a+ (312) 8 2+,

usando integracién por partes

_(2rt1 3-7v ou _(v+1
- () (Y= 5= (),
_on _

d”—aaﬁv—ﬂ(a,ﬂ),

se tiene

s@n = [(1)a+ () o|n@m- [ (L) n@s+r)

=xin-(22) [ o +re),
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como 0 = g(a,a) = \n(a,a) — (Ji—l)f n(a,B) + h(B) = h(B) =0, se
puede concluir que

+1\ [*?
(34) a=xn-(52) [Cnwmas,
+1\ [?
(35) q=An— (7T> / (e, y) dy.
x
Se usa la expresién (35) para hallar qg, luego

@ (@, 8) = St {(~a)™ B + (-0 x.

De manera anéloga , tomando una sucesién ¢, que aproxime a la derivada de
la funcién 6 en el origen se obtiene el par G; = (m1,q1)

o (@, B) = (—=aB)™ x,
o 0 m=1 m—
e T 35 = M eB)™ T (=0) +m(~af)™ " (~a)] x
= —m [(-aB)" " (B+a)| x
de lo anterior se puede considerar que

m (e, B) = (—aB)™ " (B+a) x,

usando nuevamente (35) con Ay y con 7, se halla gy, luego

_N-1 w8 [N2—2N -1 a?
q (a,p) = T(—aﬁ) [7‘*' {W}aﬂ‘i' ?] X-

La importancia de los pares Gg, G; se debe a la propiedad siguiente

(36) oq1 — Mo = (—eB)*™ [N_(I_V?_—_la)] x > 0.

Esta seccién se finaliza verificando la desigualdad (17) (que es equivalente a

(14) y (13)) para las entroplas débiles, deﬁmdas por (28).
Dadoquea—u—%, B = u—"— donde 6 = l——— set1ene7—1+N
entonces 7— = —— , por lo tanto

a=T—;-—Np1/N, ﬂ=77?—+Np1/N.
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Se quiere encontrar expresiones en términos de a y [ para los operadores

7] 0 o? o? 0?

8p' Om’ 08p’ 9pdm’ oOm?

Por célculo directo se obtiene la siguiente expresion

O _ (Bra\(f-a\T(o 2\ (B-o\"(o 2
dp 2 2N da  9p 2N 88 Oa)’
y expresiones andlogas para los demds operadores, [6].

Las férmulas para los operadores diferenciales sirven para analizar el orden
de las entropias débiles dadas por (28),

32 (5 ()

%’f, g% son acotadas entonces

) 37’ . N-—-1 pl/N N-1 pl/N
lim — =¢ 1 - = i = ] | =
oo Bp CIPH&[ ( 2p? >+ P +Cznll-n°1°[ ( 2p? ) P ] .

Por lo tanto

para cada N, cuando p — co. Como

De la misma manera
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Asi 5
L] -
Andlogamente se tiene
3277 -1 7] n =S\ 8217 ~1
a2 =00 am =0WT)s 5z =00")
Entonces
6—24 2 1 1
2 _| @ Bpom
Vo (ri, 1) = [ o [Ai} : [A,-]
8pOm 6m
_ 9% 2 0%n =~ .
= 2+2)\ 9 Bm /\’E)mz =0) () Tl ERoY

Por otro lado, usando la férmula (11) para 7, se observa que

8,
9p?

— 8277* = 327]* _
=0(™) gam =007 Fa =007,

en consecuencia

8% 0n %y

2 o s Bl oy T WLy PIFEEE = .

Vo (ri,75) 252 +2 i Bp0m +/\’8m2 o), i=1,2

Asi, para toda entropia débil la desigualdad (17) se satisface para alguna cons-
tante C > 0, dependiendo de 7, en regiones limitadas del semi-plano p > 0, por
lo tanto, las entropias débiles, definidas por (28), son admisibles.

4. Soluciones Aproximadas

En esta seccién se presenta el esquema de Lax-Friedrichs, que es una clase
de esquema en diferencias finitas con el cual se demuestra la existencia de solu-
ciones al problema perturbado (problema parabdélico), estas soluciones {p®, u}
son llamadas soluciones aproximadas, las cuales convergen débilmente a una
solucién del problema original. Cabe anotar que existen otros esquemas en
diferencias finitas entre los cuales se encuentra el esquema de Godunov. Las
caracteristicas esenciales de cada esquema radican en la manera como se toma
la malla y la definicién de las funciones de recurrencia.

4.1. Problema de Riemann. El problema

0 6?

(37) 2t o (4) = g
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con datos iniciales de la forma

u, xr <0,

(59) o ={r 0
donde u~ y ut son vectores constantes en R”, (n = 2 para nuestro caso), es
llamado problema de Riemann o problema de valor inicial.

Se supone inicialmente que (37), (38) sea resuelto por una onda de choque,
es decir que una solucién v (z, t) sea constante igual a ™ para z < z (t),t > 0,
y constante igual a u* para z > z (t), t > 0, con z (t) diferenciable.

Como u(z,t) es solucién débil del sistema, se ve facilmente que (z (¢),t) es
una recta partiendo del origen (0,0) cuya inclinacién s satisface la relacién de
Rankine-Hugoniot

(39) s[u] = [f ()],

donde [u] = v~ —u*, [f(u)] = f(v™) — f(u") y en general, el corchete
denotard la diferencia entre los valores, a izquierda y a derecha de las lineas
de choque, de la funcién que se encuentre dentro del corchete, siempre que el
contexto permita esta interpretacion.

Se supone que (37), (38) es resuelto por una funcién u (z,t) tal que se tiene

(40) u(:v,t):v(%), zeR, t>0,

con v : R — R™ una funcién diferenciable, es decir u en el dominio ¢ > 0 es una
funcién del cociente { = £, asi

(a1) (Vf —¢I) 3—5 —0,

de (41) se tiene que g% debe ser un autovector de V f asociado al autovalor &,
estas soluciones son llamadas ondas de rarefaccién, [9], [11].

4.2, Método de Lax Friedrichs. Las soluciones aproximadas se denotan
por (p',u), son construidas por medio de mallas de longitud [ = Az, y h = At,
sea

Jn = {7 : j enteros, n + j = par}.

Para0 <t <h, (j—1)l<z<(j+1)l, jimpar, sedefine (p'(z,t),u! (z,t))
como la solucién de (37), (38), con datos iniciales

P (=1, =<il, l()z{ua«j—nz), z < jl,

1 —
(42) Po(m) — { Pf) ((J + 1)!) : x> jl’ to ’u,l) ((] + l)l), T > ﬂ,
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donde b (z) = po () X1 (), uh(2) = o (2) X1 (2) ¥
1, zel[-11],

0, en otro caso.

(43) Xi(o) = {

Suponga que (p!, u') han sido definidas para t < nh, y se define (p'(z,t), u(z, t))
como las soluciones de (37), (38) con dato inicial, para t = nh por
j+1)1 )
. 5 f((;:l))t o (z,nh —0)dz, =< (j+1)],
gf(jﬂ)ip (z,nh —0) dz, z > (j+ 1),

fg::)): plul(z,nh—0)dz

1 ( ) f((.wj-ll))ll p’(my"lh—O)da; : z< (.7 + 1) l’
Uglz) = :
f((j]-!-ls))il P‘ ul(-’tynh—())dx . (] ) l’

J ((j’:f)): p(z,nh—0)dz ’

paranh <t < (n+1)h, jl <z < (j+2)l, donde j € Jn, (2], [8].

Ejemplo 4. Sean =3, h =1 entonces

J1 ={j:jentero, 1 +j =rpar} = {1,3,..,2k +1,...},
Jz = {j: j entero, 2+ j = par} = {2,4, ..., 2k, ...},
Jl=J3="'=J2k+l, J2=J4=...=J2k’

para0 <t < h= %, tomando J; y comenzando con j =1, entonces (5 —1)! <
z < (j+1)l =0 <z < 1. Se define (p'/2(z,t),u'/? (x,t)) como la solucién
de (37), (38) con datos iniciales discontinuos (problema de Riemann) de la
forma

1/2 e 2(0), z<1/2, Y2,y _ u(l)/z ©), =z=<1/2,
Po (:l?) S 1/2 Ug (3") - 1/2
po “ (1), =>1/2 ug' “ (1), z>1/2,
donde py/? (z) = po (&) X1/2(2), wy/” () = uo (z) X1/2(z) ¥

1, ze€[-2,2],
0, en otro caso

Xij2(z) = {

luego

2, _ o0, =Z1/2, oo fue(0), z<1/2
Po (x)—{ﬂo(l), s>1/2, "0 (”)‘{uo(l), z>1/2,



112 ANA LUZ VIVAS, LEONARDO RENDON

continuando en J; y tomando j = 3 (impar), con un proceso idéntico al anterior
se tiene

2,y [ Peo(D), x<3/2, 4 [u(l), z<3/2,
7 (m)_{Po@)» z>3/2, "0 “”)‘{uo@), > 3/2,

2), 5/2,
P/ (z) = { po(2), =<5/ 1/2

_{u0(2), z<5/2,
po(3), =z>5/2,

u (3), z>5/2,

se observa que la condicién inicial que se toma (p(l)/ 2(x),u(1)/ . (1:)) depende de

los valores de la condicién inicial (pg (z) ,uo (x)) del problema (1) y en este caso
se hace una particién del dominio de las funciones (po (x), uo (z)) de longitud
%, y se construye una funcidn escalén como se muestra en la grafica (45) a partir
de la condicién inicial pg (z), grafica (44) (lo mismo ocurre para la condicién

ug ().

po(x)
2.51

2 -
1.5+

1 -

0.5+

(44)

8

o ()

(45)

8
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Tomando diferentes valores de | y h se pueden encontrar aproximaciones suce-
sivas de (po (z) , uo (x)) por medio de funciones del tipo (o} (z),u} (z)), como
se muestra en (46), y (47)

1/3
po*(z)
2.5 e I
B — _T
2 5 e
rd
1.5+ ,,'
’I
1 4 7..4_
~ ’
054 “Se—==m
(46) T T T T T T
1 2 3 4 5
1/4
po* (@)
2 5- - ’-’“;—
53 < b
’f
’
1.5+ 7
'I
' ZF
s -
0.5 S
(47) T T T T T T
1 2 3 4 5

Se resuelve el problema de Riemann con estas condiciones iniciales y las solu-
ciones son llamadas (! (z,t), u! (z,t)) , formando asi una sucesién de soluciones
{(¢* (z,t),ul (z,t))}, luego a medida que I es mas pequefia se tiene que

(pé) (x’ t) ,uf) (.’D, t)) - (PO (:C, t) » U0 (IL‘, t)) s

por lo tanto (o' (z,t),%! (z,t)) — (p(z,t),u(z,t)) donde esta dltima es una
solucién débil del problema (1), (2).
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5. Reduccién del Soporte de v

Con la ayuda de las medidas v,, que en esta seccién se denotarén simple-
mente por v, el problema de saber si F'(U¢) — F(U), una vez teniendo que
U¢ — U, para una F particular, se resuelve al obtener informacién sobre el
soporte de las medidas v.

Si el soporte de las medidas v se reduce a un punto entonces (v, F (})) =
F (U) y gracias al teorema de Tartar como F (U?) — F = (v, F())) por lo
tanto F (U¢) — F(U).

Por lo que se vio en las secciones anteriores, dados dos pares e-f (7, q) , (7, ),
es valida la relacién

(48) (V,ﬂﬁ—ﬁq)=(I/,T])(V,(j>—(1/,ﬁ)(l/,q)-

Se denota con V la recta {p = 0}. La estrategia aqui serd probar que Spt v est4
contenido en un conjunto de la forma V U P, donde P es un punto arbitrario
en p > 0. Se puede suponer sin pérdida de generalidad, que P no estd sobre
uno de los ejes @ =0 6 § = 0. Si v admite la descomposicién

v=v|V+aép,

entonces tomando los pares Go = (10,90), Gi1 = (m,q1) y aplicando a estos
pares la relacién de conmutatividad, se obtiene

a[nog1 — mao) (P) = a® [noqs — mao) (P),

como 1091 — M19o0 > 0 entonces a = 1, 0, a = 0. Si a = 1 como v es de
probabilidad v (P) = 1, luego Spt v NV = @, por lo tanto Spt v = P, es decir
v|V =0,y v|aép = 1, lo cual implica que v es una medida de Dirac. Sia =0
entonces v|V, v estd concentrada en V.

Sea A el menor tridngulo

{(a,8); B<LPo, a2, B2a},

que contiene la parte del soporte de v que no estd en V.

Se considera la medida 7 = (8 — a)2m v, se quiere mostrar que las proyec-
ciones 7, ma de la medida ¥ sobre los ejes coordenados a, 3 satisfacen res-
pectivamente

Dmp(t) =0, Dmp(t)=0, ag<t<fo,

asi
Sptv C {P}UV.
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Para analizar proyecciones y derivada de una medida ver [5].

Es posible cambiar los invariantes a, 3 por a + ¢y, 8 + ¢g para cualquier
constante co (lo que es equivalente a substituir la velocidad u por u + cg),
sin alterar en nada el problema, ya que no se alteran las ecuaciones de las
entropias. Esta propiedad es conocida como invarianza Galileana del sistema
(1). Por ésto se puede suponer que el tridngulo minimal A est4 concentrado
en el origen, ésto es ap + G = 0.

Se comenzara la reduccién del soporte de v con el siguiente resultado.

Lema 5. Si v no estd concentrada en V entonces el vértice P del triangulo
minimal A estd en el soporte de v.

Demostracion.. Supongamos que v no esta concentrada en V y que P no estd
en el soporte de v. Sean ¢°, #° funciones de clase C? no negativas, con

Spt ¢° C [ao —€,00 +¢], Spt ¢° C[Go—¢,Bo+el,

¢ >0en (ap~¢€,00+¢), ¢ >0en (Bo—¢,Po+¢), con e > 0 suficiente-
mente pequeno, tal que

Spt v N |, a0 + 6] X [ﬂo —¢€,00] = 0,

sean 7%, 7 obtenidas al substituir ¢ por ¢¢, ¢¢ en

1
7 (e B) = (6 — a)*™"! /0 6(1—0)™ 6 (a+ (5 — ) 6) db,

y sean ¢¢,§® los flujos de entropia asociados, como Spt ¢° C [ag — €, a0 + €]
entonces Spt n° C (—00, ap + €], de igual forma Spt 7 C [Bp — €, +00), luego
Spt (n°,¢%) C (—o0, a0 +¢] xR, y, Spt (7°,4%) C Rx[Bo—¢,+00) por lo tanto
Spt v Spt (n°q° —n°q") =0,
de donde se concluye que
(v,n°q —7°¢°) =0,
como el tridngulo A es minimal entonces (v,n°) >0y (v, 7°) > 0, ademés

—& =€

0= —7°¢) = (n,¢") (nT) — (. T) vn),

entonces
v, 6°) (0, 7°) = (v, ) (v, 1),
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asi que

<U’n€) B (v, "_76) ]
Ahora, en {(o,8) € A, ap < a < ap+ ¢} se tiene que

¢* =M +0(e)n",
yen {(a,8) €A, Bo—e<pP < fo}
F=M+0(@E)T,
por lo tanto, para las medidas de probabilidad p°, i¢ definidas por

_ (whnf)

L )
ey R =

v, i)’

(1, h)

para toda funcién continua h,

(#61 Al) == (ﬁ'e1 A?) + 0O (6) ’
luego (1, A1) = (&%, A2) + O (€), haciendo € — 0, pasando a una subsucesién
si es necesario, se tiene que u¢ — pu, [€ — [, donde p y i son medidas de

probabilidad. Como ¢°* = (A, +O(€))n® en {(a,B) € A, ap<a<ag+e}
si € — 0 entoces

Spt ¢° = Spt n° C {(e,f) € A, a = ao},

pero Spt u¢ = Spt n° luego

Spt p={(a,B) €A, a=ap},
de la misma manera

Spt p={(a,f) €4, f=pfo}.
Asi
(49) (s A1) = (B, A2)
como %)\1 = %)\2 = % (3 — <) > 0 entonces las funciones A1, A3 son crecientes

y por lo tanto
(u‘vAl) S A1 (P) < ’\Z(P) S (ﬁl’\2>1
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esta ultima cadena de desigualdades contradice (49), de donde se sigue que
PeSptv.
Ahora se demostrara que

Dmv (0) =0 = Dmai (0),
procedimientos completamente andlogos llevan a la demostracién de que
Dmv(t) =0 = Dmei (t),

para ag < t < fp.
Sea 1 (t) una funcién C§°, con Spt ¢ C (—1,1). Haciendo

Yn (t) =ny (nt) »

y denotando 9, = Pn, (¢n) por (30), y g» €l flujo de entropia asociado a 7,
(se suponen los flujos de entropia siempre normalizados por ¢ (e, ) = 0). El
paso decisivo del presente anélisis es el siguiente resultado.

Lema 6. Para cada i € C§° (—1,1) tenemos que (v,n,), (v, ¢) son acotadas
uniformemente para todo n.

La prueba del Lema 6 serd hecha con la ayuda de la siguiente proposicion.

Proposicién 7. Sea (n,q) una pareja e-f que satisface
In| + |q| < const. |aB|™ ",
entonces, para toda ¢ € C§° (—1,1) la forma
Br = 1gn — 1ng,

estd uniformemente acotada para n.

Demostracion. Ya que Spt ¢ C (—1,1), como —1 < nt < 1 entonces —% <
t< % Ademés n, = Py, (¥n) y gn depende de 7, por las ecuaciones (34), (35)
entonces los pares (1,, ¢,) se anulan en

F={@ﬁrﬂ<—%}

Sean

so={@m)tal<z} So={@mitel<7}
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se tiene la condicién siempre vélida 8 > «. Se divide F© en cinco regiones, de
la siguiente manera 3 B
Fe=5,USguQuUUUI,

donde
1 1
= < -~ ==
e={@m:as-1 621}
1
= a> =
v={@p:az},
I={(@p:ila<s, |8<=
- k) o) = n! — n y
So = SanlIf,
§g=SgﬁI°.
B
- p=0
Q S, U
Ju
I
— Q
Sp ~ .
| 1
F

En la zona de interseccién I se tiene
=]
In| + lg| < const. [af|™ ",

como |a| < 1, || < L entonces [af| < Jr, luego

-1 1 "
aBl™ ™ < —my =7

)

asi [n] + |g] < const.n?=2™ |n,| + |gn| < const., por lo tanto

|Br| = [79n — 1ng| < |0l |gn] + |7n| lq] < const.
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En la regién U se tiene o > 1,

1
i (0, 8) = (8 — afP™"* /0 10 (1 — )™ ( + (8 — ) 6) db,

ala+(f—a)f <Byaquel<d<1,como ;1; <a < a+ (8 — a)f entonces
Yn(a+ (8~ a)8) =0 ya que Spt ¥, C (—1,1) luego 7, = 0, ademas

n’n

11 («3) 9 @B g
Gn = qn (—,—) +/%’%) AlaﬂndawL/(a N A2%7]ndﬁa

luego g, = g (1, 1) ésto implica |1,| + |gn| < const. y asi B, esté acotada en
la regiéon U.
En la regién Q se tiene que o < —%, 3> 1 ademds

'n

(e, 8) = Pt (2, 8) = Y _a; (B— )™ Crja [¥],
=0
como Spt P, C (—1, 1) entonces n,, es constante

= [t = [ve)a,

por lo tanto para ¢, se tiene

11 («3) 9 @B) 9
(50)  gn(a,B) =¢n (—;, ;) +/( L /\la_annda'F/(a’%) Azé-ﬁ-ﬂndﬁ,

—=

como 7, es constante entonces 27, = 0 = %nn, luego gn = gn (-1, 1), ésto
implica |7,] + |gn| < const. y por lo tanto B, estd acotada en la regién Q.
En las franjas truncadas S, y Ss en las cuales se tiene

(51) (2, 8) =Y a;(B—a)™ ™ D™ 1y, (B), en Sp

7=0

(52) Tn (a7 ,B) = Zaj (ﬂ i = a)m—j (_l)m-j—l Dm_j—l"pn (a) , €n go:

Jj=0

estas ecuaciones resultan ya que

(2, 8) = Putp (0, 8) = Y _a; (B— )™ Crnji-1 [¢¥],

=0
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con . g .
Cm—j1 [#] = D™ 319 (B) + (=)™~ D™7 19 (a),

como en S se tiene o < =1 entonces 9 (o) = 0, por lo tanto
Cm-j—1[#] = D™ 7719 (B),
de la misma forma en S, se tiene § > % entonces ¥ (8) = 0, luego
Crm—jer [¥] = (=)™ 771 D™ 1719 (a).

Substituyendo (51) en (35) se llega a
7 + 1 6 e m—j m—j—l
R Y aj(y—a)"' D ¥n (y) dy.
x j=0

Como 7, (y) = ny (ny) entonces

D', (y) = n%yY’ (ny),
D" (y) = n’y" (ny).
Por lo tanto
D™ e (y) = n™yp™ ! (ny) = O(n™).

Ademés como Spt ¥, C ( —%, %) entonces la parte de la integral que no es cero
se tiene cuando —% <y< %, la longitud del intervalo es %, asi el orden de la
integral es O (n™.2) = O (n™!).

Luego

@n = Aann + O (n™71),
B, = ngn — nng,
B =1 [Aaa + 0 (n™7)] =1 [Aomn + O ()]

También se debe analizar el orden de 7 en la regién Sg, como
Ll J . ~
n(@ ) =D a; (8- )" D1y (B) en Sp,
=0

dado que 9 € C§° (-1, 1) sus derivadas estdn acotadas, entonces el orden de 7
depende del término (3 — a)™ 7 que tiene mayor exponente cuando j = 0, en
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la regién Sg se tiene |B| < % ya< —% entonces f—a < %—a = %-1—(—% - o)
de donde

Luego
- 2\™ 2m m
B-a) Sn(—) =—==0(").

n

Por lo tanto
B, =0 (n'""n™ 1 +n™n"™) = 0(1),

en el conjunto Sp.

Anslogamente, se encuentra que B, =O (1) en S,. ©

La demostracién de la anterior proposicién tiene como consecuencia parti-
cular el siguiente resultado. La prueba se puede ver en [14].

Corolario 8. Sean Gy = (10, qo) dado por
M0 (e, B) = (—aB)™ x
@ (@, 8) = S {(~a)™ B + fa(—a)™} x

y ¥ € C§ (—1,1) tales que

1
(53) /_ wyd=o.

Entonces BS = nogn — nngo = O (n71).

Demostracién (DEL LEMA 6). Sea (7, q) una pareja e-f que satisfaga

In| + lg] < const. (aB)™ ",

(se quiere mostrar que (v,7,) ¥ (v,gn) son uniformemente acotadas), sea la
relacién de conmutatividad

(54) (Vv Nqn — 7’n‘1> = <V’ 77) (V’ 9n) — (V, 77n> (V’ Q> ’
se supone por el absurdo que

T () =00 o Tm |(v,g.)] = +oo,
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como B,, = nq, — nnq es uniformemente acotada entonces

{v,71n) (v,9n) esta acotada,
(v,qn) (v, 1)
para fijar ideas se supone que
T (V ’ qn>
lim |(v =400 1 = g,
|< ’ﬂ‘ﬂ)l y (V,nn>

pasando a una subsucesion si es necesario, dividiendo (54) por (v, n,) y haciendo
n — 400 se tiene

(,1gn —Mng) _ () dn) _ (#7m) (1 9)

(v, nn) (v, 7n) (v, 1)
0= (y,na—(v9q)),

,

ya que B, = ng, — 1,q es uniformemente acotada. Luego
(v,q) =alv,n),
para todo par e-f que satisfaga |n| + |g| < const. (¢8)™". Como (n,q), (7,q)
son de orden (a)™ ', entonces
(V,Ulf—ﬁ‘J) = (V,ﬂ) (V’q_) - (Vyﬁ) <V9q>

=5 (V,T[)G(l/,ﬁ) - (%ﬁ)‘l('/ﬂ?)

=0.
Aplicando a Go y G se llega a

(vsm0q1 —mqo) =0,

lo que da una contradiccién ya que P € Spt v, es decir que
[m0g1 — mqo] (P) > 0,

y
Noq1 — Migo = 0,
en toda parte. M
Asi dados 9,7 € C§ (—1,1) con 9y = P (¥n) % = P (&n), entonces,
por el Lema 6 y la relacién de conmutatividad, se tiene que (v, 7hGn — Hngn)

estd uniformemente acotada. X
El préximo resultado muestra que si ¥ y 1 satisfacen

1 1
(55) /_l¢<t)dt=/_lzzi(t>dt=o,

esta acotacién puede ser mejorada.
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Lema 9. Sean 4,7 € C§° (—1,1), se supone ademds que satisfacen (55). Sea
By = NnGn — fingn, entonces B,|QUU =0y

(56) (v, Bn) — 0, cuando n — oo

Demostracién. El hecho de que B,| QU U = 0 sale directo de (55), ya que en
este caso 7,|QUU = #,| QU U = 0. Ahora para probar (56) se procede de la
siguiente manera, pasando a una subsucesién si es necesario, se puede suponer
que (,17,), (1, qn), (W7n), (¥, §¢n) convergen cuando n — 00, ya que son
acotadas por el Lema 7.

Por el Corolario 8, BS = nogn — 71nq0 = O (n™!) y la relacién de conmuta-
tividad se tiene

lim (v, 7n) (,90) — lim_(v,¢n) (v, m0) = M (v,7.90 — gn70) =0,

n—eo

lim (v,7,) (v, qo) — lim (v,¢n) (v,m0) = lim (v,mnqo — gnm0) =0,
n—oo n—oo

n—oo
asi el sistema lineal homogéneo de 2 x 2
lim (v,7,) X + lim (v,¢,)Y =0,
n—0o0 n—oo
lim (v,7,) X + lim (v,¢,)Y =0,
n—00 n—oo

posee soluciones no triviales si
nango (s 1) (¥, Gn) — (v 71n) (Vs gn)] # O,

ésto es lo mismo que
nlg{; (1/, Nndn — ﬁnqn> #0,

es decir si ¥ no estd concentrada en V, el sistema anterior tiene una solucién
no trivial dada por ({v,qo),— (¥,m0)), por lo tanto el sistema tiene infinitas
soluciones, luego

lim (V3 Mndn — ﬁnQn> = lim [(Vs 7711) (V’ 6n> - (l/, ﬁn) (Va Qn>] =0,
n—oo n—00

por consiguiente se tiene el resultado requerido.

Asi, la forma B, s6lo no es nula en las franjas S,, Sg, siendo ademas O (1)
en la regién de interseccién I = S, N Sp.

Se quiere demostrar ahora que D& (0) = Dmai (0) = 0 usando el caracter
coersivo de las formas B,,. Para este fin, se mostrard que para una escogencia
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adecuada de 7, 1, el coeficiente del término dominante, es decir, el més alto
grado de n en B, es no negativo y estrictamente mayor que una constante
positiva Cs, en las franjas

56 _ , LR
St = {(a,ﬂ) ol < n}nsa,

s ={@n:8<%}nsa

para un cierto § con 0 < § < 1. Asi, usando el hecho de que (v, B,) — 0 se
obtiene una desigualdad que involucra D7 (0) y Dmai (0) que sélo puede ser
valida si estas se anulan.

Se fija ahora, ¥ € C§° (—1,1) que satisfaga

1 1

(57) / b (t)dt =0, / t (£) dt = 0.
-1 -1
Se supone ademds que 1 satisface
(58) [D™2 (1)) 2 Coxj-s4) (1),
para algin 6 > 0, y algin C; > 0.
Se define
t

(59) b =ts0)-m-2) [ v

se observa que ¥ € Ce(-1,1)y
1
(60) [ dwa=o
-1

La importancia de un tal par (zp, z,b) estd en el hecho de que

D™ %) =tD™ %,
Ademas se tiene la relacién
s _27 —2 7 nm— o 2 D™ %)
D™ 2¢Dm 2,¢_Dm 2¢Dm l¢ — (Dm 21/’) D (Dm_zz)
= (D™2%y)”.
Estos hechos dirdn que el coeficiente del término dominante de B, para un tal
par (1/), 'J)) es no negativo, y por (58), serd mayor o igual que una constante

veces la funcién caracteristica en las franjas Sg y 588, lo cual quedars claro con
el resultado siguiente.
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Lema 10. La forma B, = B, (1/), zZ:) admite la descomposicién en potencias

)
3

g
. ] G ot ‘
B, n2m—i-1 (,H - a)Zm-—J Am-—j (nﬁ) , sobre Sﬁ’ GQ{Q"‘\;‘M
‘ **

v
3

B, n?m=i-1(g — a)’™I Ap—j(na), sobre fo -

-
(=]

donde las formas de los coeficientes Ay representan aplicaciones bilineales en-
viando un par de funciones (1/),1/;) a una funcién A (z) = Ag (1/),1ﬁ) (z),

determinada por derivadas de v y ¥ cuya suma de érdenes es m + k — 2. El
coeficiente dominante esta dado por

A, = const. (D"“%po—l,[, - Dm—2§Z,Dm—1,¢) )

Demostracion. Se define el operador

ron= (12 [ niava

para concretar se considera la franja 5'5. Haciendo 7 = 7 (7)) y 7o = 7 (nn), se
puede expresar la forma B, en términos del operador integral 7 como sigue

Bn = qAnTIn - qnﬁn

= [Azﬁn = (-'%1) /j fin (@, y) dy] Mn
- [Aznn = (7T+1) /j M (@, y) dy] In

) +1\ [*? +1\ [?.
= | 12— M (e, y) dy = [ 1o 7in (0, y) dy
4 4 )/,

e
= Tnfin = Tnln.
Sobre ég las entropias 1, y 7, pueden ser descritas de la forma
(61) (0, 8) = a; (8- o)™ D™y, (B),
=0

una integracién explicita muestra que la funcién 7,

T =T (M) = (11—1) /ﬁ T (0, ) dy,

-1
n
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+1) [P & = el
(7_4‘)/ . > _ai(y—a)" 7 D™y (y) dy
L1y

(”j‘)/__ao(y &)™ D™ (3) dy

(1) / 3 a5y = )™ D™ (3) dy,

n]l

7 (1)

satisface

©) 7= (1) o (0™ D" 200 (9) + 350 (0 - ™) 5,
j=1

aqui los términos con derivadas de orden menor son estimados por la férmula
(63) Dk¢n — nk+1Dk'¢ (nﬂ) =0 (nk-l-l) ,

substituyendo (61) y (62) en B, junto con las expresiones correspondientes
para 7j, = Py, (1&) y Tn = 7 (7jn) se tiene

2m
=2 0PN (B - )" A (nB),
=0

donde Ag (z) = Ag (zb, 1,5) () con

A, = const. (Dm_z'(/)Dm'lzﬁ -~ Dm-%ﬁDm-H/)) |

Finalmente se presenta el resultado concluyente del anélisis de las medidas de
Young.

~ 2 -~ 5 0 =
Teorema 11. Sea ¥ = (8 — a)*™ v y m1D, mai las proyecciones de i sobre los
ejes coordenados a y [3, respectivamente. Entonces,

(64) D7l'117(t) = Dmov (t) =0, ag<t<pfp.

Demostracion. Como ya se ha mencionado basta probar (64) para t = 0. Con lo
que fué visto antes y las hipétesis (57) - (60) sobre (w, ¢) se tiene lo siguiente

(v, By) = <u| 3., B,,> + <u| 58 Bn> +(v|1, By)
>C {<u| S8, n¥m-1 (3 — a)2m> + <u| 55, n?m1 (8 - a)2m>}
+{¥18a,0 (n2™1) ) + (¥] 85,0 (n*™1) B ) + (|1, B)..
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Dividiendo por n?™~2

{<V| Swent-a) (& nin <ﬂ—a>2'">}

~

v,Bn) <

n2m-2 = n2m—2 n2m—2

. <V|§a,o(n2m-1)> . <vl§ﬁ,0(n2”“) Bn> CES:N

n2m-2 n2m-2 n2m-2 °

de donde

8 > 0 (13803 -0™) + (1845 -™))

1,B,
ro(2) o)+ L,
n n n

Por otro lado

B-a=0(3)=n-ar"=0 (%)m = (8- )™,

+ =g |(u,Bn)|} +0 (;1;)

Haciendo v* = (8 — cz)z"‘_1 v en la dltima desigualdad, tomando el lim sup
cuando n — 0o, se obtiene

(65) 0 < Dm#(0) + Dma (0) < C {mv* (0) + mav* (0)} .

Note que cuando m = 1, el hecho de que (v, B,) — 0 es relevante. El lado
derecho de la desigualdad (65) es finito. Ahora, si Dm;%(0) > 0, o, D (0) >
0, entonces mv* (0) > 0, o , mav* (0) > 0 pero se tendria que D% (0) = +oo,
0, Dy (0) = 400, lo que daria una contradiccién. Luego se debe tener que

Dm%(0) = Dmed (0) = 0,

esto es exactamente lo que se queria demostrar. v



128 ANA LUZ VIVAS, LEONARDO RENDON

Es importante mencionar que el andlisis de Diperna presentado aqui, fue
extendido a todo v, con 1 < v < %, por Diang Xiaxi, Luo Peizhu y Gui-
Qiang Chen en (2], donde estd demostrada la convergencia de los esquemas
de Godunov y Lax-Friedrichs para el problema de Cauchy para el sistema (1),
construyendo asi una solucién débil para el mismo.
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