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Resumen. En muchas ocasiones, una de las primeras manifestaciones de la
presencia del Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) en una persona, es
la Tuberculosis. Teniendo en cuenta las caracteristicas médicas de cada enfer-
medad, se describird matematicamente la incidencia que ejerce el VIH sobre la
propagacién de la Tuberculosis.

Abstract. Sometimes, the first manifestation of the Human Immunodefficiency
Virus (HIV) presence is Tuberculosis. Taking into account the medical charac-
teristics of each disease, we describe and analyze mathematically the incidence
of VIH on the propagation of tuberculosis.

Keywords. HIV, AIDS, Tuberculosis, Dynamical systems, Epidemiology, Dif-
ferential equations.

1. Introduccién

La modelacién de propagaciones de epidemias se remonta a 1760 cuando
Daniel Bernoulli modela la propagacién de una epidemia de Viruela. En 1927,
Kermack y McKendrick (7], formalizan matematicamente tales modelos, estu-
diando en detalle algunas de sus caracteristicas.

(*)Texto recibido 4/02/00, revisado 8/03/00. Mauricio Lépez Herndndez, Departamento de
Matematicas, Universidad Nacional de Colombia; e-mail: mlopez@matematicas.unal.edu.co
Ignacio Mantilla Prada, Departamento de Matemdticas, Universidad Nacional de Colombia;
e-mail: imantil@matematicas.unal.edu.co

81



82 MAURICIO LOPEZ HERNANDEZ, IGNACIO MANTILLA PRADA

El presente articulo describe la relacién existente entre el Virus de Inmu-
nodeficiencia Humana (VIH), temible virus del siglo XX, y la Tuberculosis
(TBC), enfermedad que fue epidemia en alguna época y que hoy en dia rea-
parece. Primero, se describira médicamente cada una de las enfermedades por
separado, y posteriormente se explicard por qué un portador de VIH puede por
si solo desarrollar la enfermedad de la TBC y, en consecuencia, entrar a ser un
agente difusor de esta enfermedad. Segundo, se modelard matematicamente
la dindmica de la propagacion de la TBC teniendo en cuenta la incidencia del
VIH, con base en modelos correspondientes a la TBC [1] y (2], independien-
temente del VIH, y modelos correspondientes a la propagacién del VIH [5],
independientemente de la TBC. En esta parte se dardn las definiciones nece-
sarias para comprender la naturaleza del sistema de ecuaciones. Para lograr tal
modelacién se usard un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO),
el cual serd resuelto numéricamente por el método de Runge-Kutta.

Una vez conformado este sistema de ecuaciones diferenciales se procedera
a determinar el Nimero Reproductivo Bésico, que mide si la enfermedad se
convierte en epidemia o no.

Finalmente se haran algunas simulaciones numéricas y se dard asi una mejor
6ptica al problema de la incidencia del VIH sobre la TBC.

2. La Tuberculosis

La Tuberculosis (TBC) es una enfermedad infectocontagiosa generada por
el bacilo de la tuberculina o bacilo de Koch. Ya era conocida desde la época
del padre de la medicina occidental, el griego Hipécrates (460-370 A.C.) quien
describi6 esta enfermedad. Se han encontrado muestras de lesiones tuberculosas
en momias egipcias de 3000 afos de antigiiedad [10].

La TBC, como se dijo antes, es una enfermedad infectocontagiosa por via
aérea, por ejemplo por un golpe de tos o un estornudo. Se sabe que de un
esturnudo salen al aire cerca de 3000 particulas infectantes en pequenas gotas
que pueden contener, por ejemplo, 3 bacilos de tuberculina. El tiempo de
generacion de estos bacilos es de 20 horas; ésto hace que sélo después de 3
o 4 semanas pueda ser detectado un crecimiento de esta poblacién mediante
algin diagndstico. Para otras enfermedades la deteccién puede ser mas rapida
debido a que el tiempo de generacién es en algunos casos, menor de una hora.
Se calcula que entre un tercio y la mitad de la poblacién mundial poseen el
bacilo.

El paciente recién infectado con el bacilo, digamos por diminutas gotas con
una pequena cantidad de bacilos, detecta esta presencia por medio del sistema
inmunolégico y ataca a los bacilos por medio de macréfagos que inicialmente
son destruidos por el bacilo generando antigenos que estimulan més macréfagos,
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los cuales se multiplicaran permanentemente. De la capacidad microbicida de
estos macréfagos (la cual es variable) depende la reproduccién de los bacilos; si
estos se reproducen pueden distribuirse a diferentes 6rganos, via hematica, por
ejemplo a la meninges, rifién y varios sitios del pulmén. La cantidad de antigeno
generado por los macréfagos estimula las células CD4 las cuales estimulan la
activacidon de macréfagos con mayor capacidad microbicida. Si hay control por
parte de los macréfagos se forman pequenos glucomas sélidos, de lo contrario
la infeccién progresard a un foco de necrosis caseosa. En caso de control el
sistema inmune localizarad los bacilos y los destruird, la mayoria de los focos
seran esterilizados y no quedara poblacién bacilar y en algunos quedaran bacilos
latentes, en consecuencia se generaran clones de CD4 que al ser estimuladas por
antigenos estardn permanentemente activando los macréfagos, quienes tendran
localizada la infeccién. Es por esta razén que las vacunas no dependen de los
macréfagos sino de células con memoria de CD4. Si por alguna razén el sistema
inmune decae, entonces el crecimiento del bacilo se vera fortalecido y vuelve
nuevamente el paciente a depender de la capacidad del sistema inmune para
controlar el progreso de la infeccién.

3. El VIH

El Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH), causal de la enfermedad del
Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA), es un parasito intracelular.
Su mayor hospedero es el linfocito T ayudador, este linfocito al detectar la
presencia de este parasito genera una serie de citoquinas, las cuales estimulan
al sistema inmune, sin embargo, cuando quien estd activado, es decir, quien
estd rodeado por el antigeno es un linfocito CD4 infectado, su capacidad de
producir citoquinas se verd alterada, (el CD4 es estimulado por macréfagos que
le presentan el antigeno para que la célula CD4 estimule al macréfago). Lo mds
temible, la memoria de las células CD4 se ve afectada. El virus puede exten-
derse a otras células CD4 e inclusive volver a atacar células CD4 ya infectadas
(hasta el momento parece ser el tinico virus con tales caracteristicas).

El proceso de destruccién de células CD4 es evidente al iniciarse la infeccién,
esta cantidad crece para luego iniciar un descenso definitivo. Se ha comprobado
que el 30% de los pacientes VIH positivos desarrollan la enfermedad de la TBC
en un nivel de 500 células de CD4 por milimetro ciibico de sangre, mientras en
promedio un paciente VIH negativo desarrolla la enfermedad de la TBC con
350 células de CD4 por milimetro cibico de sangre.

Segun lo dicho en el parrafo anterior es més facil desarrollar la enfermedad
de la TBC por un paciente VIH positivo que por un VIH negativo; incluso
en muchos casos la presencia de la enfermedad de la TBC obliga al médico a
realizar un examen de VIH. Por lo general la TBC es la primera manifestacién
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de la presencia del VIH.

La propagacién de este virus es denominada “la epidemia invisible”, puesto
que el periodo de incubacién es demasiado largo y en consecuencia, parece no
ser de importancia en cuanto a la mortalidad que ésta genera en la poblacién,
sin embargo, hoy en dia, el SIDA ocupa el quinto lugar entre las enfermedades
causales de mortalidad en la poblacién mundial.

En el afio de 1998 se presentaron en el mundo 5.8 millones de nuevos casos
de VIH, lo cual equivale a que cada minuto entran 11 personas a engrosar el
grupo de portadores de VIH. De estos nuevos casos, 2.1 millones corresponde a
mujeres. En el mundo se calcula que 33.4 millones de personas son portadoras
del virus.

El SIDA ha causado la muerte a 13.9 millones de personas desde el comienzo
de la epidemia, y solamente en 1998 se presentaron 2.5 millones de muertes.

En Colombia se han presentado 73.000 casos de personas portadoras del
VIH, ocasionando 10.000 muertes a causa del SIDA, en particular en el ano de
1997 se presentaron 3.000 muertes, que corresponde a 8 muertes cada dia.

Los datos mds preocupantes se presentan en Africa del Sur, donde existen
22.5 millones de portadores del VIH, y solamente en el ano de 1998 se regis-
traron 4 millones de nuevos casos.

En América Latina los indicadores més altos se registran en Brasil, con
medio millén de portadores hasta 1997, seguido por México y Argentina con
200.000 y 150.000 portadores respectivamente.

4. Modelacién Matematica

Al modelar la propagaciéon de una enfermedad infectocontagiosa en una
poblacién, se asume que ésta es homogénea, es decir, cada individuo de la
poblacién se encuentra en similares condiciones a las de todos los demas, para
resistir o concebir la infeccién. Cuando una epidemia estd presente en alguna
poblacién, se puede distribuir tal poblacién en varias clases disyuntas entre
si, destacandose tres de ellas, como son: la clase Susceptible, que agrupa los
individuos que no estan contagiados por la enfermedad, pero que son capaces
de contraerla; la clase de Infecciosos, conformada por aquellos enfermos conta-
giosos de la enfermedad; la clase de Removibles, conformada por individuos que
han sido infectados por la enfermedad, pero han salido de la clase de Infecciosos,
ya sea porque la enfermedad los inmunizd, como es el caso del sarampién y otras
enfermedades, o porque murieron a causa de la enfermedad, como cominmente
ocurre con la Rabia y la mayoria de las zoonosis. En general los individuos que
estdn en la clase Removible son personas que nunca vuelven a adquirir la en-
fermedad y en consecuencia no inciden en la propagacién de la misma. Los
modelos que describen la propagacién de estas enfermedades suelen llamarse
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“modelos SIR”.

Algunas enfermedades no presentan las caracteristicas anteriormente descri-
tas, por ejemplo, enfermedades como la gonorrea y en general las enfermedades
venéreas, no admiten la clase de Removibles, pues un individuo puede recaer
en la misma enfermedad en mas de una ocasién. Los modelos correspondientes
a estas enfermedades se denominan SIS, pues un enfermo recuperado vuelve a
ser Susceptible a la enfermedad.

El caso particular del SIDA, podria clasificarse dentro del los modelos SIR,
mientras el de la TBC en los modelos SLIT; nétese que aparecen dos nuevas
clases, a saber: la clase Latente, que corresponde a los individuos infectados por
la enfermedad pero que ain no son capaces de infectar a otras personas, ésto
ocurre cuando la enfermedad requiere de un periodo de gestacién relativamente
largo con respecto a la duracién de la epidemia; la clase Tratados, que reline
a las personas que han adquirido la enfermedad y han sido recuperadas. Es
de aclarar que estos individuos pueden contraer nuevamente la enfermedad,
algunos de ellos desarrollando cepas resistentes en su organismo.

Con la modelacién matematica de una enfermedad infectocontagiosa se pre-
tenden inicialmente dos objetivos: determinar qué proporcién de la poblacién
total resulta infectada y por cudnto tiempo.

Para que una enfermedad infectocontagiosa se convierta en una epidemia es
necesario que en promedio cada infeccioso de dicha enfermedad contagie a mas
de un individuo durante el tiempo de permanencia como infeccioso. Este valor
es llamado Nimero Reproductivo Bdsico.

Definicién 1. NUMERO REPRODUCTIVO BASICO es el niimero de nuevos
casos de infecciones, generados por un individuo infeccioso en una poblacién
de susceptibles. [3] y [4].

Dendtese al Nimero Reproductivo Basico por ®,. Si £, > 1, entonces la
enfermedad infectocontagiosa se convierte en epidemia, mientras que si ®, < 1,
la enfermedad tiende a desaparecer.

Cuando se genera una epidemia, la poblacién de infecciosos comienza a crecer
al iniciarse la epidemia, hasta obtener un punto méximo, el cual es denominado
el Umbral Critico, posteriormente el nimero de infecciosos desciende para luego
estabilizarse en algiin valor, siendo este valor no negativo.

Definicién 2. Dado un modelo de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias que
describa la propagacién de una enfermedad infectocontagiosa en una poblacién
de susceptibles con capacidad de contraer la enfermedad, y a la cual se le
introduce una clase de individuos infectados. A un punto de equilibrio asinté-
ticamente estable se le denomina PUNTO DE EQUILIBRIO ENDEMICO, si
la enfermedad persiste todo el tiempo.

4.1 VIH Sobre la TBC. En esta secciéon se analizara el efecto que tiene
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la propagacién del VIH sobre la propagacién de la TBC. Para tal efecto se
supondré un grupo de individuos con alto riesgo de contraer el VIH. Recuérdese
que el desarrollo de la TBC se puede dar por la disminucién de células CD4
por milimetro cibico en la sangre del paciente. En algunos casos la TBC es
una de las primeras manifestaciones de la presencia del VIH en el individuo.
Se ha calculado que por lo menos el 30% de los pacientes con VIH desarrollan
la TBC antes de contraer la enfermedad del SIDA.

Teniendo en cuenta que algunos pacientes portadores del VIH desarrollan
la TBC, debido a que en su organismo yace el bacilo de la tuberculina, y
en el momento de decaer el sistema defensivo del paciente, el bacilo queda en
libertad de reproducirse hasta producir la enfermedad de la TBC, para describir
este hecho se introduce el pardmetro w = A\p, donde X\ mide la proporcién de
portadores del VIH que desarrollan la TBC (si es que la desarrollan), y %
el tiempo promedio que sobrevive un infectado de VIH antes de desarrollar la
TBC (si es que la desarrolla). Dendtese por % el tiempo promedio que sobrevive
un infectado de VIH antes de desarollar el SIDA, entonces % debe ser menor

1
que .

Para la modelacién de la incidencia del VIH en la propagacién de la TBC,
se supondra que la probabilidad de que un portador de VIH sea contagiado
por un infeccioso de TBC es igual a la de un no portador del VIH. Como se
menciond anteriormente, se tomarda una poblacién con alto riesgo de contraer
el VIH.

Esta poblacién sera dividida en 6 clases a saber:

1. Susceptibles. Denotada por S. A esta clase pertenecen los individuos
que no presentan la enfermedad de la TBC y que posiblemente son
portadores del VIH pero no son contagiosos. S (t) denota la cantidad
de individuos en la clase S en el tiempo t.

2. Latentes. Denotada por L. A esta clase pertenecen los individuos
portadores o no del VIH que han contraido la enfermedad de la TBC,
pero adn no son infecciosos, es decir, estos individuos estén en el periodo
de incubacién de la enfermedad. L (t) denota la cantidad de individuos
en la clase L en el tiempo t.

3. Infecciosos de TBC. Denotada por I. A esta clase pertenecen los indi-
viduos portadores o no del VIH, enfermos de TBC que han superado
el periodo latente y que se han convertido en individuos infectados e
infectantes de la TBC. I () denota la cantidad de individuos en la clase
I en el tiempo t.

4. Tratados. Denotada por T'. A esta clase pertenecen los individuos que
estando en la clase L o en la clase I han sido tratados, presentando
total recuperacién ante la TBC y que no son portadores del VIH. T (¢)
denota la cantidad de individuos en la clase T en el tiempo ¢.

5. Infectados con el VIH que desarrollaran el SIDA. Denotada por I,. A
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esta clase pertenecen los individuos portadores del VIH que no presen-
tan la enfermedad de la TBC. I, (t) denota la cantidad de individuos
en la clase I, en el tiempo t¢.

6. Enfermos de SIDA. Denotada por A. A esta clase pertenecen los en-
fermos de SIDA, algunos de estos individuos presentan la enfermedad
de la TBC. Los pacientes de esta clase son aislados y en consecuencia
no intervienen en la propagacién del VIH ni de la TBC. A (t) denota la
cantidad de individuos en la clase A en el tiempo t.

La unién de las anteriores clases serd denotada por N y corresponde a la
poblacién total. N (t) denota la cantidad de individuos en N en el tiempo t.

Se asume que la probabilidad # de que un individuo sea infectado por un
enfermo de la clase I es igual para cada uno de los individuos de las clases S,
Tel,.

Los siguientes son los pardmetros que intervienen en la modelacién de la
incidencia del VIH en la propagacién de la TBC

1. A : Tasa de reclutamiento a la poblacion total N.
2. v : Probabilidad de que un individuo en S U T sea infectado de VIH
por contacto sexual con un infectado de la clase I,,.
3. B : Probabilidad de que un individuo en S U T U I, sea infectado de
TBC por contacto con un infeccioso de la clase 1.
4. ¢ : La cantidad promedio de parejas sexualmente activas de cada indi-
viduoen N—-L—1T - A.
¢z : La rata de contactos per-cdpita de individuosen N — L — I — A.
. p: Tasa de mortalidad ajena a la enfermedad de la TBC y del SIDA.
dy : Tasa de mortalidad a causa del SIDA.
dy : Tasa de mortalidad a causa de la TBC.
k : La rata en la cual un infectado de la clase L deja esta clase para
convertirse en infeccioso de la clase I.
10. r; : La rata de tratamiento per-cdpita de los infectados de la clase L
que son recuperados totalmente de la TBC.
11. r9 : La rata de tratamiento per-capita de los infectados de la clase I
que son recuperados totalmente de la TBC.
12. v : La rata en la cual un infectado deja la clase I,.
13. p : La porcién de individuos que han dejado la clase I, y pasan a la
clase A, es decir, desarrollan el SIDA.
14. g : La porcién de individuos con VIH que han dejado la clase L o I' y
pasan a la clase I, es decir, se recuperaron totalmente de la TBC.
15. A: La porcién de portadores de VIH que desarrollan la TBC.
16. p : El tiempo promedio de sobrevivencia de un portador de VIH antes
de desarrollar la TBC, si es que la desarrolla.
17 w:w = Ap.

©oNow

El sistema de ecuaciones diferenciales bajo estos pardametros que describe la
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evolucién de estas enfermedades es entonces:

1)
( %(S) =A- "/Cls%\f — BeaS4 — puS+ (1 - pvl,,

4(L) =Pcr(S+T+L)%—(p+k+m)L+wl,

%(I) =kL—(u+dy+r2)1,

§ L(T) =-—vaT%h - BeTH+(1—q)ral + (1 —g)ri L — T,
3‘%([,,) =7y, (S+7T) %,L - ﬂcszﬁ —(p+v) I, —wl, + gr1L + qra1,
4(4) =pol, - di4,

{ £(N) =A-diA—dpI—pN,

con el objeto de simplificar la escritura se ha tomado la siguiente notacién
S=8S@),L=L@),I=I%),T=T{),L,=1I,(t),A=A(t)y N=N(t).
Para facilitar la compresién de la deduccién del anterior sistema de ecua-
ciones, se presenta el siguiente esquema, en el cual se distribuye cada una de
las clases de la poblacién en unas “cajas”. Las flechas indican el paso de un
individuo de una clase a otra, es de anotar que ni la rata de natalidad ni de
mortalidad, estdn descritas en este esquema para facilitar su lectura.

Be2
(I -g)r
Bea k (I—q)r2
S —C—— L —O I —e— T
we
yerw Bead | ¢9m1 qr2 ¢ Yer ¢
pv
A > I,
(1-pv

Para determinar el nimero reproductivo basico del modelo anterior se tendra
en cuenta lo siguiente:
En el tiempo inicial ¢ = 0 se tiene que

S(t=0)=S,~N,=N(t),
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T(t=0)=T,=0,
A(t=0)= A4, =0,

ademads en t = 0 se tiene,

No+ L, |~ N, + 1,
N, 7 N,
donde I,, = I,(t=0),y I, =I(t=0).
Utilizando la siguiente notacién:

d .

— (L = Lov

dt (L) =0
d 3
el = I,

dt ( ) t=0

2 .

— (I, =1I, )

G| =k,

se tiene que de la ecuacién

d I
E(L):ﬁcz(S+T+I,,)N——(u+k+r1)L+wI,,,

se obtiene en ¢ = 0,
Lo = Beod — (w+k+r)L+wlv,

de la ecuacién .
%(I) =kL— (p+dp+12) 1,

se obtiene en t =0

Io=kL—(u+d2+T2)I,

y finalmente la ecuacién

d I, 1 5
E(I”) =7c1 (S+T) N _ﬁCZIvN —(p+v) I, —wyr +qri L+ gral,
se reduce a

I, = griL +qrol +yal, — (p+v+w) I,

89
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Considérese el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias

Lo =—(p+k+m)L+peol +wlv,
(2) jO =kL—(l,l,+d2+T2)I,
L, =qnL+grad +vyal, — (v+w),

el cual puede ser escrito matricialmente de la siguiente manera

ANz
-_[o =A|l 1|,
I, I,
donde A es la matriz
- (# +k+ Tl) Bea w
A= k —(p+dy+1) 0
qri qra ye1 — (p+v +w)

Se usar4 el criterio de Liénard-Chipart [6] para determinar alguna condicién

para que por lo menos un valor propio de A tenga raiz positiva y asf la solucién

del sistema (2) sea creciente. Obsérvese que el sistema (2) describe el compor-
tamiento de L, I e I, en el tiempo inicial ¢ = 0, es decir, si la solucién de (2)

crece indefinidamente no significa que la solucién de (1) para L, I e I, crezca

también indefinidamente, pero si deben crecer inicialmente en algin tiempo ¢,
te[0,t).

Calculando det (AF — A), siendo E la matriz identidad de orden 3 se obtiene

el polinomio caracteristico p (A) de A dado por

p(A) = ag)\3 + a1 N2 + ag\ + ag,

donde
ag =1,
a; =6 + 63 + 63 — veq,
ag = 0103 + 6103 + 0203 — kBcy — qriw — ye161 — ye1d2,
a3 = 010203 — ké3fcy — kqraw + ye1kfea — vyc10102,
con

1=(u+k+mr)>0,
b =(u+dy+12) >0,
63=(;l,+’0+u.’)>0,
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nétese que si

Rl _ 14
83 p+v+w
Yy
Bezk + griw Bezk + qriw
Ry = = > 1,
6102 (w+k+r)(p+da+72)
entonces
ag = 6103 + 0103 + 0203 — kfc2 — qriw — yc16; — Yc162,
=03 (61 + 52) e (31 (51 + (52) + (6162 = ﬂ02k) — qriw,
= (81 4 02) (83 — ye1) + 0162 — B2k — griw,
<0,
ademds
AI =a,
AZ = det (Z(l) Zz) = ajag — as,
ap az O
Az=det| ag a; O =azls,
0 a; asg

es claro que si a3 < 0 entonces ninguna de las formas de la condicién de
Liénard-Chipart se satisface.

Si ag > 0 entences las formas 2 y 3 de la condicién de Liénard-Chipart no
pueden ser satisfechas, ademés, las formas 1 y 2 podrian darse solamente si
a1 > 0, entonces Ay seria negativo, y en concecuencia tampoco se satisfacen
las condiciones 1 y 2.

En conclusién no se da ninguna de las formas de la condicién de Liénard-
Chipart, ésto significa que por lo menos un valor propio de A tiene parte real
positiva si

Ri>1y Ry>1.

Nétese que R2 es similar al valor obtenido en [8] capitulo 3 para el nimero
reproductivo bésico en el modelo de la TBC, y R, es similar al obtenido para
el nimero reproductivo bésico del VIH dado en (8] capitulo 4.

4.2 Simulaciones. Considérese una poblacién de 5000 individuos con alto
riesgo de contraer el virus del VIH. Supéngase que 10 de estos individuos han
sido contagiados de TBC, pero atin no son infecciosos, es decir, son de la clase
de los latentes y que uno de estos individuos es portador del VIH.
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Teniendo en cuenta los siguientes parametros:

1. La tasa de reclutamiento A a este grupo social es de 100 personas por
unidad de tiempo.
2. La esperanza de vida % es de 70 afos, es decir, 4 = 0.0143.

3. El tiempo promedio ;)1- que permanece un individuo en la clase I, es de
8 anos, es decir, v = 0.125.
4. La tasa de mortalidad d; a causa del SIDA es igual a 1 y a causa de la
TBC es igual 0.1, es decir, d; = 0.1.
k =0.5.
p = 0.6, es decir, el 60% de los infectados de VIH desarrolla el SIDA.
7. ¢ = 0.768, es decir, el 76.8% de los enfermos de TBC son portadores de
VIH.
8. p = 0.2, es decir, el tiempo promedio que sobrevive un portador de VIH
antes de desarrollar la TBC, es 5 afios.
9. A = 0.2, es decir, el 20% de los portadores del VIH, que desarrollan la
TBC, a causa del decaimiento de su sistema defensivo.
10. w = 0.04,
se soluciond el sistema de ecuaciones (1), usando el método de Runge-Kutta,
distribuyendo el tiempo en ¢ € [1,100] y tomando h = 0.1.
En este caso los valores de R; y R estan dados por

o> o

R =2.11935 y Ry = 1.47676.

Para tener una mejor dptica en el andlisis de la incidencia del VIH en la
propagacién de la TBC, se ha graficado en un mismo plano el comportamiento
de la propagacién de la TBC, usando el modelo (1), variando A en el conjunto
{0.10,0.20,0.30,0.50,1}, y manteniendo p fijo, p = 0.2, es decir, el tiempo
promedio de permanencia de un portador de VIH antes de desarrollar la TBC
(si la desarrolla) es de 5 anos, ésto determina que

w € {0.02,0.04,0.06,0.1,0.2} .

Ademas se ha graficado, también en el mismo plano la propagacién de la TBC
independiente del VIH, es decir, tomando w = 0; en tal caso el sistema (1)
puede reducirse a

£(8)  =A—peSy - ps,

2(L) =gef(N—I—L)y—{u+k+)L
4(I) =kL-(p+d+r)],

4(N) =A—uN—dl

Sea E = (S*, L*, I*, N*) el tnico punto de equilibrio endémico del sistema
anterior.
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En los gréficos siguientes se utiliza la siguiente convencién para los trazos:

------------------- TBC sin influencia del VIH

A=010, w=0.02

A=020, w=0.04

A=030, w=0.06

A=050, w=0.1

A =1.00, w=0.2

1. El siguiente gréfico

1(t)

600
500 -
400
300 -
200

100 +

t

T
20 40 60 80 100

corresponde al tamano de I, con respecto al tiempo t. Obsérvese que
el punto critico en el cual I(t) toma el valor méximo, ocurre mis
rapidamente en la medida que w crece, sin embargo el mimero de in-
fectados I* decrece en la medida que w crece, ésto se explica por qué
la poblacién total sobreviviente también decrece, (como se vers en el
siguiente grafico).
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2. El siguiente grafico
N(t)
5000~
40004
3000
2000+
1 1 1 1 1 t
20 40 60 80 100

corresponde a los tamanos de la clase N a través del tiempo t. A
diferencia del grafico correspondiente al comportamiento de la clase
susceptible, las curvas no se estabilizan en el mismo punto, sino que en
la medida que w crece, N* decrece. Sin embargo las curvas tienen el
mismo comportamiento.

Dado que I* y N* decrecen en la medida que w crece es necesario
analizar el comportamiento de la densidad de infecciosos de TBC con

respecto a la poblacion total sobreviviente, esta relacién se describe por
I(t)
NG

3. El siguiente gréfico

I(t
NG@)

0.12 1

0.1 -
0.08 1
0.06
0.04 +
0.02 1

20 40 60 80 100
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corresponde a la densidad de infecciosos de TBC con respecto a la
poblacién total sobreviviente, con respecto al tiempo t. Nétese que
%(% crece en la medida que w crece.

Recordemos que un portador de VIH puede desarrollar la TBC en el mo-
mento en que su sistema inmunolégico decae, dando via a que el bacilo de
la tuberculina se expanda hasta producir la enfermedad de la TBC. Para de-
terminar qué tan sensible resulta este hecho en la propagacién de la TBC, se
debe tener en cuenta el pardmetro w en el modelo (1), w describe el paso de
portadores de VIH a la clase I.

Sea f una funcién, de ACR™ en R, sea X € A, X = (z3,--- ,z,) tal que
% sea continua para cada i = 1,---,n, y sea S(f (a),z;) el porcentaje de
incidencia de z; sobre el valor de f (a); S es llamada funcidn de sensibilidad y
estd definida por
of T;

S(f,I-L) axi S=a f (a) ‘
Segtn el informe dado por ONUSIDA [9], en 1998 se registré que el 30% de
los portadores del VIH desarrollan la TBC. En tal caso, si el tiempo }J de
permanecia de un portador de VIH antes de desarrollar la TBC (si la desarrolla)
toma valores en {3,4,5,6,7}, y se mantiene fijo A = 0.30, se obtienen los
siguientes resultados

S(Frsw)

0.07441

0.04884-

0.0343

0.02553
0.01958

W) Wy W3 w4y ws

Para wy = 0.0428571 correspondiente a A = 0.30 y p; = 1/7, w incide en 2% en
el crecimiento de la densidad de infecciosos de TBC sobre la poblacién total al
final de la epidemia, es decir cuando la epidemia se ha estabilizado en su punto
endémico.

Para w, = 0.05 correspondiente a A = 0.30 y po = 1/6, w incide en 2.6% en
el crecimiento de la densidad de infecciosos de TBC sobre la poblacién total al
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final de la epidemia, es decir cuando la epidemia se ha estabilizado en su punto
endémico.

Para w3 = 0.06 correspondiente a A = 0.30 y p3 = 1/5, w incide en 3.47% en
el crecimiento de la densidad de infecciosos de TBC sobre la poblacién total al
final de la epidemia, es decir cuando la epidemia se ha estabilizado en su punto
endémico.

Para w4 = 0.075 correspondiente a A = 0.30 y p4 = 1/4, w incide en 4.9% en
el crecimiento de la densidad de infecciosos de TBC sobre la poblacién total al
final de la epidemia, es decir cuando la epidemia se ha estabilizado en su punto
endémico.

Para ws = 0.1 correspondiente a A = 0.30 y ps = 1/3, w incide en 7.4% en
el crecimiento de la densidad de infecciosos de TBC sobre la poblacién total al
final de la epidemia, es decir cuando la epidemia se ha estabilizado en su punto
endémico.

Se concluye, que entre menor sea el tiempo promedio %, entonces, la inci-
dencia del pardmetro w es mas fuerte en la propagacién de la TBC.

Por otro lado si se mantiene fijo el tiempo promedio %, y se varia A en el

intervalo [0, 1], entonces w crece, y en consecuencia la incidencia del parametro
w aumenta en la medida que crece \.
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