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TRABAJO DE GRADO

INTEGRACION CON MARTINGALAS USANDO ANALISIS
NO ESTANDAR

DWIGHT OSPINA(*)

Resumen. Esbozamos una teoria de integracién estocdstica para mar-
tingalas usando andlisis no estandar y se relaciona esta teoria con la teoria
estdndar.

Abstract. We sketch an stochastic integration theory for martigales using
non standard analysis and relating this with the standard one.

Keywords Stochastic Integration, Martingales, Brownian Motion.

1. Introduccién

Introducimos, inicialmente, la teoria de integracién estocdstica con analisis no
estandar estableciendo la relacién entre esta teoria y la que usualmente se hace
en andlisis estdndar. En primer lugar definimos la integral de X con respecto

ayY
/XdY,

donde X y Y son procesos estocdsticos definidos sobre €2 x T, a valor en *R;
entendiendo que §2 es un espacio de probabilidad hiperfinito (2,2, P), y que
T es una linea hiperfinita de tiempo. Por su parte *R es la extensién de R,

(*) Trabajo recibido 13/05/00, revisado 2/06/00. Dwight Ospina, Departamento de
Matematicas, Universidad Nacional de Colombia; e-mail: dwighto@matgmaticas,unal‘edu.co
Resumen de trabajo de grado (ver [8]), dirigido por Myriam Mufoz de Ozak.
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en la cual se incluyen nimeros infinitesimales e infinitos, es decir, *R y R se
relacionan mediante la inyeccién

x: V(R) — V(*R)
A A,

donde V(*R) es la superestructura obtenida a partir de *R.

En segunda instancia se consideran las A2-martingalas concentrando la teoria en
lo que en anilisis estandar corresponde a los espacios L2. Los hechos centrales
de esta seccién son, primero que si M es una A2-martingala S-continua, en-
tonces bajo ciertas condiciones sobre X, f XdM también es S-continua. El se-
gundo hecho es que M es una A%-martingala S-continua si y sélo si su variacién
cuadratica lo es.

Introducir la nocién de levantamiento serd la siguiente tarea , nos daremos
procesos estandar correspondientes a los no estdndar, teniendo de esta manera
asignacién entre conceptos estdndar y conceptos no estandar; “predecible en
estdndar” es ser no anticipante en no estandar, por ejemplo. Encontraremos
que tener un proceso estandar continuo y adaptado equivale a tener un proceso
no anticipante no estandar y éste es precisamente un levantamiento del proceso
estandar.

Lo cuarto; encontrar representantes no estdndar a la hora de integrar para los
procesos estandar, es decir hallaremos Y con la caracteristica bien de que

[ xaenr= °(/YdM>+,
/XdNI °</YdM)+,

para algtin proceso N relacionado con M.

o al menos que

El ultimo paso consistird en el estudio de la situacién reciproca del literal
anterior. Encontrar un representante estindar para un proceso no estdndar
dado. Nos limitaremos aqui al caso en que la martingala es la caminata aleatoria
de Anderson, caso en el cual el proceso NN resulta ser un movimiento browniano.

La matematica no estdndar representa una herramienta que facilita la inte-
gracion estocéstica; es posible llevar preguntas de la integracién estocéstica
estdndar a la no estdndar resolverlas de manera sencilla y regresar, si fuere
necesario, a la matematica estédndar.

2. Principios de andlisis no estandar

Se introduce inicialmente un poco de matematica no estandar.
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Definicién 2.1. Un objeto interno A es un elemento de V(*R) tal que A = *S,
o Ae*S, S € V(R). Un conjunto en V(*R) que no es interno se dice externo.

Proposicién 2.1 (Principio de extensién). El conjunto *R es una extensién
propia de R y la aplicacién * : V(R) — V(*R) es una inyeccién tal que *r =r
para todo 7 € R.

Proposicién 2.2 (Principio de transferencia). Para toda férmula @ en el len-
guaje de la teoria de conjuntos con cuantificadores acotados vale lo siguiente:
Si Aj, As,...A, son elementos en V(R), entonces ®(4,,...,4,) vale en V(R)
si y solo si

B(*Ay,...,"An)
vale en V(*R).

Definicién 2.2 (k-saturacién). Sea & un cardinal infinito. Una extensién no
estdndar se dice k-saturada si para toda familia {X;}ier, con card(I) < k, y
propiedad de interseccién finita, se tiene que N;e; X; # 0.

Proposicién 2.3 (Principio de definicién interna). Sea ®(X, X;,..., X,) una
férmula con cuantificadores acotados, si B, A, ..., A, son conjuntos internos,
entonces el conjunto

{be B:®(b,A,...,A,) vale en V(*R)}
es interno.

Proposicién 2.4 (“Overflow”). Si*N 2 A D Ny A es interno, entonces existe
H € *N — N tal que H € A. Si un conjunto interno A contiene todos los
infinitesimales positivos, entonces A contiene algin real estdndar positivo.

Proposicién 2.5 (“Underflow 7). Si *N D A O *N — N y A es interno, en-
tonces existe n € N tal que n € A.

Proposicién 2.6. Sea {C,} una sucesién contable de conjuntos internos, en-
tonces {C,} se puede extender a una sucesién interna {Cp}ne-n.

Proposicién 2.7 (Lema de Robinson). Sea F': *N — *R una funcién interna
tal que para todo n € N, F(n) ~ 0, entonces existe n € *N ~ N, € A tal que
para todo H < 7, se tiene que F(H) ~ 0.

El sistema (*R,*+,* - ,* <) extiende a (R, +, -, <) como cuerpo ordenado. En
general se omitird el * para las operaciones y la relacién de orden.

Definicién 2.3. Decimos que el conjunto T es S-denso en *[0,1] si se cumple
que

{°t:teT,0< %t <1} =10,1]
yns(T):={s € *[0,1] : 3t € T con s = t}. Con T denotaremos un subconjunto
interno S-denso de *[0, 1].
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Definicién 2.4. En *R se distinguen tres tipos de nimeros:

(a) z € *R es infinitesimal , si |z| < r para cada r € R*.

(b) = € *R es finito, si existe un nimero real r € R* tal que |z| < r.

() £ € *R es infinito, si |z| > r para cada r € R*. Para cada nimero
finito z € *R asociamos un Unico nimero real r := st(z) := ©°z tal que
T =1+ ¢, donde € es infinitesimal. Decimos que z est infinitamente cerca de y
y escribimos x = y si y s6lo si z — y es infinitesimal.

Las letras mayusculas H, F, X, etc. denotaran funciones internas y procesos,
las minudsculas funciones y procesos estandar. Con N denotamos el conjunto
de los naturales {1,2,...}, sin el cero y Ng = NU{0}. Los elementos de Ng se
denotan con n,m, !, etc. .., mientras que los elementos de *N — N se denotaran
conn, N, etc ...

Definicién 2.5. Para un conjunto dado A, *A es la extension elemental de A.
ns(*A) denota los puntos que estan “estdndar cerca”de * A, es decir,

€A dJye Atalquez = y.
Para una funcién dada f, *f se define como la extensién elemental de f.

Definicién 2.6. Sea A C *R un conjunto interno. A es hiperfinito si existen
H € *N y una biyeccién interna F : A — {0,1,...,H — 1}. En este caso A
tiene cardinalidad interna H y escribimos |A| = H.

Proposicién 2.8. Sean Ay B conjuntos hiperfintos con cardinalidades interna
H y N respectivamente; entonces:

(i) A x B es hiperfinito con |A x B| = HN.

(il BA = {F:A — B : F es funcién interna} es hiperfinito y su cardinalidad
es NH,

(iif) AU B, AN B son hiperfinitos.

(iv) Si A es hiperfinito y C C A es interno, entonces C' también es hiperfinito.

Definicién 2.7. Sea Q un conjunto hiperfinito, sobre 2 definimos lo siguiente:
() A={ACQ : Aesinterno }.
(b) Si A € U, definimos una aplicacién a valor no estdndar por P(A) := ll-%ll‘

A es una *o-dlgebra, es un dlgebra, pero no es una o-dlgebra (no es cerrada
para uniones enumerables sino para hiperfinitas). Se define a partir de P una
funcién a valor real P sobre 2 por medio de la férmula:

P(A) := st(P(A)).
P es finitamente aditiva y toma valores en [0, 1].

Definicién 2.8. Sea A C Q, se define la probabilidad interior de A como:
Pin(A) =sup{P(B) : B esinternoy B C A},
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andlogamente la probabilidad exterior de A se define como
P..(A) = inf{P(B) : B esinternoy B D A}.
Decimos que A es Loeb medible si P;,(A) = Pe;(A) y en este caso denotamos

por L(P)(A) el valor comin. El conjunto de todos los subconjuntos de Q2 que
son Loeb medibles se denota por L(f2).

Se puede extender, por Caratheodory, este espacio de manera que se obtenga
un espacio completo, mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.1. (2, L(2), L(P)) es un espacio de probabilidad completo que ez-
tiende a (2,2, P).

Representaciéon de la medida de Lebesgue

Sea H € *N— Ny d§ =1/H!, § es infinitesimal positivo. Sea
T ={0,6,26,...,(H!—1)4,1},

T es hiperfinito de cardinalidad H! + 1. T es una linea discreta. Se puede
obtener un espacio de probabilidad (T, L(T), L(P)) y establecer relacién entre
este espacio y el espacio ([0, 1], £([0,1]), A); en donde £([0, 1]) es la o-4lgebra de
Lebesgue sobre [0,1] y A es la medida de Lebesgue sobre £([0,1]). Sir € [0,1] y
es racional, entonces 7 € T'; y si r es irracional, entonces existe k, 1 < k < H!,
ke *Ntal que kd <r < (k+1)d porello°T ={°t : te T} =10,1].

Proposicién 2.9. Sea st : T — [0,1], st(t) = °t; se tiene las siguientes pro-
piedades para st

(i) st es una funcion sobreyectiva.

(i) (st)~! conmuta con uniones, intersecciones y complementos.

(ili) Si A C [0, 1], entonces A = st((st)~1(A)).

(iv) Si B C T, entonces st~!(st(B)) 2D B.

Proposicién 2.10. Sea A C [0, 1]. A es Lebesgue medible si y sélosi st~!(A) €
L(T) y en ese caso A\(A) = L(P)((st)"1(A)).

3. Integracion estocastica

Los detalles de las demostraciones y las demostraciones omitidas pueden con-
sultarse en [8].

Un proceso estocdstico es una aplicacién interna
X:QxT—-"R,

T es una linea de tiempo hiperfinita, (2,2, P) es un espacio de probabilidad
hiperfinito.



INTEGRACION CON MARTINGALAS USANDO ANALISIS NO ESTANDAR 83

Sea T una linea de tiempo hiperfinita
T := {to,t1,..-,te},
donde 0 =ty < t; <...tg =1y tiy1 —t; = 0 para cada i. Se escribira
AX(w,t;) = X(w, tiy1) = X(w, t;).

Sis=t;, t= t;
t
(3.1) ZX(w,r) = X(w,t;) + X(w, tig1) + -+ X(w, tj1).
=8

La integral se define por

(3.2) /0 t XdY =) X(s)AY(s)

s=0

con X,Y procesos internos de 2 x T en *R.

Definicién 3.1. Una filtracién interna sobre €2 con conjunto de indices T, es
una tupla (Q, {2%;:}ier, P), donde {;}ier es una familia interna creciente de
subélgebras de 2 sobre €.

Definicién 3.2. Un proceso interno X : Q@ x T — *R es no anticipante con
respecto a la filtracién (Q, {2;}:e1, P) si, fijando t, la aplicacion

(3.3) X:: Q>R
wr— X(w,t)
es A;-medible para todo t € T.

Para cada t € T, se introduce la relacién de equivalencia ~; sobre 2 definida
por

(3.4) wn~y W, siysélosi (VA€ )(we Ae w € A).
Proposicién 3.1. X es no anticipante si y solo si X(w,t) = X (', t), siempre
que w ~y w'.

Definicién 3.3. M : QxT — *R es una martingala con respecto a la filtracién
(2, {A¢}ieT, P), si es no anticipante y para todo s,t € T, s < t y para todo
AeU

(3.5) E(1a(M; — M) =0.
El siguiente teorema garantiza la posibilidad de obtener una martingala inte-
grando un proceso no anticipante con respecto a otra martingala.

Proposicién 3.2. Si X es no anticipante y M es una martingala, entonces
J XdM también es una martingala.
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4. Variacién cuadratica

Algunas preguntas acerca de un proceso son resueltas de manera mucho més
simple estudiando la variacién cuadrética y no el proceso mismo.

Definicién 4.1. [X]:Q x T — *R definido por

[X](w,1) == > AX(w,9)*.
s=0
Se notara:
Xy = X(t) = X(w,t),

segun sea conveniente.

Se destaca que para una martingala M se cumple

E (M?) = E ([M] + M§).

Ejemplo 4.1. Caminata aleatoria de Anderson. Sea T = {0, At,2At,...,1}
donde At = n7!, n = H; H € *N —N también Q = {-1,1}T.La caminata
aleatoria de Anderson x : Q x T — *R estd definida por:

¢
x(w,t) = Zw(s)\/ﬂ

s=0
Verificando algunos cdlculos
(XI(t) =¢.

Definicién 4.2. Una martingala hiperfinita se dice una A\2-martingala si se
tiene que °E(M?) < oo para todo t € T.

Definicién 4.3. Un tiempo de parada interno adaptado a una filtracién dada
(Q,{HA:}ter, P) es una aplicacién 7 : @ — T, tal que para todo t € T, el
conjunto {w : T(w) < t} pertenece a ;.

Definicién 4.4. Una martingala interna M es una A\2-martingala local si existe
una sucesion creciente {7, }nen de tiempos de parada internos, tales que cada
M, es una A*-martingala y tal que para casi todo w, 7,(w) = 1 para algtin

n € N. La sucesién {7, }rnen se dice que es una sucesién localizadora para M.

Definicién 4.5. Sea f : T — *R una funcién interna. Se dice que r € R
es limite S-derecho de f en t € [0,1], si para todo estdndar € > 0, existe un
estdndar 6 > O tal quesi s € Tyt < °s < t+ J; entonces |f(s) — 7| < e.
Escribiremos r = § — limg; f(s). El limite S-izquierdo S — limg ~ f(s) se
define andlogamente.
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A continuacién se extiende la relacién de equivalencia definida en (3.4) tomando
(4.1) wrrw siysélosi w vy W,

donde 7 es un tiempo de parada.

Se toma 2, como el dlgebra interna generada por las clases de equivalencia de

~or.

Proposicién 4.1. Si M es una A%-martingala local, entonces casi todas las
trayectorias de M tienen limites S-derecho y S-izquierdo en cada ¢t € [0,1].

Se introduciran ahora los espacios SL?(M) y SL(M) y para ello se define, a
partir de M (una A?-martingala) una medida interna sobre Q x T

Definicién 4.6. Si M es una A?-martingala definimos la medida interna vy
sobre Q x T por

(4.2) vm{(w,t)} = AM(w,t)?P({w}).
Proposicién 4.2. Sea vy definida como en (4.2), entonces, para el proceso
de Anderson x se tiene que vp (2 x T) = E([M](1)) es finita y v,, = P X A,

Definicién 4.7. Sea M una A%-martingala. Un proceso hiperfinito X pertenece
a la clase SL?(M) si es no anticipante y cuadrado S-integrable con respecto a

1278

Proposicién 4.3. (Anélogo de la proposicién 3.2 ) Si M es una A2-martingala
¥ X estd en SL%(M), entonces [ XdM es una A*-martingala.

Demostracion. Si suponemos que M es una A?-martingala y X € SL?(M),

([ ra0)) ([ w5 (e

1
= Z ZX"’AMQP({w}) = / X%dvy,

we 0

que es finita porque X € SL?(M), lo cual basta para verificar que [ XdM es
A2-martingala. O

Definicién 4.8. Una funcién interna f : @ — *R es S-continua si f(s) =~ f(t)
cuando s & t, y cada f(t) es estdndar cercano.

Un proceso X : @ x T' — *R es S-continuo si casi todas sus trayectorias lo son.

Teorema 4.1. Una A\%-martingala es S-continua si y sélo si su variacién cua-
drdtica lo es.
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Un corolario importante de este teorema es que la caminata aleatoria de An-
derson es S-continua porque [x](¢) = t. La variacién cuadratica es continua,
luego el proceso lo es.

El siguiente resultado nos muestra cmo, al igual que en anélisis real, la integral
es una aplicacién continua.

Proposicién 4.4. Si M es una A%-martingala S-continua y X € SL*(M),
entonces [ XdM es también S-continua.

5. Teoremas de levantamiento

Se introduce a continuacién la nocién de filtracién estocéstica para tener el
concepto correspondiente a filtracién interna de lo no estdndar.

Definicién 5.1. Una filtracién estocdstica es una tupla (€2, {B:}:cj0,1), Q)
donde {B:}c[0,1) es una familia creciente de o-algebras sobre €2, @ es una me-
dida de probabilidad sobre B;. Sea (2, {:}ier, P) una filtracién interna tal
como en la definicién en 3.1. Diremos que la filtracién estocdstica generada por
(2, {%:}seT, P) es Q junto con la medida de Loeb L(P), y las o-algebras

(5.1) B, =0 (U L(2s) UN) ,

st
donde N es la familia de los conjuntos con medida cero en L(2).

Definicién 5.2. Una filtracién estocastica (2, {B:}:c(0,1), Q) satisface las condi-
ciones usuales si cada 9B; contiene todos los conjuntos de medida cero de By, y
para todo t € [0,1)

(5.2) B, =[)B..

8>t

Corolario 5.1. Una filtracién estocastica generada por una filtracién interna
satisface las condiciones usuales.

Definicién 5.3. Sea v una medida interna sobre todos los subconjuntos in-
ternos de Q x T; se dice que v es absolutamente continua con respecto a P si
L(P)(C) = 0 implica que L(v)(C x T) =0 y si cumple que u(€2 x {0}) =0.

Los siguientes resultados esquematizados mediante el cuadro relacionan los
conceptos de la teor” ia estdndar con la no estéandar.
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TEORIA ESTANDAR TEORIA NO ESTANDAR

lRecta’ngulo Medible <;:> Conjuntos Internos
conjuntos de la forma B X [s, ]

lA es un conjunto adaptado I Si el conjunto tiene
y Tble v - un levantamiento no
es medible y las secciones e
Ar=T{w: {w,t} € A} son B,-medibles anticipante es adaptado

]

LConjunto predeciblel :> Conjuntos no anticipantes
Conjuntos de la forma

By x [0,t], So € Bo

Bs x (s,t], Bs € B,

El sentido en el que se tiene la relacién es el siguiente. Un rectdngulo medible
es un subconjunto de Q x [0, 1] de la forma B x [s, t], donde B es Loeb medible.
Un conjunto es medible si esta en la g-dlgebra generada por los rectdngulos
medibles y un conjunto B C € x [0, 1] es casi seguramente medible si y sélo
si existe un subconjunto interno A C Q x T tal que L(v)(AASt~1(B)) = 0.
Un conjunto A C § x [0,1] se dice adaptado con respecto a {%B;}, si A es
medible y cada seccién A; = {w : (w,t) € A} es B;-medible; un conjunto
medible es adaptado. Un rectdngulo predecible con respecto a {%B;} es un
conjunto de la forma B, x (s,t], donde Bs € B, 6 Bp x [0,¢], donde
By € Bg. Un conjunto se dice predecible si estd en la g-dlgebra generada por
los rectangulos predecibles. Un proceso es predecible (adaptado) si es medible
con respecto a la o-dlgebra de los conjuntos predecibles (adaptados). Todo
proceso que sea casi seguramente predecible es casi seguramente adaptado. Si
B C Q x[0,1] es casi seguramente predecible, entonces existe un A C Q x T no
anticipante tal que L(v)(AASt~!(B)) = 0, donde v es continua absolutamente
con respecto a P. Si B C Q x [0,1], y existe un A C Q x T no anticipante tal
que L(v)(AASt=1(B)) = 0. Entonces B es casi seguramente adaptado. Si m
es la medida de Lebesgue sobre [0,1] y P es una medida de probabilidad sobre
Q, tomamos ¢ = P x m. Un proceso z :  x [0,1] — R es casi seguramente
predecible con respecte a p si y sélo si es casi seguramente adaptado.
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6. Teoremas de representacion

Los teoremas que se exponen a continuacién, proveen las herramientas nece-
sarias para relacionar la teoria estandar con la no estandar.

Definicién 6.1. Una martingala interna M :  x T — *R se dice una SL2-
martingala si My € SL?*(Q,%,, P) para todo t € T.

Definicién 6.2. Un proceso interno X :  x T' — *R se dice S-continuo por
la derecha en cero cuando °X(0) = °X*(0) L(P) c.t.p.

Nota 6.1. Si M : QxT — *R es una SL? martingala S-continua por la derecha
en 0 y vps estd definida como en 4.2, entonces vy, es absolutamente continua
con respecto a P.

Proposicién 6.1. Si M es una SL?*martingala y X € SL?(M), entonces
J XdM es una SL*-martingala.

Definicién 6.3. Sean M una SL?-martingala y z : Q x [0,1] — R un proceso
predecible en L?(vop+). Un 2-levantamiento de z (con respecto a M) es un
proceso no anticipante X : @xT — *R en SL%(M) tal que °X (w,t) = z(w, °t)
para casi todo w con respecto a L(vys).

Con el siguiente lema se muestra que los procesos que pertenecen a L? tienen
2-levantamientos.

Lema 6.1. Sea M una SL?-martingala S-continua por la derecha en cero. Si
z € L?*(vop+), entonces o tiene un 2-levantamiento con respecto a M.

Ahora se verd que el representante de un proceso es justamente su levan-
tamiento.

Proposicién 6.2. Sea M una SL? martingala S-continua por la derecha en
cero y sea T € L?(Vops+). Entonces z tiene un 2-levantamiento X y

(6.1) /a:d°M+ =° (/XdM)+.

7. Representaciones estindar de integrales estocdsticas no estdndar

Se han dado las condiciones para que dado un proceso z, sea posible hallar

X de modo que
+
/wd°M+= "(/XdM) .

A continuacién se estudiara la situacion reciproca (dado un proceso no estandar
encontrarle un representante estandar), es decir, si dado X € SL%*(M), la
posibilidad o no de que exista £ € L%(v .+ ) tal que

/xd"M*z °(/XdM)+.
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En el siguiente ejemplo se ilustra c6mo, no siempre es posible hallar tal z y
que hay que reformular el problema tratando de encontrar N relacionada con
M (yano °M*) y un z € L%(vn) que cumpla

/a:dN= °(/XdM)+.

Ejemplo 7.1. Sea la linea de tiempo
T = {0,At,2A¢,...,1},

X :QxT — *R la caminata aleatoria de Anderson. Sea X : Q x T — *R dado
por
X(w)kAt) = (_l)k;

por ser acotado X € SL%(x). En este ejemplo se tiene que si § = °xT y
z € L%(vg), entonces = tiene un 2-levantamiento Y tal que

Jrwr=e(fra
/xdo +—/:L'dﬂ;£°(/de>+

Proposicién 7.1. Sean M una SL?martingala S-continua en cero; y
X € SL?(M). Sea un proceso = € L?(vops+) tal que

frv =)

entonces X es un 2-levantamiento de z.

Proposicién 7.2. Sea M : Q x T — *R una SL?martingala S-continua en
cero. Sea

N:Qx[0,]] >R

una martingala con cuadrado integrable, tal que para cada sublinea hiperfinita
de tiempo S C T; existe un proceso X5 € SL%(MS) que cumple

+
N="° ( / XSdMS)
Entonces existe un proceso £ € L?(v .+ ) con la propiedad de que

(7.1) N= /zd°M+.

El siguiente teorema da un importante caso en el cual es posible encontrar un
representante estdndar para uno no estandar, como lo es la caminata aleatoria
de Anderson.
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Proposicién 7.3. Sea M : Q@ x T — *R una SL2-martingala S-continua tal
que

E(°[M]+<t) — o[MJ*(s)

‘Bs) =t—s paratodot>s.

Entonces °M* es un movimiento browniano con respecto a (€2, {8}, L(P)).

Teorema 7.1. Sean x la caminata aleatoria de Anderson y X € SL%(x).
Entonces eziste un movimiento browniano [ y wun proceso adaptado

z € L*(Q x [0,1]) tal que
/xdﬂ= °(/de)+.

Demostracidn. Sea M := [ Xdx, entonces
t

[M] =) X*Ax(w,s)* = / X2dt,

s=0

lo cual significa que °[M]* es creciente y absolutamente continua (esto se
desprende de un hecho del anilisis real que se puede consultar en [2] pg. 70);
por tanto podemos definir

flw,t) = % (M) = Jim °[M]*(t) - °'L[LM]+(t)(t —h)

existe y es no negativa y adaptada, por ser limite de funciones adaptadas; con

1
(7.2) °[M]*(w,t) = / flw,s)ds c.t.p.
0
Definimos a partir de ésta otro proceso adaptado g por:

_ JYR((w,t)  Sif(w,t) #0,
9lw,t) = {0 Si flw ) =0

Sea 1, la funcién indicadora del conjunto

{(w,?) : g(w,t) = 0}.
Por (7.2} y la definicién de g, se sigue que

E ( / gl 97 °[MJ+) ~B ( I l g(w,s)2f<w,s)ds) <1

y por tanto g € L2(Vo[pg+).

Se puede ver en [8] los teoremas 4.9 y 3.14, también de [8] que existe un
2-levantamiento G € SL?(M) de g, y por 3.14 existe un levantamiento 1¢
de 15 G-1g =0c.t.p.
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Definimos

(7.3) Blw,t) := ° (/Ot G(w, s)dM(w,s) + /Ot lc(w,s)dx(w,s))+.

Calculemos la variacién cuadratica de

Bl(w,t) = ° [ / Ger(w,t) o [ / 1de] +‘<w,t)

0 (/G2d[M]>+(w,t) +° [/ lcdx]+(w,t)
[ acva+ [ 13

i t
=/ g2fd.s+/ lzds
0 0

cero
t
=/ lds = t.
0

Por 6.1 sabemos que el proceso N definido por

N = /Ot G(w,s)dM (w, s) + /Ot lg(w, s)dx(w, s)

es una martingala para la cual [°N*t] = °[N]* y ademds es claro que es
S-continua y podemos suponer, (ver [8]), que se comporta bien. Por lo cual

E (°[N*(t) - °[N]*(s)

B.) = E ([*N*]() = [°N*](s)

‘Bs)=t—s,

esto implica que  es un movimento browniano adaptado a (2, {8}, L(P)),
de acuerdo con la proposicién 7.3.

Por (7.3) tenemos que f/2 € L?(vg) y

(7‘4) /f1/2dﬂ=/fl/zgd°M++/f’/2-lgd°x+=/f1/2gd°M+.
S ——

cero
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Finalmente observemos que °M* = [ f1/2gd°M™*: si f = 0, se tiene clara-
mente; si f # 0, entonces f/2g =1 c.s. y entonces

E(z‘;ﬁ)( "M+(q) _ /Oq f1/2gd °M+)2)
q€Q
1
§4E<("1M+(1)—/0 f1/2gd°M+>
([ a —f‘/2g)2d°[Ml+)

(
=4F (/01(1 = fl/zg)2fdt) =10

haciendo x := f1/2 por (7.4) obtenemos

/xdﬂ:/fl/dioM+: oMt = o(/XdX)Jr’

que es lo que queriamos probar. O

2

)
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