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Introduccion

La teoria de espacios de lazos infinitos es parte fundamental de la topolo-
gla algebraica. Su estudio comenzé a mediados de los anos 1960 y fue en
los anos 1970, con artculos como [3] y [9], que se empezé a entender su
estructura. Los espacios de lazos infinitos estan intimamente relacionados
con las teorfas de cohomologia, como lo explicamos en §3.1.

Por otro lado, los espacios de lazos infinitos son el comienzo del estu-
dio de la teoria de homotopia estable, que se ocupa de los fenémenos que
son invariantes al aplicar el funtor suspensién. Los espectros, que son los
objetos de estudio en la teoria estable, estan intrinsecamente relacionados
con los espacios de lazos infinitos.

La principal fuente para estas notas es el libro Infinite Loop Spaces
de Frank Adams [1]. Este libro es basicamente una radiografia del estado
de la teoria de espacios de lazos infinitos en 1978. El libro estéd escrito
como una buena introduccién para los no expertos en el drea, y es por
eso que recomendamos su lectura a quienes, después de leer estas notas,
deseen aprender mas sobre el tema.

1 Charla I: Grupos topoldgicos y espacios de
lazos

Definicién 1.1. Un grupo topolégico (G, m,e,i) es un espacio topold-

gico G, junto con un punto e € G llamado unidad, y funciones continuas

m: GxG—G,
1. G—G,

llamadas funcion multiplicacion y funcion inverso, respectivamente. Es-
tas funciones deben satisfacer que para todo a,b,c € G,

1. m(a,m(b,c)) = m(m(a,b),c);

Esto quiere decir que G es un grupo en el cual las funciones de mul-
tiplicacién e inverso son continuas.
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Ejemplos 1.2. Los siguientes son algunos ejemplos de grupos topologi-
cos.

o Cualquier grupo G con la topologia discreta;

e los numeros reales, (R,+,0); en general, cualquiera de los espacios
vectoriales R™, C";

e los grupos lineales GL,(R) y GL,(C);

e subgrupos de los grupos lineales, como por ejemplo O(n), SO(n),

U(n), SU(n).

Cuando trabajamos en topologia algebraica nos interesan las rela-
ciones salvo homotopia,. Entonces, si queremos relajar la definicién de
grupo topolégico, debemos relajar las condiciones de la definicién 1.1.
Asi surge la siguiente definicion.

Definicién 1.3. Un H -espacio (X, e, i) es un espacio puntuado (X, e)
jJunto con un mapeo continuo

pX x X - X,

tal que los mapeos

v (e, e),

X —X
z = ple, ),

son homotopicos a la identidad.
Un H-espacio es homotdpicamente asociativo si existe una homo-
topia

h:X3x1T— X,

tal que h(z,y, 2;0) = p(p(z,y), 2) y Mz, y, 2;1) = plz, u(y, 2)). Es decir,
la asociatividad se cumple salvo homotopia.
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Noétese que la homotopia h es entre las dos maneras de multiplicar
tres elementos del grupo. No hemos puesto ninguna condicién sobre la
existencia de inversos.

Ejemplo 1.4. Espacios de lazos. Sea (Y,y) un espacio puntuado. Con-
sideramos el espacio de lazos €Y, definido como el conjunto
Map,(S',Y), es decir, el conjunto de mapeos puntuados del circulo al
espacio Y. A este conjunto se le da la topologia compacta abierta. Los
puntos de este espacio son lazos en' Y que comienzan y terminan en el
punto y.

Este es un espacio puntuado, con el lazo constante S' — y como
el punto base. Para la definicion de la multiplicacion, consideramos el
circulo como el intervalo [0, 1] con los puntos 0 y 1 identificados e iguales
al punto base. La multiplicacion es definida por concatenacion de lazos,
es decir que para f,g € QY

- 1
f(2t) 5i0<t<s3,
-1
g2t —1) sig5 <t<l.

p(f,9)(t) = {

Esta multiplicacion no es estrictamente unitaria ni estrictamente aso-
ctativa, pero si lo es salvo homotopia. FEs decir, QY es un H—espacio
homotéopicamente asociativo. Es mds, este espacio tiene inversos salvo
homotopia, ya que podemos recorrer el lazo en direccion contraria para
obtener un inverso.

Noétese que si X es un H—espacio homotdpicamente asociativo, en-
tonces el conjunto de componentes conexas mo(X) es un semi-grupo (es
decir un conjunto con multiplicacién asociativa y unitaria, pero sin inver-
sos necesariamente). Decimos que un H—espacio es group-like si my(X)
€s un grupo.

Por construccién, mo(QLY) = m1(Y,y), es decir, QY es group-like. De
hecho, existe una fibraciéon QY — PY — Y, donde PY = Map.(I,Y), es
decir, es el espacio de caminos en Y que comienzan en y. Este espacio es
contractil. Usando este dato en la sucesién exacta larga para la fibracion,
obtenemos que para todo i > 0, m;(QY) = w11 (Y).

1.1 Espacios clasificantes

Una de las construcciones mas importantes para un grupo topolégico G,
es la de su espacio clasificante BG. Hay varias maneras de construir el es-
pacio clasificante de un grupo topolégico, por ejemplo [6, Ch. 16, §5]. Las
diferentes construcciones dan espacios no necesariamente homeomorfos,
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pero si homotoépicamente equivalentes. De hecho, la construccion incluye
también un espacio E'G, contrictil y con accién libre de G, y un mapeo

EG

BdG

que hace de EG el espacio total de un G—fibrado principal sobre BG
con fibra G. Este es el G—fibrado principal universal. Lo que esto quiere
decir es que salvo isomorfismo, cualquier G—fibrado principal sobre un
espacio X se puede construir como el pullback

[f(EG) — EG

X

BG

Esta asignacion da una correspondencia biyectiva entre las clases de iso-
morfismo de G—fibrados principales sobre X y [X, BG], es decir el con-
junto de clases de homotopia de mapeos puntuados de X con un punto
base disjunto a BG.

Tenemos entonces una fibraciéon G — EG — BG, la cual nos da una
sucesion exacta larga de grupos de homotopia

e —> 7T7;+1(BG) — WZ(G) — WZ(EG) — WZ(BG) — e,

y como EG es contréctil, esto implica que para todo i > 0, m;(G) =
7TZ‘+1(BG).
Usando la construccion del espacio BG, o su propiedad universal, se

puede construir un mapeo G — QBG, el cual de hecho es un mapeo de
fibraciones
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G — Q(BG)

Y

EG —— P(BG)

Y Y

BG — BG

Esto, junto con las sucesiones largas exactas de las fibraciones, implica
que el mapeo G — QBG es una equivalencia homotdépica débil (es decir,
un mapeo que genera isomorfismos en todos los grupos de homotopia).

Este resultado dice que en cierta manera el funtor B es inverso al
funtor 2. Surge entonces la pregunta, ; qué condiciones debemos exigir en
un espacio X para poder construir su espacio clasificante con propiedades
parecidas a las de BG?

La respuesta es los espacios A, de los cuales hablaremos en la si-
guiente seccion.

1.2 Espacios A,

Antes de dar la definicién precisa de espacio A, daremos la idea in-
tuitiva.

Un espacio A es un H—espacio que es asociativo salvo todas las
posibles homotopias.

Sea X un H-espacio. Para mejorar la notacién, escribiremos xy en
vez de u(x,y) para la multiplicacién. Como mencionamos anteriormente,
decir que X es asociativo salvo homotopia, significa que existe una ho-
motopia h: X3 x I — X:

puxid
XXxXxX — XxX
idX m

X x X

m X

Para cada tripla de puntos (z,y, z) en X, esta homotopia da un camino
entre (zy)z y z(yz).
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Si miramos los productos cuadruples, hay cinco maneras de asociar-
los, y la homotopia h proporciona caminos entre algunos de ellos:

(wz)(y2)

((wz)y) ///////) \\\\\\\\ (2(yz))
wz)y)z w(z(yz
\ /
(w(zy))z - w((zy)z)

Esto quiere decir que hay dos homotopias entre ((wx)y)z y w(z(yz)).
Para un espacio A, vamos a exigir que éstas sean homotopicas, es decir,
que exista una homotopia X4 x I? — X entre ellas dos, la cual conecta
los dos caminos del pentagono.

Luego continuamos mirando los productos quintuples, vamos a pedir
la existencia de una homotopia X° x I3 — X entre homotopias, y asi
sucesivamente. La definicién de espacio A de Stasheff [10] hace preciso
este proceso.

La idea es construir complejos celulares K; para todo ¢ > 2, tal que
K; es homeomorfo a I'~2, con subdivisiones de la frontera que conectan
a K; con K;_1. Por ejemplo, K3 es un intervalo. La frontera de K, es
un pentagono, donde cada lado se considera como una copia de Kj.

Un espacio Ay es un espacio X, junto con mapeos

M, K, x X" = X,

para todo ¢ > 2, que satisfacen ciertas condiciones de coherencia con
respecto a la frontera.

Noétese que el mapeo correspondiente a ¢ = 2, provee a X de una
multiplicacién, ya que Ko es un punto, y el mapeo correspondiente a
1 = 3 estd codificando la homotopia de asociatividad. La idea crucial
de Stasheff es poder codificar combinatéricamente todas las homotopias
altas, y ademas demostrar que esta definicién es un sustituto adecuado
para un espacio con multiplicacién estrictamente asociativa. Este es el
sentido del siguiente resultado, el cual estd implicito en [10].

Teorema 1.5. Sea X un H-espacio tal que mo(X) es un grupo. Ezxiste

un espacio Y tal que X es homotopico a QY si y sélo si X es un espacio
Ass.
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De hecho, la construccién del espacio Y es similar a la de BG para
un grupo topoldgico G.

2 Charla II: Espacios de lazos iterados

Sea Y un espacio puntuado. Como dijimos anteriormente, el espacio Y
también es puntuado, asi podemos considerar Q2Y := QQY, es decir el
espacio de lazos dobles de Y. Notese que este espacio también lo podemos
definir como Map.(S2,Y).

En la seccién anterior dimos condiciones necesarias y suficientes para
que un espacio sea homotdpico a un espacio de lazos. Ahora podemos
hacer la siguiente pregunta: ;es posible determinar cudndo un espacio es
homotodpico a un espacio de lazos dobles?

Una condicién evidentemente necesaria es que sea un espacio A.
Notemos también que la multiplicacion es homotdpicamente conmuta-
tiva, es decir, existe una homotopia entre los mapeos (f,g) — fg 'y
(f,g) — gf. Para ver esto, primero usamos la adjuncién de Map,(—, —)
y el producto smash (— A —), para identificar Q%Y con Map.(S?,Y).
Para f,g € Q?Y tenemos la siguiente secuencia de homotopias:

12
12
12

Entonces, volviendo a la pregunta de cémo identificar si un H—espacio
X es homotépico a un espacio de lazos dobles, sabemos que es necesario
que sea un espacio A, homotdépicamente conmutativo, y tal que moX es
un grupo. Después de haber estudiado el caso de los espacios de lazos,
es de esperar que esto no sea suficiente. La respuesta es que necesitamos
homotopias de coherencia, pero no todas las posibles.

Una posible estrategia es construir los complejos K,, como en el caso
de los espacios de lazos, pero este seria un trabajo muy dispendioso,
principalmente porque hasta el momento no sabemos cuéles son las ho-
motopias necesarias. En lugar de construir los complejos directamente,
construiremos una maquinaria que construira los complejos por nosotros.
Esta maquinaria es la de los operads. Esta maquinaria va a resultar ex-
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tremadamente 1til cuando queramos generalizar a los espacios de lazos
iterados, Q"Y, paran > 1.

La definicién de operad fue dada por Peter May en [3], precisamente
para responder la pregunta que nos concierne en esta secciéon. Por cues-
tiones de espacio no podemos incluir acé todas las condiciones de co-
herencia. Estas pueden ser encontradas en la fuente original, o también
en las notas [7]. Para un tratamiento més informal y dirigido a un piblico
mds amplio, invitamos al lector a leer el articulo de divulgacion [11].

Definicion 2.1. Un operad C consiste de la siguiente informacion:

1. para cada nimero entero j > 0, un espacio topoldgico C(j), tal que
C(O) =*,

2. funciones continuas

v :C(k) x C(j1) x C(j2) X -+ x C(jx) — C(j)

donde j = ji+ -+ jk,
3. un elemento neutro 1 € C(1),

4. para todo j > 1, una accion del grupo simétrico X; sobre el espacio

C(J)-

Estos datos deben satisfacer ciertas relaciones de coherencia y equiva-
riancia [7].

La idea intuitiva es que los espacios C(j) son pardmetros para ope-
raciones j—arias, es decir operaciones de j elementos, y los mapeos
indican cémo componer operaciones. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2. Asoc, el operad de asociatividad. FEl espacio Asoc(j) es
el espacio discreto X, y el mapeo vy estd determinado por las relaciones
de equivariancia, y estd dado por

(0571, k) = To() © - D Tor)

Ejemplo 2.3. Conm, el operad de conmutatividad. Para todo j,
Conm(j) = .
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Ejemplo 2.4. Ex, el operad de endomorfismos. Sea X wun espacio
puntuado, y Ex(j) = Map«(X?,X). Para f € Ex(k), g € Ex(Ji),
Y(f; 915, gk) esta dado por la composicion

k
x0 = [ x0 1% xk L x
i=1
El elemento neutro corresponde a la identidad en Ex (1) = Map. (X, X).

La accion de ¥ sobre Ex(j) estd dada por la accion sobre X7 que permuta
las entradas.

Definicién 2.5. Un morfismo de operads 1) : C — C’, consiste de una
coleccion de mapeos equivariantes 1 : C(j) — C'(j), tales que ¢1(1) =1
y el siguiente diagrama es conmutativo:

C(k) x C(j1) x -+ x C(jk)

C()
Iz P

C'(k) x C'(j1) x -+ x C'(jr) ——~ C'(5)
Definicion 2.6. Un espacio puntuado X es un algebra sobre el operad
C, si existe un morfismo de operads 0 : C — Ex.

Si desempacamos esta definicién, obtenemos mapeos 6; : C(j) x X7 —
X para todo j > 0 que satisfacen ciertas relaciones de coherencia.

Ejemplos 2.7. Un espacio es un dlgebra sobre Asoc si y solo si es un
semi—grupo topoldgico. Por otro lado, un espacio es un dlgebra sobre
Conm si y sélo s es un semi—grupo topoldgico abeliano.

Observacién 2.8. Es importante notar que esta maquinaria no contiene
ninguna informacion sobre la existencia de inversos multiplicativos.

Teorema 2.9 (May [3]). Para todo n > 1 existen operads Cy, tales que:

e para todo espacio puntuado Y, el espacio de lazos iterados Q™Y es
un dlgebra sobre Cp;

e si X es un dlgebra sobre Cy, tal que moX es un grupo, entonces existe

un espacio puntuado Y tal que X es homotdpicamente equivalente
a QY.
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El operad C,, se conoce como el operad de los n—cubitos (little n—cubes
operad en inglés). El espacio Cy,(j) es el espacio de configuraciones de
j m—cubos marcados encajados es un n—cubo fijo, de tal manera que las
caras de los n—cubitos son paralelas a las del gran cubo. La accién de
>, esta dada por permutaciones de las marcas de los cubos. El mapeo «y
consiste en encajar los n—cubos correspondientes a los puntos en Cy(7j;)
en el n—cubo en C, (k) con la marca i. Lo ilustramos con un ejemplo para
n = 2. La siguiente figura representa un punto en C2(2) x C2(3) x Ca(1):

1 1

Su imagen es el siguiente punto en Ca(4). Las lineas punteadas no
hacen parte de los datos del punto.

Para todo j, el espacio C,(j) es (n — 2)—conexo, es decir, los grupos
de homotopia son 0 para todo i < n — 2. Este hecho refleja la existencia
de las altas coherencias de asociatividad y conmutatividad.

Es importante notar que hay un morfismo de operads C, — Cp41,
dado por la inclusién de los n—cubos como (n + 1)—cubos con la tdltima
coordenada fija.

La idea de la demostracién del teorema es la siguiente. Para todo
j, debemos construir mapeos 0; : C,(j) x (2"Y)7 — Q"Y. Recordemos
que Q'Y = Map.(S™,Y). El mapeo 6,, le asigna a cada configuracién
de cubos y mapeos f; : S™ — Y, el mapeo correspondiente a realizar el
mapeo f; en el cubito con marca i, como podemos ver en la figura. Para
realizar esta operacion debemos recordar que la n—esfera es homeomorfa
a un n—cubo con su frontera identificada en un punto.
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,(f1, f2, f3) ¥

Para probar el converso, usamos la estructura que nos proporciona la
accion del operad para construir un espacio B""X, con un mapeo X —
Q"B"™ X, el cual es una equivalencia homotdpica si y sélo si mpX es un

grupo.

3 Charla III: Espacios de lazos infinitos

Como vimos en la seccion anterior, los espacios de lazos iterados Q™Y
son H—-espacios homotépicamente asociativos y homotépicamente con-
mutativos, y a medida que aumenta n, el espacio tiene cada vez més
homotopias de coherencia. Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicion 3.1. Un espacio X es un espacio de lazos infinitos si existe
una sucesion de espacios X = Xg, X1, -+, y equivalencias débiles

X, = QX1

Ejemplo 3.2. Espacios de Eilenberg-MacLane. Dado un grupo abeliano
7y un entero positivo n, existe un espacio conexo K(m,n), el cual es
determinado en forma unica, salvo homotopia, por la siguiente condicion:

mi(K(m,n)) =

0 sii#n

T Ssii=n.
Este espacio se conoce como espacio de Eilenberg—MacLane para el grupo
m. Ya que en general mi1(X) = m(QX), obtenemos equivalencias débi-
les entre K(m,n) y QK (m,n+1). Se deduce entonces que todo espacio de
Eilenberg—MacLane es un espacio de lazos infinitos, con sucesion dada

por K(m,n), K(m,n+1),---.

Ejemplo 3.3. El espacio clasificante de la K ~teoria, Z. x BU. Sea U(n)
el grupo unitario en n dimensiones. Ezisten inclusiones U(n) — U(n +

1), dadas por
AlO
Ar— [ 01 }
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Sea U =, ,U(n). Este es un grupo topoldgico, y por lo tanto podemos
construir su espacio clasificante, BU. El espacio Z x BU se obtiene al
tomar el producto de una cantidad numerable de copias de BU, enume-
radas por los nimeros enteros.

Como se demuestra en [6, Ch. 24], el espacio Z x BU clasifica la K~
teoria topoldgica de un espacio, en el sentido de que para cierta familia
de espacios,

K(X)=[X,,Z x BU],

donde K (X) denota las clases de equivalencia de fibrados vectoriales com-
plejos sobre X .

El teorema de periodicidad de Bott (ver [6, Ch. 24 §2]) implica que
existe una equivalencia débil Z x BU ~ Q*(Z x BU), demostrando en-
tonces que Z x BU es un espacio de lazos infinitos.

3.1 Relacién con teorias de cohomologia

Definicién 3.4. Una teoria de cohomologa generalizada (reducida) es
una coleccion de funtores contravariantes

E™ : Top, — GpAb,

definidos para todo entero n, los cuales satisfacen los siguientes axiomas:

e Fzactitud: si f: A — X es una cofibracion, entonces la sucesion

E"(X/A) — E™(X) — E™(A)
es exacta.

o Suspension: para todo n existe un isomorfismo natural

EMX) S E"TY(EX),
donde XX denota la suspension S x X/(S x {x} U {x} x X).

o Aditividad: si X = \/; X;, entonces E*(X) — [[E*(X;) es un
isomorfismo.
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o FEquivalencia: si f : X — Y es una equivalencia débil, entonces el
mapeo inducido

ffEYY)— E*(X),
es un isomorfismo.

Observacion 3.5. Los aziomas descritos son exactamente los axiomas
con los que se define H*(—; ) con excepcion del axioma de dimension.

Ejemplos 3.6. Como podemos ver en la observacion anterior, el ejemplo
clasico es la cohomologia reducida con coeficientes en un grupo abeliano
w. Otros ejemplos cldsicos son la K —teoria reducida, y cobordismo.

Las teorias de cohomologia generalizadas son herramientas bastante
usadas en topologia algebraica, ya que nos dan invariantes algebraicos de
los espacios topoldgicos. Estas teorias de cohomologia estan intimamente
relacionadas con los espacios de lazos infinitos. Esta relacion es fruto del
Teorema de Representabilidad de Brown [2].

Dada una teoria de cohomologia generalizada E*, existe una sucesion
de espacios X, tales que para todo espacio Y, E"(Y) = [Y, X,,]. Luego,
usando el axioma de suspensién de E*, se puede demostrar que X, ~
QX,+1, obteniendo asf un espacio de lazos infinitos X = Xj.

Conversamente, si X es un espacio de lazos infinitos, con sucesién

Xo, X1, -+, se puede definir una teoria de cohomologia
B (y) = Y, X,] sin>0
[X7"Y, Xo] sin<0.

Veamos ahora que la cohomologia ordinaria H *(—;m), esta represen-
tada por el espacio de lazos infinitos dado por los espacios de Eilenberg—
MacLane K (7,0), K(m,1),---. Sea X el espacio de lazos infinitos que la
representa. Tenemos entonces que

H™(S*;7) =[S, Xp] = me(Xn) -
Entonces

T sik=mn;

T(Xn) = {O si k #n.

Esto implica que el espacio X, es homotdpicamente equivalente al espacio
de Eilenberg-MacLane K (m,n).
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Noétese que como las componentes de K (m,0) son todas contréctiles,
la cohomologia en dimensiones negativas es igual a 0.

3.2 Identificacién de espacios de lazos infinitos

Ahora nos gustaria responder la siguiente pregunta: ;Cémo sabemos si
un espacio X es un espacio de lazos infinitos?

Para empezar, como X = Xy ~ 2.X1, sabemos entonces que X debe
ser un espacio As. En general tenemos que X ~ Q"X,, es decir, X
es un espacio F, para todo n > 1. Entonces podriamos chequear las
acciones de los operads C, para todo n. En vez de hacer eso, vamos a
definir un operad que retina a todos los operads C,,.

Como dijimos en la seccién anterior, existen inclusiones de operads
Cn = Cn41. Usando estas inclusiones, definimos

Coo = JCn-

Nétese que para todo j, Coo(j) es contractil y ¥; actia libremente.
Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Un operad C es un operad E, si C(j) es contrdctil, y
la accion de ¥; sobre C(j) es libre. Un espacio X es un espacio Eo si
es un dlgebra sobre un operad F.

Es decir, un operad es F si es equivalente como operad al operad Cuo.
Usando la misma idea de la seccién anterior, tenemos el siguiente
teorema [3].

Teorema 3.8. Un espacio X es un espacio de lazos infinitos st y solo si
es un espacio Eo y mgX es un grupo.
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3.3 TI'—espacios

Hay otra maquinaria que sirve para construir espacios de lazos infinitos.
Esta fue definida por Segal en [9] con el propdsito de construir espacios
de lazos infinitos a partir de categorias simétricas monoidales.

Sea F la categoria de conjuntos finitos puntuados, y funciones que
preservan el punto base. En particular, los objetos de esta categoria son
los conjuntos ny = {0,1,---,n}, con n > 0. En este conjunto, 0 es el
punto base.

Para 1 < k < n, definimos i : ny — 1, como:

() 0 si j#k
1 =
PO s =k
Definicion 3.9. Un I'-espacio X es un funtor X : F — Top.. Decimos
que X es especial si el mapeo
pn X(ng) = X(14)°",

que se obtiene usando los mapeos 1, es una equivalencia débil para todo
n > 0.

Las condiciones en esta definicién implican que el espacio X (1) tiene
una multiplicaciéon que es asociativa y conmutativa salvo todas las ho-
motopias de coherencia:

Teorema 3.10. [9, Prop. 1.4]
Sea X un I'—espacio especial. Entonces X(14) es un espacio de lazos
infinitos al hacer la complecion de grupo.

La multiplicacién en X (1) se define usando la funcién p: 24 — 14,

definida como p(0) =0, (1) = u(2) = 1.

X(24) — X (1) x X(14)

X ()

X(14)

Las homotopias de coherencia son resultado de las relaciones entre
los morfismos de F. Otra manera de decir esto es que la categoria F
modela todas las posibles coherencias de manera combinatorica.
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3.4 Espacios de lazos infinitos asociados a categorias
simétricas monoidales

Como dijimos anteriormente, la principal motivaciéon de Segal en [9]
era construir espacios de lazos infinitos a partir de categorias simétricas
monoidales.

Para esto debemos considerar primero el funtor del espacio clasifi-
cante B : Cat — Top. Este es un funtor que asigna a cada categoria
C un espacio BC, que preserva productos, y dada una transformacién
natural entre funtores F' y (G, asigna una homotopia entre los mapeos
BF y BG. Para mas detalles, referimos al lector a [8, §2].

Definicién 3.11. Una categoria simétrica monoidal (C,®,1I,a,c,l,)
consiste de la siguiente informacin:

e una categoria C;
o un funtor ® :C xC — C;
e un objeto I de C, llamado la unidad;

e isomorfismos naturales de:

asociatividad a : (zRyY) Rz =2 Q (Y ® z,
conmutatividad ¢ : 2 @y — y R x,
unidad izq £ : I @y — y,

unidad derr:x® I — x,
los cuales deben satisfacer las siguientes condiciones de coherencia:
TRQY ——— xRy

o~ A

T

(re)ey r® (I ®y)

r% ‘%5

TRy
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(Yr)®z — Y@ (r®2)

Ejemplos 3.12. El principal ejemplo es Fin, la categoria de conjuntos
finitos y funciones, con la union disjunta como producto monoidal. Otros
ejemplos incluyen Vecty, y Modg, las categorias de espacios vectoriales
de dimension finita sobre un campo k, y mddulos finitamente generados
sobre un anillo R, respectivamente. En ambos casos el producto monoidal
estd dado por la suma directa.

Nétese que como el funtor B preserva productos y asigna homotopias
a las transformaciones naturales, dada una categoria simétrica monoidal
C, tenemos un producto

B®: BC x BC — BC,

el cual es asociativo, conmutativo y unitario, salvo homotopia. Aun
mads, sabemos que estas homotopias satisfacen ciertas coherencias. Surge
entonces la pregunta: ;jtenemos todas las posibles coherencias? En otras
palabras, jes BC un espacio Fy.?

La respuesta es afirmativa, y de hecho podemos usar cualquiera de
las dos maquinarias (operads y I'-espacios) para contestarla. En este
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articulo usaremos los I'-espacios. Para ver cémo usar operads para con-
testar esta pregunta, referimos al lector a [4, §4].

La estrategia que vamos a resumir ahora esta basada en [9, 5].

Sea C una categoria simétrica monoidal. Primero construimos una
I'—categora especial, es decir, un funtor C:F— Cat, tal que 5(n+) es
equivalente a C*™.

Al aplicar el funtor espacio clasificante, obtenemos el I'-espacio espe-
cial Ba con la propiedad que BC| (1+) es homotépicamente equivalente
a BC.

El Teorema 3.10 implica entonces que BC es un espacio E,, cuya
complecién de grupo es un espacio de lazos infinitos.

Ejemplos 3.13. Cuando C = Fin, la complecion de grupo de BFin es
conocido como el espectro esfera, uno de los objetos centrales en topologia
algebraica.

Si tomamos la categoria Vecte, la complecion de grupo es Z x BU,
es decir el espacio clasificante de la K —teoria topoldgica.

Finalmente, si tomamos Modpg, el espacio de lazos infinitos que obte-
nemos es el espacio que define la K—teoria algebraica de R.
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