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1 Introducción

En este art́ıculo estudiaremos una parte de lo que últimamente se ha lla-
mado Álgebra Combinatoria. Uno de los objetivos de esta área es hacer
un diccionario entre propiedades de objetos algebraicos y propiedades de
objetos combinatorios. Nos centraremos en el estudio de complejos sim-
pliciales, de ideales monomiales y de anillos de Stanley–Reisner asociados
a hipergráficas simples.

En la sección 2 daremos algunas definiciones básicas sobre hiper-
gráficas simples, tales como: cubrimientos mı́nimos, conjuntos estables,
menores, apareamientos, propiedad de Köning y de empacamiento. En
la sección 3 se establecerá la correspondencia entre una hipergráfica sim-
ple C y su ideal monomial IC . Se verá que el número de cubrimiento
de C coincide con la altura de IC y que la propiedad combinatoria de la
hipergráfica de ser no mezclada es equivalente a la propiedad algebraica
de su ideal monomial de ser no mezclado. También se dará una car-
acterización de cuándo una hipergráfica simple es no mezclada bajo la
hipótesis de que la hipergráfica tenga un apareamiento perfecto de tipo
König.

En la sección 4 estableceremos la correspondencia entre una hiper-
gráfica simple C y el complejo simplicial de Stanley–Reisner de IC , deno-
tado por ∆C , que es un complejo simplicial sobre el mismo conjunto de
vértices de C y cuyas caras son los conjuntos estables de la hipergráfica
C. En esta sección se presentan las principales caracterizaciones y condi-
ciones para que un complejo simplicial sea escalonable; en particular
se analizarán los casos en que C es totalmente balanceado o cordal, aśı
como los casos en que C tiene la propiedad de vértice libre o tiene un
apareamiento perfecto de tipo König. En la sección 5 estudiaremos las
condiciones para que el anillo de Stanley–Reisner k[∆C ] sea de Cohen–
Macaulay. Además daremos las siguientes implicaciones

∆C es escalonable puro ⇒ k[∆C ] es de Cohen–Macaulay

⇒ C es no mezclada .

También se darán algunas condiciones para determinar cuándo las im-
plicaciones rećıprocass son ciertas. Finalmente se verá la relación que
existe entre ser secuencialmente de Cohen–Macaulay y ser escalonable.

En la sección 6 estudiaremos el caso de gráficas, que son hipergráficas
en las cuales cada una de las aristas tiene dos vértices. Un caso impor-
tante de las gráficas son las gráficas bipartitas; para este caso daremos
algunas caracterizaciones para que el ideal monomial sea no mezclado y
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para que el anillo de Stanley–Reisner sea de Cohen–Macaulay.
Este art́ıculo es autocontenido en cuanto a las definiciones que se

utilizan; para hacer un estudio más profundo se pueden revisar los textos
[3, 8, 9, 14, 16].

2 Algunas propiedades de hipergráficas simples

Una hipergráfica C consta de un conjunto de vértices V (C) =
{x1, · · · , xn} y un conjunto E(C) cuyos elementos son subconjuntos de
V (C). A los elementos de E(C) se les llama aristas (de C). Si ninguna de
las aristas de C está contenida en otra decimos que C es una hipergráfica
simple. En este trabajo asumiremos que C es una hipergráfica simple y
que E(C) = {e1, · · · , em}.

Un subconjunto C de V (C) es llamado un cubrimiento por vértices de
C si ei∩C 6= ∅ para toda arista ei de C. El cubrimiento por vértices C es
minimal si no existe un subconjunto propio de C que sea un cubrimiento
por vértices de C. La cardinalidad de un cubrimiento por vértices mı́nimo
(con respecto a la cardinalidad) de C es llamado el número de cubrimiento
C y se denota por τ(C). Una hipergráfica simple C se dice no mezclada
si todas los cubrimientos por vértices minimales de C, tienen la misma
cardinalidad, esto es, toda cubrimiento por vértices minimal es mı́nimo.

Un subconjunto F de V (C) es llamado un conjunto estable, o inde-
pendiente, si F no contiene ninguna arista de C. Un conjunto estable
F es maximal si no está contenido en otro conjunto estable. Si C es
un cubrimiento por vértices de C, entonces C ∩ ei 6= ∅; para cada arista
ei, esto implica que V (C) \ C no contiene ninguna arista y por lo tanto
V (C)\C es un conjunto estable; no es dif́ıcil ver que el rećıproco también
es cierto. Además, C es un cubrimiento por vértices minimal si y sólo si
V (C) \ C es un conjunto estable maximal.

Dada la hipergráfica simple C y v un vértice de C, denotaremos por
C \ v a la hipergráfica simple obtenida al eliminar el vértice v, esto es,
la hipergráfica cuyo conjunto de aristas es {e ∈ E(C)|v /∈ e}. Por C/v
se denota la hipergráfica simple obtenida al contraer el vértice v. La
familia de aristas de esta hipergráfica está formada por los conjuntos
minimales de {e\ {v} |e ∈ EC}. Una hipergráfica simple C′ obtenida de
C por la eliminación o contracción sucesiva de vértices es llamada menor
de C. Si C′ se obtiene solamente eliminando vértices en C, se le llama
d–menor, y si se obtiene solamente contrayendo vértices de C se le llama
c–menor. Un vértice v de C es un vértice libre de C si v está contenido
en exactamente una de las aristas de C. Una hipergráfica simple C tiene
la propiedad de vértice libre si cada menor de C tiene un vértice libre.
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Por otro lado, un conjunto de aristas disjuntas a pares se llama con-
junto independiente de aristas, y un conjunto independiente de aristas
se llama apareamiento perfecto si la unión de sus elementos es V (C). La
cardinalidad máxima de un conjunto independiente de aristas de C es
llamado el número de independencia de C y se denota por β(C). Una
hipergráfica simple C satisface la propiedad de König si satisface que
β(C) = τ(C), mientras que C satisface la propiedad de empacamiento si
C′ es de König para todo menor C′ de C.

3 Hipergráficas simples no mezcladas y sus
ideales monomiales

Sea C una hipergráfica simple cuyo conjunto de vértices es V (C) =
{x1, · · · , xn} y sea R = k[x1, · · · , xn] el anillo de polinomios sobre k
(un campo). El ideal monomial de C, denotado por IC , es el ideal de R
generado por los monomios

∏
xi∈e xi = xe tal que e ∈ E(C). Si P es

un ideal primo que contiene a IC y no existe otro ideal primo contenido
propiamente en P que contenga a IC , entonces decimos que P es un ideal
primo minimal de IC . Observemos que si P es un primo minimal de IC ,
entonces P es un ideal generado por los elementos de un cubrimiento
minimal de C.

La altura de un ideal primo P en un anillo conmutativo R, es el
supremo de las cardinalidades de las cadenas (con el orden de contención)
de ideales primos tales que cada uno de sus elementos (de las cadenas)
están propiamente contenidas en el siguiente elemento de la cadena. La
altura de un ideal I es el ı́nfimo de las alturas de los ideales primos
que contienen a I, y la denotaremos por ht(I). La dimensión de R es
el supremo de las alturas de los ideales primos de R. Por otro lado,
como la altura de un ideal generado por variables es el número de estas
variables, y los primos minimales de IC están generados por cubrimientos
de C, entonces la altura de IC es el número de cubrimiento de C, esto es,
τ(C) =ht(IC).

Sea R un anillo conmutativo. Si A ⊂ R, entonces el ideal generado
por A es la intersección de todos los ideales de R que contienen a A (que
también es un ideal). Un ideal I de R se llama finitamente generado
si existe un conjunto finito que genera a I. R se llama Noetheriano si
todo ideal de R es finitamente generado. Un primo asociado de un ideal
I sobre R (un anillo Noetheriano) es un ideal primo P , tal que R/I
contiene un submódulo sobre R isomorfo a R/P . Además I se llama no
mezclado si todos los primos asociados tienen la misma altura. Un ideal
monomial libre de cuadrados (a los monomios generadores minimales no
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los divide ningún cuadrado) es la intersección de todos sus ideales primos
minimales, entonces los ideales asociados de este ideal son exactamente
sus primos minimales. Como IC es un ideal monomial libre de cuadrados,
entonces tenemos que C es no mezclada si y sólo si IC es no mezclado.

Dada la hipergráfica simple C, decimos que xi es una variable libre
de IC si xi sólo está presente en uno de los generadores minimales de IC .
Notemos que una variable libre de IC se corresponde con un vértice libre
de C.

Sea R = k[x1, · · · , xn] el anillo de polinomios en las variables X =
{x1, · · · , xn} sobre el campo k y sea I un ideal deR. El ideal I ′ se denomi-
na menor de I si existe un subconjunto X ′ = {xi1 , · · · , xir , xj1 , · · · , xjs}
del conjunto de variablesX tal que I ′ es un ideal propio de R′ = k[X\X ′],
obtenido a partir de un conjunto generador de I asignando xik = 0
y xj` = 1 para todo k, `. Un menor obtenido asignando a las variables
solamente el valor 0 se denomina d–menor y un menor obtenido asignando
a las variables solamente el valor 1 se denomina c–menor. Notemos que
si IC es el ideal asociado a la hipergráfica simple C los menores de IC
obtenidos al asignar xi = 0 y xj = 1 se corresponden con los menores de
C obtenidos al eliminar el vértice xi de C y al contraer el vértice xj de C
respectivamente.

Definición 3.1. Un apareamiento perfecto de tipo König de C es un
apareamiento perfecto e1, · · · , eg tal que g = τ(C).

El siguiente teorema da una caracterización combinatoria de cuándo
una hipergráfica simple es no mezclada, bajo la hipótesis de que la
hipergáfica tenga un apareamiento perfecto de tipo König.

Teorema 3.2. [11] Sea C una hipergráfica simple con un apareamiento
perfecto de tipo König e1, · · · , eg. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) C es no mezclada;

(b) para dos aristas cualesquiera e 6= e′ y para dos vértices cualesquiera
diferentes x ∈ e, y ∈ e′, que están contenidos en una misma arista
ei, tenemos que (e \ {x}) ∪ (e′ \ {y}) contiene una arista.

En la sección 6 reformularemos el resultado anterior para el caso de
una gráfica bipartita.
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4 Complejos simpliciales y la propiedad de
escalonabilidad

Un complejo simplicial ∆ sobre el conjunto de vértices V (∆) =
{x1, · · · , xn} es una colección de subconjuntos de V (∆), de tal forma
que si F ∈ ∆ y F ′ ⊂ F entonces F ′ ∈ ∆. Cada elemento F ∈ ∆ se llama
cara de ∆. La dimensión de la cara F es |F |− 1. Una careta es una cara
maximal de ∆ (con respecto a la inclusión). Un complejo simplicial ∆
es llamado puro si todas las caretas de C tienen la misma cantidad de
elementos.

Dado un complejo simplicial ∆ y una cara σ, ∆\σ es el complejo
simplicial obtenido de ∆ eliminando todas las caras que contienen a σ,
star∆(σ) es el complejo simplicial cuyas caretas son las caretas de ∆
que contienen a σ y el enlace de σ es el complejo simplicial link∆(σ) =
{F ∈ ∆|σ ∩ F = ∅, F ∪ σ ∈ ∆}.

Definición 4.1. El complejo de Stanley–Reisner de C, denotado por ∆C,
es el complejo simplicial cuyas caras son los conjuntos estables de C.

La definición anterior permite dar la siguiente biyección entre los
complejos simpliciales y las hipergráficas simples

ϕ : hipergráficas simples −→ complejos simpliciales ,

dada por ϕ(C) = ∆C y ϕ−1(∆) es la hipergráfica simple cuyas aristas
son los subconjuntos minimales de V (∆) que no son caras de ∆. Por
otro lado, tenemos que σ es una careta de ∆C si y sólo si C \ σ es un
cubrimiento minimal de C; entonces, C es no mezclada si y sólo si ∆C es
puro.

Por otro lado, también hay una biyección entre las hipergráficas sim-
ples y los ideales generados por monomios libres de cuadrados, a saber,

δ : hipergráficas simples −→ ideales monomiales libres de cuadrados ,

dado por δ(C) = IC y δ−1(I) es la hipergráfica simple cuyas aristas son
los conjuntos de variables que tiene cada generador mı́nimo de I. Por lo
tanto, tenemos una biyección entre ideales monomiales libres de cuadrado
y complejos simpliciales, de tal forma que para cada ∆ complejo simpli-
cial le asociamos el ideal monomial (generado por monomios libres de
cuadrados) Iϕ−1(∆); a este ideal lo denotaremos por I∆.
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Definición 4.2. Un complejo simplicial es escalonable si el conjunto de
las caretas de ∆ pueden ser ordenadas F1, · · · , Fs de tal forma que para
todo 1 ≤ i < j ≤ s existe v ∈ Fj\Fi y ` ∈ {1, · · · , j−1} con Fj\F` = {v}.
En este caso a F1, · · · , Fs lo llamaremos un escalonamiento de ∆.

El concepto de escalonabilidad fue introducido originalmente para
complejos simpliciales puros. La anterior definición de escalonabilidad
para complejos simpliciales no puros fue introducida por Björner y Wachs
[1]. Diremos entonces que un complejo es escalonable puro si es escalon-
able según la anterior definición y además sus caretas tienen la misma
cardinalidad. En [15] Van Tuyl y Villarreal relacionan la escalonabilidad
de las hipergráficas con la propiedad de vértice libre.

Teorema 4.3. [15] Si la hipergráfica simple C tiene la propiedad de
vértice libre, entonces ∆C es escalonable.

La matriz de incidencia de la hipergráfica simple C, denotada por AC ,
es la matriz cuyos vectores columna son los vectores caracteŕısticos de
las aristas de C. Un ciclo de C es una submatriz cuadrada de AC que
tiene exactamente dos 1 en cada columna y dos 1 en cada renglón. Una
hipergráfica simple es totalmente balanceada si no tiene ciclos. En [13]
Jahan y Zheng mostraron que una hipergráfica simple C es totalmente
balanceada si y sólo si C satisface la propiedad de vértice libre. Usando
este resultado y el teorema anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4. [15] Si C es una hipergráfica simple totalmente balancea-
da, entonces ∆C es escalonable.

La presencia de aristas con vértices libres en cada c–menor de una
hipergráfica no mezclada con apareamiento perfecto de tipo König im-
plica la escalonabilidad de esta hipergráfica:

Teorema 4.5. [11] Sea C una hipergráfica simple con apareamiento per-
fecto de tipo König e1, · · · , eg. Si todos los c–menores de C tienen un
vértice libre y C es no mezclada, entonces ∆C es escalonable puro.

En [11] se muestra que si una hipergráfica simple no mezclada sin
ciclos de longitud 3 o 4 tiene un apareamiento perfecto de tipo König,
entonces cada arista del apareamiento tiene un vértice libre. Una conse-
cuencia de este hecho es la siguiente caracterización para la escalonabil-
idad de la hipergráficas no mezcladas con apareamiento perfecto de tipo
König.

Teorema 4.6. [11] Sea C una hipergráfica simple no mezclada con apa-
reamiento perfecto de tipo König e1 · · · , eg. Si C no tiene ciclos de lon-
gitud 3 o 4, entonces ∆C es escalonable puro.
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El siguiente resultado de Morey, Reyes y Villarreal [11] caracteriza la
estructura de las aristas de una hipergráfica simple no mezclada con un
apareamiento perfecto de tipo König que implica la escalonabilidad pura
del complejo simplicial asociado a la hipergráfica.

Teorema 4.7. Sea C una hipergráfica simple con un apareamiento per-
fecto de tipo König e1, · · · , eg. Si para cualquier par de aristas f1, f2
de C y para cualquier arista ei del apareamiento perfecto, se tiene que
f1 ∩ ei ⊂ f2 ∩ ei o que f2 ∩ ei ⊂ f1 ∩ ei, entonces ∆C es escalonable puro.

La descomposición por vértices es una propiedad de los complejos
simpliciales que implica la escalonabilidad. Este concepto fue introducido
inicialmente para complejos simpliciales puros por Provan y Billera [12]
y fue extendido para los complejos no puros por Björner y Wachs [1].
Un vértice x tal que ninguna careta de link∆(x) es una careta de ∆\x
se denomina vértice de descomposición. Un complejo simplicial es des-
componible por vértice si ∆ es un simplejo, o existe un vértice de des-
composición x tal que link∆(x) y ∆\x son descomponibles por vértice.
Wachs [18] demostró que si x es un vértice de descomposición de ∆ y los
complejos link∆(x) y ∆\x son escalonables, entonces ∆ es escalonable.
Esto implica que un complejo simplicial descomponible por vértices es
escalonable. Además, si ∆ es escalonable entonces link∆(σ) es escalon-
able para cualquier cara σ de ∆ [2].

Woodrofe [19] extendió el concepto de vértice simplicial de una gráfica
al caso de hipergráficas simples y definió las hipergráficas simples corda-
les.

Definición 4.8. Un vértice x de C es simplicial si para dos aristas cua-
lesquiera e1, e2 de C que contienen a x existe una tercera arista f tal que
f ⊆ (e1 ∪ e2)\{x}.
Definición 4.9. Una hipergráfica simple es cordal si todo menor de C
tiene un vértice simplicial.

En [19], se generaliza la definición de cara de descomposición a los
complejos simpliciales no puros. Una cara de descomposición de un com-
plejo simplicial ∆ es una cara tal que ninguna cara de link∆(σ) es una
careta de ∆\σ. Notemos que esta definición generaliza el concepto de
vértice de descomposición. Esto permite probar que si σ es una cara de
descomposición de ∆ y los subcomplejos ∆\σ and link∆(σ) son escalon-
ables, entonces ∆ es escalonable. Además, si x es un vértice simplicial de
una hipergráfica C y e es una arista de esta hipergráfica que contiene a
x, entonces el subconjunto de vértices σ = e\{x} es una cara de descom-
posición del complejo simplicial ∆C asociado a C. Lo anterior permite dar
una caracterización de la escalonabilidad de las hipergráficas cordales.
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Teorema 4.10. [19] Si C es una hipergráfica cordal, entonces ∆C es
escalonable.

Es fácil comprobar que si ∆C es el complejo asociado a C y σ ⊂ V (C)
es un conjunto estable de C, entonces el complejo simplicial asociado al
menor C/σ es link∆C(σ). Por otra parte, el complejo simplicial ∆C\σ
está asociado a la hipergráfica simple Cσ cuyas aristas son los subconjun-
tos minimales de E(C) ∪ σ, es decir, se agrega σ como una nueva arista
y se toman los subcojuntos minimales respecto a la inclusión para que la
hipergráfica resultante sea simple.

En [4] se establecen condiciones necesarias y suficientes para la escalo-
nabilidad de las hipergráficas simples que contienen al menos un vértice
simplicial.

Teorema 4.11. [4] Sea x un vértice simplicial de C. Además, sea
{e1 · · · , er} el conjunto de las aristas (de C) que contienen a x, C0 = C/x
y Ci = C/σi donde σi = ei\{x} para cada i ∈ {1, · · · , r}. Entonces, la
hipergráfica simple C es escalonable si y sólo si Ci es escalonable para
cada i ∈ {0, 1, · · · , r}.

Teorema 4.12. [4] Sea C una hipergráfica con un vértice simplicial x
y sea σ = e\x una cara de descomposición donde e es una arista que
contiene a x. Entonces, C es escalonable si y sólo si los hipergráficas Cσ

y C/σ son escalonables.

5 Anillos de Stanley–Reisner y la propiedad de
Cohen–Macaulay

Un anillo conmutativo R se llama local si tiene exactamente un ideal
maximal. Si R es un anillo Noetheriano local, una R–sucesión regular
es un conjunto h1, · · · , hs de elementos de R tales que (h1, · · · , hr) 6= R
y hi no es un divisor de cero de R/(h1, · · · , hi−1). La longitud máxima
de una R–sucesión regular se llama la profundidad de R y se denota por
depth(R).

Definición 5.1. Sea R un anillo local Noetheriano. R se dice de Cohen–
Macaulay si depth(R) = dim(R). Si R es un anillo Noetheriano, en-
tonces R se dice de Cohen–Macaulay si para cada p ideal primo de R el
anillo local Rp es de Cohen–Macaulay.

Macaulay demostró que un ideal I = (q1, · · · , qr) de altura r en un
anillo de polinomios (sobre un campo) es no mezclado. Además, Cohen
lo demostró para anillos locales regulares. Lo anterior y la siguiente
proposición son las razones del nombre de anillos de Cohen–Macaulay.
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Proposición 5.2. [3] Un anillo Noetheriano R es de Cohen–Macaulay
si y sólo si todo ideal I generado por ht(I) elementos es no mezclado.

Definición 5.3. Sea ∆ un complejo simplicial cuyo conjunto de vértices
es V (∆) = {x1, · · · , xn} y sea k un campo. El anillo de Stanley–Reisner
de ∆ es la k–álgebra homogenea

k[∆] = k[x1, · · · , xn]/I∆ .

El siguiente resultado fue probado por Reisner y se puede ver como
una consecuencia de un teorema de Hochster [3]. Este resultado es una
interpretación homológica de que k[∆] sea de Cohen–Macaulay; en este
resultado H̃i(∆, k) es la i–ésima homoloǵıa reducida con valores en k.

Teorema 5.4. [3] Sea ∆ un complejo y k un campo. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) k[∆] es de Cohen–Macaulay.

(b) H̃i (link∆(F ), k) = 0 para todo F ∈ ∆ y para todo i <
dim(link∆(F )).

El siguiente teorema relaciona las propiedades de Cohen–Macaulay,
escalonabilidad y no mezclado. Una prueba de este resultado se puede
ver en [3].

Teorema 5.5. Sea C una hipergráfica simple y k un campo. Entonces,
tenemos las siguientes implicaciones

∆C es escalonable puro ⇒ k[∆C ] es de Cohen–Macaulay

⇒ C es no mezclada .

Bajo ciertas condiciones las implicaciones rećıprocas del teorema an-
terior son ciertas, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 5.6. [11] Sea C una hipergráfica simple con la propiedad de
König y sin ciclos de longitud 3 o 4. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) C es no mezclado;

(b) existe un apareamiento perfecto e1, · · · , eg, g = ht(IC), tal que ei
tiene un vértice libre, para todo i, y para dos aristas cualesquiera
f1, f2 de C y para cualquier arista ei del apareamiento perfecto,
tenemos que f1 ∩ ei ⊂ f2 ∩ ei o f2 ∩ ei ⊂ f1 ∩ ei;
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(c) k[∆C ] es de Cohen–Macaulay;

(d) ∆C es un complejo simplicial escalonable puro.

Como se vió en los resultados anteriores, si ∆C es escalonable puro,
entonces k[∆C ] es de Cohen–Macaulay y si k[∆C ] es de Cohen–Macaulay,
entonces ∆C es puro. Para el caso de escalonabilidad no pura la propiedad
que más se acerca es la propiedad de ser secuencialmente de Cohen–
Macaulay.

Definición 5.7. Sea R = k[x1, · · · , xn] un anillo de polinomios. Un
módulo de tipo R graduado M se dice secuencialmente de Cohen–Macau-
lay si existe una filtración finita de módulos de tipo R graduados

0 = M0 ⊂ M1 ⊂⊂ Mr = M ,

tal que cada Mi/Mi−1 es de Cohen–Macaulay y además

dim(M1/M0) < dim(M2/M1) < · · · < dim(Mr/Mr−1) .

Teorema 5.8. [8] Sea ∆ un complejo simplicial escalonable. Entonces,
su anillo de Stanley–Reisner k[∆] es secuencialemente de Cohen–Macau-
lay

6 Caso de gráficas

Una gráficaG es una hipergráfica simple cuyas aristas tienen cardinalidad
2. La gráfica G se llama bipartita si existe particiones V1 = {x1, · · · , xs1}
y V2 = {y1, · · · , ys2} del conjunto de vértices de G de tal forma que
si e ∈ V (G), entonces e ∩ V1 6= ∅ y e ∩ V2 6= ∅. La vecindad de un
vértice x es el conjunto NG(x) = {y ∈ V (G)|{x, y} ∈ E(G)}. Usando el
teorema 3.2 se obtiene la siguiente caracterización para gráficas bipartitas
no mezcladas.

Proposición 6.1. [17] Sea G una gráfica bipartita. Entonces, G es
no mezclada si y sólo si existe un apareamiento perfecto e1, · · · , eg tal
que para dos aristas cualesquiera e 6= e′ y para dos vértices diferentes
cualesquiera x ∈ e, y ∈ e′, contenidos en el mismo ei, tenemos que
(e \ {x}) ∪ (e′ \ {y}) es una arista.

Las siguientes proposiciones dan estructura a las gráficas cuyos com-
plejos simpliciales son escalonables y relacionan la propiedad de que su
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anillo de Stanley–Reisner sea de Cohen–Macaulay con la propiedad de
que sea secuencialmente de Cohen–Macaulay.

Proposición 6.2. [15] Sea G una gráfica tal que ∆G es escalonable.
Para todo vértice v de G, si Gv = G \ ({v} ∩ NG(v)}, entonces ∆Gv es
escalonable.

Proposición 6.3. [8] k[∆G] es de Cohen–Macaulay si y sólo si k[∆G] es
secuencialmente de Cohen–Macaulay y G es no mezclada.

Para el caso de gráficas bipartitas se obtiene el rećıproco del teorema
5.8.

Teorema 6.4. [15] Sea G una gráfica bipartita. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) k[∆G] es secuencialmente de Cohen–Macaulay;

(b) ∆G es escalonable;

(c) Existen dos vertices adyacentes x1 y x2 tales que deg(x1) = 1,
además para i = 1, 2 la subgráficaG\({xi}∩NG(xi)) es escalonable.

Corolario 6.5. [7] Si G es bipartita, entonces k[∆G] es de Cohen–Ma-
caulay si y sólo si ∆G es escalonable puro.

El siguiente criterio de Herzog y Hibi clasifica las gráficas bipartitas
de Cohen–Macaulay.

Teorema 6.6. [10] G es una gráfica bipartita de Cohen–Macaulay si y
sólo si g = |V1| = |V2| y podemos ordenar los vértices de tal forma que:

(h0) {xi, yi} ∈ E(G) para i = 1, · · · , g;

(h1) si {xi, yj} ∈ E(G), entonces i ≤ j;

(h2) si {xi, yj} y {xj , yk} están en E(G) y i < j < k, entonces {xi, yk} ∈
E(G).

Un ciclo es una subgráfica C de G en el cual |NC(x)| = 2 para todo
x ∈ V (C). Entonces, un ciclo de una gráfica G es un ciclo de G como
hipergráfica. Una cuerda de un ciclo C es una arista e = {x, y} ∈ E(G)
tal que x, y ∈ V (C) pero e /∈ E(C). Otra familia interesante de gráficas
son las cordales, que son aquellas en la que los únicos ciclos sin cuerda son
los triángulos. Por un resultado de Dirac [6] una gráfica cordalH tiene un
vértice x tal que si a, b ∈ NH(x), entonces {a, b} ∈ E(H). Notemos que
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por la definición 4.8 el vértice x es un vértice simplicial de H. Por otro
lado, un menor de H es una subgráfica de H que se obtiene eliminando
vértices. Entonces, un menor de una gráfica cordal es cordal. De aqui que
si H es cordal como gráfica, entonces es cordal como hipergráfica. Por lo
tanto, como corolario del teorema 4.10 obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 6.7. [15] Si G es una gráfica cordal entonces ∆G es escalo-
nable.

Aplicando el concepto de vértice simplicial al caso de gráficas se ob-
tienen las siguientes caracterizaciones para la escalonabilidad de gráficas
que contienen vértices simpliciales como corolarios de los teoremas 4.11
y 4.12.

Proposición 6.8. [5] Sea x1 un vértice simplicial de la gráfica G y sea
NG(x1) = {x2, · · · , xr}. Entonces, la gráfica G es escalonable si y sólo
si la subgráfica Gi = G \ (xi ∪NG(xi)) es escalonable para cada i ∈
{1, · · · , r}.

Proposición 6.9. [4] Sea x un vértice simplicial de la gráficaG y sea y ∈
NG(x). Entonces, la gráfica G es escalonable si y sólo si las subgráficas
G \ (y ∪NG(y)) y G \ y son escalonables.
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[5] R. Cruz y M. Estrada, Vértices simpliciales y escalonabilidad de
grafos, Morfismos 12(2), 17 (2008).

[6] G. A. Dirac, On rigid circuit graphs, Abh. Math. Sem. Univ. Ham-
burg 25(1–2), 71 (1961).



84 Cruz y Reyes, Hipergráficas simples
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