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1 Introduccion

En este articulo estudiaremos una parte de lo que 1ltimamente se ha lla-
mado Algebra Combinatoria. Uno de los objetivos de esta area es hacer
un diccionario entre propiedades de objetos algebraicos y propiedades de
objetos combinatorios. Nos centraremos en el estudio de complejos sim-
pliciales, de ideales monomiales y de anillos de Stanley—Reisner asociados
a hipergraficas simples.

En la seccién 2 daremos algunas definiciones bésicas sobre hiper-
graficas simples, tales como: cubrimientos minimos, conjuntos estables,
menores, apareamientos, propiedad de Koéning y de empacamiento. En
la seccion 3 se establecera la correspondencia entre una hipergréafica sim-
ple C y su ideal monomial Is. Se vera que el nimero de cubrimiento
de C coincide con la altura de I¢ y que la propiedad combinatoria de la
hipergrafica de ser no mezclada es equivalente a la propiedad algebraica
de su ideal monomial de ser no mezclado. También se dard una car-
acterizacién de cudndo una hipergréfica simple es no mezclada bajo la
hipdtesis de que la hipergrafica tenga un apareamiento perfecto de tipo
Konig.

En la seccién 4 estableceremos la correspondencia entre una hiper-
grafica simple C y el complejo simplicial de Stanley—Reisner de Iz, deno-
tado por A¢, que es un complejo simplicial sobre el mismo conjunto de
vértices de C y cuyas caras son los conjuntos estables de la hipergréfica
C. En esta seccion se presentan las principales caracterizaciones y condi-
ciones para que un complejo simplicial sea escalonable; en particular
se analizardn los casos en que C es totalmente balanceado o cordal, asf
como los casos en que C tiene la propiedad de vértice libre o tiene un
apareamiento perfecto de tipo Konig. En la seccién 5 estudiaremos las
condiciones para que el anillo de Stanley—Reisner k[A¢]| sea de Cohen—
Macaulay. Ademaéas daremos las siguientes implicaciones

Ac es escalonable puro = k[A¢] es de Cohen—Macaulay

= (C es no mezclada.

También se daran algunas condiciones para determinar cuando las im-
plicaciones reciprocass son ciertas. Finalmente se vera la relacién que
existe entre ser secuencialmente de Cohen—-Macaulay y ser escalonable.
En la seccién 6 estudiaremos el caso de graficas, que son hipergraficas
en las cuales cada una de las aristas tiene dos vértices. Un caso impor-
tante de las graficas son las graficas bipartitas; para este caso daremos
algunas caracterizaciones para que el ideal monomial sea no mezclado y
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para que el anillo de Stanley—Reisner sea de Cohen—Macaulay.

Este articulo es autocontenido en cuanto a las definiciones que se
utilizan; para hacer un estudio méas profundo se pueden revisar los textos
(3, 8,9, 14, 16].

2 Algunas propiedades de hipergraficas simples

Una hipergréafica C consta de un conjunto de vértices V(C) =
{z1,-+ ,z,} y un conjunto E(C) cuyos elementos son subconjuntos de
V(C). A los elementos de E(C) se les llama aristas (de C). Si ninguna de
las aristas de C estéd contenida en otra decimos que C es una hipergrafica
simple. En este trabajo asumiremos que C es una hipergréafica simple y
que E(C) ={e1, - ,em}-

Un subconjunto C' de V(C) es llamado un cubrimiento por vértices de
C si e;NC # () para toda arista e; de C. El cubrimiento por vértices C' es
minimal si no existe un subconjunto propio de C' que sea un cubrimiento
por vértices de C. La cardinalidad de un cubrimiento por vértices minimo
(con respecto a la cardinalidad) de C es llamado el nimero de cubrimiento
C y se denota por 7(C). Una hipergréafica simple C se dice no mezclada
si todas los cubrimientos por vértices minimales de C, tienen la misma
cardinalidad, esto es, toda cubrimiento por vértices minimal es minimo.

Un subconjunto F' de V(C) es llamado un conjunto estable, o inde-
pendiente, si F' no contiene ninguna arista de C. Un conjunto estable
F' es maximal si no estd contenido en otro conjunto estable. Si C' es
un cubrimiento por vértices de C, entonces C' Ne; # (); para cada arista
ei, esto implica que V(C) \ C no contiene ninguna arista y por lo tanto
V(C)\ C es un conjunto estable; no es dificil ver que el reciproco también
es cierto. Ademads, C es un cubrimiento por vértices minimal si y sélo si
V(C) \ C es un conjunto estable maximal.

Dada la hipergrafica simple C y v un vértice de C, denotaremos por
C \ v a la hipergrafica simple obtenida al eliminar el vértice v, esto es,
la hipergrafica cuyo conjunto de aristas es {e € E(C)|v ¢ e}. Por C/v
se denota la hipergrafica simple obtenida al contraer el vértice v. La
familia de aristas de esta hipergrafica estda formada por los conjuntos
minimales de {e\ {v}|e € EC}. Una hipergréfica simple C’ obtenida de
C por la eliminacién o contraccién sucesiva de vértices es llamada menor
de C. Si C’' se obtiene solamente eliminando vértices en C, se le llama
d-menor, y si se obtiene solamente contrayendo vértices de C se le llama
c—menor. Un vértice v de C es un vértice libre de C si v estd contenido
en exactamente una de las aristas de C. Una hipergrafica simple C tiene
la propiedad de vértice libre si cada menor de C tiene un vértice libre.
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Por otro lado, un conjunto de aristas disjuntas a pares se llama con-
junto independiente de aristas, y un conjunto independiente de aristas
se llama apareamiento perfecto si la unién de sus elementos es V(C). La
cardinalidad maxima de un conjunto independiente de aristas de C es
llamado el nimero de independencia de C y se denota por 3(C). Una
hipergrafica simple C satisface la propiedad de Konig si satisface que
B(C) = 7(C), mientras que C satisface la propiedad de empacamiento si
C’" es de Konig para todo menor C’ de C.

3 Hipergraficas simples no mezcladas y sus
ideales monomiales

Sea C una hipergrafica simple cuyo conjunto de vértices es V(C) =
{z1,--+ ,zp} v sea R = k[zx1, - ,zy] el anillo de polinomios sobre k
(un campo). El ideal monomial de C, denotado por I¢, es el ideal de R
generado por los monomios [[, .. z; = z. tal que e € E(C). Si P es
un ideal primo que contiene a Iz y no existe otro ideal primo contenido
propiamente en P que contenga a I¢, entonces decimos que P es un ideal
primo minimal de I¢. Observemos que si P es un primo minimal de I¢,
entonces P es un ideal generado por los elementos de un cubrimiento
minimal de C.

La altura de un ideal primo P en un anillo conmutativo R, es el
supremo de las cardinalidades de las cadenas (con el orden de contencién)
de ideales primos tales que cada uno de sus elementos (de las cadenas)
estan propiamente contenidas en el siguiente elemento de la cadena. La
altura de un ideal I es el infimo de las alturas de los ideales primos
que contienen a I, y la denotaremos por ht(I). La dimensién de R es
el supremo de las alturas de los ideales primos de R. Por otro lado,
como la altura de un ideal generado por variables es el nimero de estas
variables, y los primos minimales de I estdn generados por cubrimientos
de C, entonces la altura de I¢ es el niimero de cubrimiento de C, esto es,
7(C) =ht(I¢).

Sea R un anillo conmutativo. Si A C R, entonces el ideal generado
por A es la interseccién de todos los ideales de R que contienen a A (que
también es un ideal). Un ideal I de R se llama finitamente generado
si existe un conjunto finito que genera a I. R se llama Noetheriano si
todo ideal de R es finitamente generado. Un primo asociado de un ideal
I sobre R (un anillo Noetheriano) es un ideal primo P, tal que R/I
contiene un submédulo sobre R isomorfo a R/P. Ademés I se llama no
mezclado si todos los primos asociados tienen la misma altura. Un ideal
monomial libre de cuadrados (a los monomios generadores minimales no
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los divide ningin cuadrado) es la interseccién de todos sus ideales primos
minimales, entonces los ideales asociados de este ideal son exactamente
sus primos minimales. Como I¢ es un ideal monomial libre de cuadrados,
entonces tenemos que C es no mezclada si y sélo si I¢ es no mezclado.

Dada la hipergrafica simple C, decimos que x; es una variable libre
de I¢ si x; sélo esta presente en uno de los generadores minimales de I¢.
Notemos que una variable libre de I se corresponde con un vértice libre
de C.

Sea R = k[z1, -+ ,xy] el anillo de polinomios en las variables X =
{1, -+ ,x,} sobre el campo k y sea I un ideal de R. Elideal I’ se denomi-
na menor de [ si existe un subconjunto X' = {z;,, -,z , z,, - ,z;,}
del conjunto de variables X tal que I’ es un ideal propio de R’ = k[ X\ X'],
obtenido a partir de un conjunto generador de I asignando z;, = 0
y zj, = 1 para todo k,¢. Un menor obtenido asignando a las variables
solamente el valor 0 se denomina d—menor y un menor obtenido asignando
a las variables solamente el valor 1 se denomina c-menor. Notemos que
si I¢ es el ideal asociado a la hipergrafica simple C los menores de I¢
obtenidos al asignar x; = 0y x; = 1 se corresponden con los menores de
C obtenidos al eliminar el vértice z; de C y al contraer el vértice z; de C
respectivamente.

Definicion 3.1. Un apareamiento perfecto de tipo Koénig de C es un
apareamiento perfecto eq,--- ,eq tal que g = 7(C).

El siguiente teorema da una caracterizacién combinatoria de cudndo
una hipergrafica simple es no mezclada, bajo la hipdtesis de que la
hipergéfica tenga un apareamiento perfecto de tipo Konig.

Teorema 3.2. [11] Sea C una hipergrafica simple con un apareamiento
perfecto de tipo Konig e1,---,e4. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) C es no mezclada,

(b) para dos aristas cualesquiera e # €’ y para dos vértices cualesquiera
diferentes = € e, y € €/, que estdn contenidos en una misma arista
e;, tenemos que (e \ {z}) U (¢’ \ {y}) contiene una arista.

En la seccién 6 reformularemos el resultado anterior para el caso de
una grafica bipartita.
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4 Complejos simpliciales y la propiedad de
escalonabilidad

Un complejo simplicial A sobre el conjunto de vértices V(A) =
{z1,--+ ,x,} es una coleccién de subconjuntos de V(A), de tal forma
quesi F € Ay F' C F entonces F' € A. Cada elemento F' € A se llama
cara de A. La dimensién de la cara F' es |F| — 1. Una careta es una cara
maximal de A (con respecto a la inclusién). Un complejo simplicial A
es llamado puro si todas las caretas de C tienen la misma cantidad de
elementos.

Dado un complejo simplicial A y una cara o, A\o es el complejo
simplicial obtenido de A eliminando todas las caras que contienen a o,
stara(o) es el complejo simplicial cuyas caretas son las caretas de A
que contienen a o y el enlace de o es el complejo simplicial 1inka (o) =
{FeAloNF=0,FUo € A}.

Definicion 4.1. El complejo de Stanley—Reisner de C, denotado por A,
es el complejo simplicial cuyas caras son los conjuntos estables de C.

La definicién anterior permite dar la siguiente biyeccién entre los
complejos simpliciales y las hipergraficas simples

: hipergraficas simples — complejos simpliciales,

dada por ¢(C) = Ac y ¢ 1(A) es la hipergrafica simple cuyas aristas
son los subconjuntos minimales de V(A) que no son caras de A. Por
otro lado, tenemos que o es una careta de A¢ si y s6lo si C \ o es un
cubrimiento minimal de C; entonces, C es no mezclada si y sélo si A¢ es
puro.

Por otro lado, también hay una biyeccion entre las hipergraficas sim-
ples y los ideales generados por monomios libres de cuadrados, a saber,

0: hipergraficas simples — ideales monomiales libres de cuadrados,

dado por 6(C) = Ic y 6 1(I) es la hipergrafica simple cuyas aristas son
los conjuntos de variables que tiene cada generador minimo de I. Por lo
tanto, tenemos una biyeccién entre ideales monomiales libres de cuadrado
y complejos simpliciales, de tal forma que para cada A complejo simpli-
cial le asociamos el ideal monomial (generado por monomios libres de
cuadrados) I,-1(a); a este ideal lo denotaremos por Ia.
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Definicion 4.2. Un complejo simplicial es escalonable si el conjunto de

las caretas de A pueden ser ordenadas Fy,--- | Fy de tal forma que para
todol <i<j<semisteve F;\Fyyle{l,---,j—1} con F;\F; = {v}.
En este caso a F1,--- , Fg lo llamaremos un escalonamiento de A.

El concepto de escalonabilidad fue introducido originalmente para
complejos simpliciales puros. La anterior definicion de escalonabilidad
para complejos simpliciales no puros fue introducida por Bjérner y Wachs
[1]. Diremos entonces que un complejo es escalonable puro si es escalon-
able segin la anterior definiciéon y ademads sus caretas tienen la misma
cardinalidad. En [15] Van Tuyl y Villarreal relacionan la escalonabilidad
de las hipergraficas con la propiedad de vértice libre.

Teorema 4.3. [15] Si la hipergréfica simple C tiene la propiedad de
vértice libre, entonces A¢ es escalonable.

La matriz de incidencia de la hipergréfica simple C, denotada por A,
es la matriz cuyos vectores columna son los vectores caracteristicos de
las aristas de C. Un ciclo de C es una submatriz cuadrada de A¢ que
tiene exactamente dos 1 en cada columna y dos 1 en cada renglén. Una
hipergréfica simple es totalmente balanceada si no tiene ciclos. En [13]
Jahan y Zheng mostraron que una hipergrafica simple C es totalmente
balanceada si y sélo si C satisface la propiedad de vértice libre. Usando
este resultado y el teorema anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4. [15] SiC es una hipergréfica simple totalmente balancea-
da, entonces Ac es escalonable.

La presencia de aristas con vértices libres en cada c—menor de una
hipergrafica no mezclada con apareamiento perfecto de tipo Konig im-
plica la escalonabilidad de esta hipergrafica:

Teorema 4.5. [11] Sea C una hipergréfica simple con apareamiento per-
fecto de tipo Konig eg,---,e4. Si todos los c-menores de C tienen un
vértice libre y C es no mezclada, entonces A¢ es escalonable puro.

En [11] se muestra que si una hipergrafica simple no mezclada sin
ciclos de longitud 3 o 4 tiene un apareamiento perfecto de tipo Konig,
entonces cada arista del apareamiento tiene un vértice libre. Una conse-
cuencia de este hecho es la siguiente caracterizacién para la escalonabil-
idad de la hipergraficas no mezcladas con apareamiento perfecto de tipo
Konig.

Teorema 4.6. [11] Sea C una hipergrafica simple no mezclada con apa-
reamiento perfecto de tipo Konig e1---,e4. Si C no tiene ciclos de lon-
gitud 3 o 4, entonces A¢ es escalonable puro.
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El siguiente resultado de Morey, Reyes y Villarreal [11] caracteriza la
estructura de las aristas de una hipergrafica simple no mezclada con un
apareamiento perfecto de tipo Konig que implica la escalonabilidad pura
del complejo simplicial asociado a la hipergrafica.

Teorema 4.7. Sea C una hipergrdfica simple con un apareamiento per-
fecto de tipo Konig e1,--- ,eq. Si para cualquier par de aristas fi, fo
de C y para cualquier arista e; del apareamiento perfecto, se tiene que
fiNe; C fane; o que faNe; C fiNe;, entonces Ac es escalonable puro.

La descomposicién por vértices es una propiedad de los complejos
simpliciales que implica la escalonabilidad. Este concepto fue introducido
inicialmente para complejos simpliciales puros por Provan y Billera [12]
y fue extendido para los complejos no puros por Bjorner y Wachs [1].
Un vértice x tal que ninguna careta de linka(x) es una careta de A\z
se denomina vértice de descomposicién. Un complejo simplicial es des-
componible por vértice si A es un simplejo, o existe un vértice de des-
composicién x tal que linka(x) y A\x son descomponibles por vértice.
Wachs [18] demostrd que si x es un vértice de descomposicién de A y los
complejos linka (z) y A\z son escalonables, entonces A es escalonable.
Esto implica que un complejo simplicial descomponible por vértices es
escalonable. Ademas, si A es escalonable entonces 1inka (o) es escalon-
able para cualquier cara o de A [2].

Woodrofe [19] extendi6 el concepto de vértice simplicial de una gréfica
al caso de hipergraficas simples y definié las hipergraficas simples corda-
les.

Definicion 4.8. Un vértice x de C es simplicial si para dos aristas cua-
lesquiera ey, es de C que contienen a x existe una tercera arista f tal que

fC(erUeg)\{z}.

Definicion 4.9. Una hipergrifica simple es cordal si todo menor de C
tiene un vértice simplicial.

En [19], se generaliza la definicién de cara de descomposicién a los
complejos simpliciales no puros. Una cara de descomposicion de un com-
plejo simplicial A es una cara tal que ninguna cara de 1linka (o) es una
careta de A\o. Notemos que esta definicién generaliza el concepto de
vértice de descomposicion. Esto permite probar que si ¢ es una cara de
descomposicién de A y los subcomplejos A\o and 1inka (o) son escalon-
ables, entonces A es escalonable. Ademas, si x es un vértice simplicial de
una hipergréafica C y e es una arista de esta hipergrafica que contiene a
x, entonces el subconjunto de vértices o = e\{x} es una cara de descom-
posicion del complejo simplicial A¢ asociado a C. Lo anterior permite dar
una caracterizacién de la escalonabilidad de las hipergréaficas cordales.
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Teorema 4.10. [19] Si C es una hipergrafica cordal, entonces Ac¢ es
escalonable.

Es facil comprobar que si A¢ es el complejo asociado a Cy o C V(C)
es un conjunto estable de C, entonces el complejo simplicial asociado al
menor C/o es linka, (o). Por otra parte, el complejo simplicial Ac\o
estd asociado a la hipergrafica simple C? cuyas aristas son los subconjun-
tos minimales de E(C) U o, es decir, se agrega ¢ como una nueva arista
y se toman los subcojuntos minimales respecto a la inclusiéon para que la
hipergrafica resultante sea simple.

En [4] se establecen condiciones necesarias y suficientes para la escalo-
nabilidad de las hipergraficas simples que contienen al menos un vértice
simplicial.

Teorema 4.11. [4] Sea = un vértice simplicial de C. Ademds, sea
{e1---,e,} el conjunto de las aristas (de C) que contienen a z, Co = C/z
y Ci = C/o; donde o; = e;\{z} para cada i € {1,---,r}. Entonces, la
hipergrafica simple C es escalonable si y sélo si C; es escalonable para
cada i € {0,1,--- ,r}.

Teorema 4.12. [4] Sea C una hipergrafica con un vértice simplicial z
y sea 0 = e\z una cara de descomposicién donde e es una arista que
contiene a x. Entonces, C es escalonable si y sélo si los hipergréficas C?
y C/o son escalonables.

5 Anillos de Stanley—Reisner y la propiedad de
Cohen—Macaulay

Un anillo conmutativo R se llama local si tiene exactamente un ideal
maximal. Si R es un anillo Noetheriano local, una R-sucesién regular
es un conjunto hy,--- , hs de elementos de R tales que (hy,--- ,h;) # R
y h; no es un divisor de cero de R/(hy, -+ ,h;—1). La longitud maxima
de una R-sucesién regular se llama la profundidad de R y se denota por
depth(R).

Definicién 5.1. Sea R un anillo local Noetheriano. R se dice de Cohen—
Macaulay si depth(R) = dim(R). Si R es un anillo Noetheriano, en-
tonces R se dice de Cohen—Macaulay si para cada p ideal primo de R el
anillo local R, es de Cohen—-Macaulay.

Macaulay demostré que un ideal I = (qi1,--- ,q,) de altura r en un
anillo de polinomios (sobre un campo) es no mezclado. Ademés, Cohen
lo demostré para anillos locales regulares. Lo anterior y la siguiente
proposicién son las razones del nombre de anillos de Cohen—Macaulay.
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Proposicién 5.2. [3] Un anillo Noetheriano R es de Cohen-Macaulay
si y s6lo si todo ideal I generado por ht(I) elementos es no mezclado.

Definicién 5.3. Sea A un complejo simplicial cuyo conjunto de vértices
es V(A) ={x1, - ,zn} y sea k un campo. El anillo de Stanley—Reisner
de A es la k—dlgebra homogenea

K[A] = kfz1, -+, 2n]/Ia -

El siguiente resultado fue probado por Reisner y se puede ver como
una consecuencia de un teorema de Hochster [3]. Este resultado es una
interpretacién homolégica de que k[A] sea de Cohen—Macaulay; en este
resultado H;(A, k) es la i—ésima homologia reducida con valores en k.

Teorema 5.4. [3] Sea A un complejo y k un campo. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) k[A] es de Cohen-Macaulay.

(b) H; (linka(F),k) = 0 para todo FF € A y para todo i <
dim(1inka (F)).

El siguiente teorema relaciona las propiedades de Cohen—Macaulay,
escalonabilidad y no mezclado. Una prueba de este resultado se puede
ver en [3].

Teorema 5.5. Sea C una hipergrdfica simple y k un campo. Entonces,
tenemos las siguientes implicaciones

Ac es escalonable puro = k[Ac¢] es de Cohen—Macaulay

= C es no mezclada.

Bajo ciertas condiciones las implicaciones reciprocas del teorema an-
terior son ciertas, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 5.6. [11] Sea C una hipergrafica simple con la propiedad de
Konig y sin ciclos de longitud 3 o 4. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) C es no mezclado;

(b) existe un apareamiento perfecto ey, -, ey, g = ht(l¢), tal que e;
tiene un vértice libre, para todo ¢, y para dos aristas cualesquiera
f1, fo de C y para cualquier arista e; del apareamiento perfecto,
tenemos que fiNe; C foNe; o foNe; C fi1Ne;;
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(c) k[Ac] es de Cohen-Macaulay;

(d) Ac¢ es un complejo simplicial escalonable puro.

Como se vié en los resultados anteriores, si A¢ es escalonable puro,
entonces k[A¢] es de Cohen—Macaulay y si k[A¢] es de Cohen—Macaulay,
entonces Ac es puro. Para el caso de escalonabilidad no pura la propiedad
que mas se acerca es la propiedad de ser secuencialmente de Cohen—
Macaulay.

Definicién 5.7. Sea R = klx1,--- ,x,] un anillo de polinomios. Un
mdodulo de tipo R graduado M se dice secuencialmente de Cohen—Macau-
lay si existe una filtracion finita de mddulos de tipo R graduados

O=MyCc M CC M =M,

tal que cada M;/M;_1 es de Cohen—Macaulay y ademds

dim(M; /My) < dim(Ma/M;) < -+ < dim(M, /M, _1).

Teorema 5.8. [8] Sea A un complejo simplicial escalonable. Entonces,
su anillo de Stanley—Reisner k[A] es secuencialemente de Cohen-Macau-
lay

6 Caso de graficas

Una gréafica G es una hipergrafica simple cuyas aristas tienen cardinalidad
2. La grafica G se llama bipartita si existe particiones Vi = {x1,--+ , x4, }
y Vo = {y1,--+,ys,} del conjunto de vértices de G de tal forma que
si e € V(G), entonces enNV; # 0y enVa # (. La vecindad de un
vértice x es el conjunto Ng(z) = {y € V(G)|{z,y} € E(G)}. Usando el
teorema 3.2 se obtiene la siguiente caracterizacién para gréficas bipartitas
no mezcladas.

Proposicién 6.1. [17] Sea G una gréfica bipartita. Entonces, G es
no mezclada si y sélo si existe un apareamiento perfecto eq,--- , e, tal
que para dos aristas cualesquiera e # ¢’ y para dos vértices diferentes
cualesquiera x € e, y € €, contenidos en el mismo e;, tenemos que

(e\ {z})U (¢’ \ {y}) es una arista.

Las siguientes proposiciones dan estructura a las graficas cuyos com-
plejos simpliciales son escalonables y relacionan la propiedad de que su
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anillo de Stanley—Reisner sea de Cohen—Macaulay con la propiedad de
que sea secuencialmente de Cohen—Macaulay.

Proposicién 6.2. [15] Sea G una grafica tal que Ag es escalonable.
Para todo vértice v de G, si G, = G\ ({v} N Ng(v)}, entonces Ag, es
escalonable.

Proposicién 6.3. [8] k[A¢] es de Cohen—Macaulay si y sélo si k[Ag] es
secuencialmente de Cohen—Macaulay y GG es no mezclada.

Para el caso de graficas bipartitas se obtiene el reciproco del teorema
5.8.

Teorema 6.4. [15] Sea G una grafica bipartita. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) k[Ag] es secuencialmente de Cohen-Macaulay;
(b) Ag es escalonable;

(c) Existen dos vertices adyacentes z1 y x2 tales que deg(x1) = 1,
ademds para i = 1,2 la subgrafica G\ ({x; }NNg(z;)) es escalonable.

Corolario 6.5. [7] Si G es bipartita, entonces k[Ag] es de Cohen-Ma-
caulay si y sélo si Ag es escalonable puro.

El siguiente criterio de Herzog y Hibi clasifica las graficas bipartitas
de Cohen—Macaulay.

Teorema 6.6. [10] G es una gréfica bipartita de Cohen—-Macaulay si y
sélo si g = |Vi| = |Va| y podemos ordenar los vértices de tal forma que:

(ho) {zi,yi} € E(G) parai=1,--- ,g;
(h1) si{x;,y;} € E(G), entonces i < j;

(ho) si{zi,y;} y {zj,yr} estanen E(G) y i < j < k, entonces {x;, y} €
E(G).

Un ciclo es una subgrafica C' de G en el cual |[N¢(z)| = 2 para todo
x € V(C). Entonces, un ciclo de una grafica G es un ciclo de G como
hipergréfica. Una cuerda de un ciclo C' es una arista e = {z,y} € E(G)
tal que z,y € V(C) pero e ¢ E(C). Otra familia interesante de graficas
son las cordales, que son aquellas en la que los 1inicos ciclos sin cuerda son
los tridngulos. Por un resultado de Dirac [6] una gréfica cordal H tiene un
vértice x tal que si a,b € Ny (z), entonces {a,b} € E(H). Notemos que
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por la definicién 4.8 el vértice = es un vértice simplicial de H. Por otro
lado, un menor de H es una subgréfica de H que se obtiene eliminando
vértices. Entonces, un menor de una gréfica cordal es cordal. De aqui que
si H es cordal como gréfica, entonces es cordal como hipergrafica. Por lo
tanto, como corolario del teorema 4.10 obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.7. [15] Si G es una gréfica cordal entonces A es escalo-
nable.

Aplicando el concepto de vértice simplicial al caso de gréaficas se ob-
tienen las siguientes caracterizaciones para la escalonabilidad de graficas
que contienen vértices simpliciales como corolarios de los teoremas 4.11
y 4.12.

Proposicién 6.8. [5] Sea x1 un vértice simplicial de la grafica G y sea
Ng(z1) = {x2, -+ ,x,}. Entonces, la grafica G es escalonable si y sélo
si la subgréfica G; = G\ (z; U Ng(x;)) es escalonable para cada i €

1, ,rh

Proposicién 6.9. [4] Sea z un vértice simplicial de la grafica G y seay €
N¢g(x). Entonces, la grafica G es escalonable si y sélo si las subgraficas
G\ (yUNg(y)) v G\ y son escalonables.
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