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1 Preliminares

Todos nuestros espacios topoldgicos seran siempre de Hausdorff y com-
pletamente regulares (los cuales son también conocidos como espacios
de Tychonoff). Las propiedades basicas que usaremos de estos espacios
se pueden encontrar en Engelkin [6]; en lo que respecta a la teoria de
conjuntos, el libro de Kunen [19] es excelente; para ver las propiedades
combinatorias de los filtros sugerimos el libro de Comfort y Negrepontis

[4].

Enlistamos la notacién que usaremos con frecuencia y enunciamos
algunas nociones bdésicas.

1.

8.

R denota los nimero reales, Z el conjunto de los ntimeros enteros
y N los ntiimeros naturales.

. Si X es un conjunto no vacio, entonces P(X) denota el conjunto

de todos los subconjuntos de X. Adicionalmente, para identificar
algiinos subconjuntos epeciales de X ponemos [X]|¥ = {A C X :
Aes infinito y numerable} y [X]<“ = {A C X : Aes finito}.

La diferencia simétrica de dos subconjuntos A, B C X es el con-

junto AAB = (A\ B)U (B A).

. Si X es un conjunto y A C X, entonces x4 : X — {0,1} de-

nota la funcién caracteristica de A. El conjunto de Cantor {0, 1}
puede ser identificado con el conjunto de todas las funciones ca-
racteristicas de subconjuntos de N. {0, 1} es un grupo topolégico
con la operacién x4 + XB = XAAB, para cada A, B C N.

Para cada B C P(X), definimos B* ={AC X : 3B € B(B C A)}
yBt={ACX:VBeB(ANB#0)}.

La familia de vecindades de un punto x se denota por N (z).

Consideremos el producto [],.; X;. Para cada i € I, la proyeccién
en la j—ésima coordenada se denota por m; : Hjel X; — X;. En
otros términos, m;(z) = z(i), para todo z € [[;c; X; y para todo
i € I. Un abierto subbésico del producto se denota por [i,V] =
{ze[lie; Xi:2(i) €V} endondei eIy V CX;es un abierto.

La cardinalidad de los ntimeros reales se denota por c.

Por ser este un articulo panoramico no se incluyen la mayoria de las
demostraciones y los detalles de las construcciones. Lo que haremos es
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dar las referencias precisas para que el lector pueda encontrar informacién
detallada y completa.

Los filtros que consideraremos en este trabajo son sélo aquellos que
se definen sobre los nimeros naturales. En la segunda seccién daremos
las propiedades bésicas de los filtros y ultrafiltros. Posteriormente, en la
tercer seccién, se define la compactacién de Stone—Cech de los nimeros
naturales con la topologia discreta. KEsta compactacién es de mucha
utilidad en las secciones siguientes. La nociéon de punto F-limite de
una sucesién de un espacio topoldgico se estudia en la cuarta seccion.
Daremos las propiedades importantes de ésta nocién. La quinta seccién,
contiene, para cada nimero natural positivo n, la construcciéon de Frolik
de un espacio topolégico X tal que X" es numerablemente compacto
pero X™*! no lo es. En esta misma seccién introducimos algunos pre—
érdenes que se definen en la compactacién de Stone—Cech de los niimeros
naturales. Dichos érdenes son importantes en la teoria de ultrafiltros.
Las aplicaciones al anélisis matematico se describen en la sexta seccién.
La tarea principal en esta seccién es la clasificacion de algunos filtros
importantes usando ciertos tipos de convergencia en espacios métricos,
incluyendo el espacio de Banach ¢;. En la septima seccién, presentare-
mos la construccién de una nueva topologia en el espectro de un anillo
conmutativo con unidad. Esta topologia es diferente de la topologia de
Zariski y de la topologia de patch. La ultima seccién contiene diversas
aplicaciones de los puntos p—limites a los sistemas dinamicos discretos.

2 Filtros y ultrafiltros

Empezamos enunciando la nocién principal de este trabajo.

Definiciéon 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una familia F de sub-
conjuntos de X es un filtro si se cumplen las siguientes propiedades.

1. 0 ¢ F#0.
2. Si A,B € F, entonces AN B € F.

3. SitAe FyACBeP(X), entonces B € F.

El ejemplo més simple de un filtro es {X }. Para un conjunto infinito
X hay filtros mas interesantes como el filtro de Fréchet de X el cual es
Fr=FX)={F € P(X) : | X\ F| <w}. Otro ejemplo de filtro es
Fa={FeP(X): ACF},endonde ) # A C X. Cuando A = {x}
consista de un solo punto, en algunos casos convenientes, se identifica



4 Garcia Ferreira, Puntos JF—limites en topologia

el filtro Fy;) con el mismo punto x. Haremos uso de esta identificaciéon
principalmente cuando nuestro conjunto en cuestién sean los ntimeros
naturales. Veamos a continuacién un método general para obtener filtros
sobre un conjunto infinito X.

Definicion 2.2. Sea B una familia no vacia de subconjuntos no vacios
de X.

1. Decimos que B tiene la propiedad de ‘interseccion finita’ si la in-
terseccion de una cantidad finita de elementos de B es no vacia.

2. Decimos que B tiene la propiedad de ‘interseccion infinita’ si la
interseccion de una cantidad finita de elementos de B es infinita.

3. La familia B es una ‘base de filtro’ si para cada A, B € B se puede
encontrar C € B tal que C C AN B.

Teorema 1. Sea X un conjunto y B C P(X). Si B tiene la propiedad
de interseccion finita, entonces {(\gep B : F € [B]<“} es una base de
filtro.

Teorema 2. Sea X un conjunto y B C P(X). Si B es una base de filtro,
entonces B* es un filtro.

Definicidn 2.3. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es fijo si
NF # (. Los filtros que no son fijos son libres.

Si X es un conjunto infinitoy ) # A C X, entonces F 4 es trivialmente
un filtro fijo y F, es un ejemplo de un filtro libre en X. Las siguientes
afirmaciones son evidentes.

1. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es fijo si y sélo si
existe ) # A C X tal que F C Fa.

2. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es libre si y sélo si
Fr CF.

Dada una familia B de subconjuntos infinitos de N con la propiedad
de interseccién finita, el filtro generado por B es el filtro

(B)={FCX:3By,--,ByeB|[|BiCF

i<k
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Si F tiene la propiedad de interseccién infinita, convenimos que el
filtro (B) es el filtro libre

(B)={FCX:3neN,

3By, -+, B € B ﬂBi \{0,1,---,n} CF
i<k

Es el momento de introducir los filtros maximales.

Definicién 2.4. Sea X un conjunto infinito. Un filtro F en X es un
ultrafiltro si no estd contenido propiamente en otro filtro.

Cada punto z de un conjunto infinito X determina de manera tinica
un ultrafiltro 7, = Fi,y. Los ultrafiltros libres existen sélo con la ayuda
del Lema de Zorn.

Teorema 3. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

Demostracién. Sea X un conjunto infinito y F un filtro en X. Con-
sideremos el conjunto

P ={G : Ges un filtro yF C G}.

Dados G,D € P, se dice que G <D si G C D. Se puede ver que < es un
orden parcial en P. Si C C P es una cadena, entonces UC' es un filtro
que resulta también estar en Py, por definicion, es una cota superior de
la cadena C'. Asi, por el Lema de Zorn, el conjunto P tiene un elemento
maximal U. Es evidente que U resulta ser el ultrafiltro deseado. [

En base el teorema anterior, para obtener un ultrafiltro libre basta
con extender el filtro de Fréchet a un ultrafiltro y este resulta ser libre.

El Teorema 3 nos da un método para obtener ultrafiltros con ciertas
propiedades anticipadas. Por ejemplo, dados dos subconjuntos infinitos
ajenos no vacios arbitrarios A, B € [N]¥ siempre se puede encontrar un
ultrafiltro F que contenga a A y no a B. Para ésto basta con tomar el
ultrafiltro i en donde k € A es fijo. Pero si se quiere un ultrafiltro libre
con las mismas condiciones, se tiene que considerar un filtro que extienda
al filtro {F'\ {n} : F € [N]*, A C Fyn € N}. Por otro lado, si C C [N|¥
tiene la propiedad de interseccién finita, segtin el Teorema 3, se puede
encontrar un ultrafiltro F que contenga a la familia C. Considerando el
filtro {F CN:dCy, - ,C € C(ﬂl<k C; C F)}
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Teorema 4. Toda familia de subconjuntos no vacios con la propiedad de
interseccion finita de un conjunto infinito estd contenida en un ultrafiltro.

En el siguiente teorema enlistamos varias propiedades que caracteri-
zan a los ultrafiltros (ver las demostraciones en [4] y [17]).

Teorema 5. Sea X un conjunto infinito. Las siguientes condiciones son
equivalentes para un filtro F en X.

1. F es un ultrafiltro.

2. Para todo A € P(X) se cumple que A€ P(X) o X\ A€ F.
3. Para cada A € P(X)\ F existe F € F tal que ANF = 0.

4. F=F".

5. F estd contenido en un unico ultrafiltro.

Una consecuencia importante del teorema anterior es que si F es un
ultrafiltro fijo sobre un conjunto infinito X, entonces es posible encontrar
un punto z € X tal que F = F;.

3 La compactacion de los niimeros naturales con
la topologia discreta

Denotemos por 3(N) el conjunto de todos los ultrafiltros sobre los nime-
ros naturales. Cada nimero natural n se identifica con el ultrafiltro
Fn={A CN:n e A}. De este modo se puede considerar N como un
subconjunto de B(N). Pongamos N* = 5(N) \ N. En este contexto, N
son los ultrafiltros fijos sobre N y N* son los ultrafiltros libres sobre N.
Para ver que hay suficientes ultrafiltros libres se puede usar una familia
independiente de subconjunto infinitos de N de tamafio ¢ y con ella es
posible demostrar que |N*| = 2¢ (ver los detalles en [10]).

Ahora equiparemos a $(N) con una topologia compacta de Hausdorff
de tal manera que contenga a N como un subconjunto discreto. Para
ésto se introducen los conjuntos abiertos basicos.

Para cada A C N definimos A = {p € S(N): A € p} y A* = A\ A.
Recopilemos algunas propiedades importantes de estos subconjuntos de
B(N) en el siguiente teorema.

Teorema 6. Sean A, B C N.

1. Si A C B, entonces A - B.
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2. AUB=AUB.
9. AnB=ANB.
4. N\A=B(N)\ A

A partir del Teorema 6 obtenemos que {A : A € P(N)} es una base
para una topologia 7 en S(N). A continuacién damos las propiedades
mas importantes de esta topologia (el lector puede encontrar las pruebas
detalladas en [4] y [17]).

Teorema 7. 1. B(N) es un espacio de Hausdorff compacto de di-
mension cero.

2. N es un conjunto denso discreto 3(N).

3. Toda funcion f: N — N se puede extender a una funcion continua

f:B(N) = B(N).
4. A es un subconjunto abierto—cerrado de S(N), para cada A € P(N).
5. clgmy(A) = A, para todo A € P(N).

A partir del Teorema 7 se deduce que B(N) es la compactacién de
Stone-Cech de los niimeros naturales N con la topologfa discreta cuyo
residuo es N*. Para éste tltimo conjunto, visto como subespacio de 5(N),
se tiene lo siguiente.

Teorema 8. Sean A, B C N.
1. A*UB*=(AUB)*.
A*NB*= (AN B)*.
(N\ A)* =N*\ A*.
A* C B* siy solo si A C* B (es decir, A\ B es finito).
A*=B* siy silosi AC* By BC*A.

S T e e

A* =) si y sélo si A es finito.
Teorema 9. Sean A, B C N.
1. {A*: A€ [N]“} es una base de abiertos—cerrados de N*.

2. A* es un subconjunto abierto—cerrado de N*, para todo A € [N]“.

3. cly+(A) = A*, para cualquier A € [N]“.
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4 El punto F-limite de una sucesién

Si la sucesién (zy,), converge a un punto x dentro de un espacio topoldgico
X, se cumple entonces que {n € N: z, € V} € F, para toda V € N(z).
Esto se puede generalizar de la siguiente manera.

Definicion 4.1. Sea X un espacio y F un filtro libre sobre N. Decimos
que un x € X es punto F-limite de una sucesion (xp)neny de X (en
simbolos, x = F — limy, 500 T) $i para cada V € N(z) se cumple que
{neN:z,eV}eF.

En los espacios topoldgicos de Hausdorff los puntos p-limites son
tnicos cuando existen y p € N*. Para una sucesién (x),cy se cumple
que x, — x siy sélo si x = F, — lim,_ z,. Para cualquier sucesién
(Zn)nen dentro de un espacio topolégico X, si = Frp,y — limy o0 Zn,
para alguna m € N, entonces x = z,.

La nocién de punto F—limite ha sido considerada por muchos mate-
maticos en diferentes contextos y formas generales. Por ejemplo, Fursten-
berg [8, p. 179] los consideré en algunas aplicaciones a los sistemas
dindmicos en el caso, méas general que un filtro, en el cual F es una fa-
milia con la propiedad de la interseccién finita (ver también el libro [1]).
El caso en el cual F es un ultrafiltro fué estudiado por Bernstein [2] en el
contexto del anélisis no standard. Frolik [7] usé, implicitamente, los pun-
tos p-limites para producir ultrafiltros en §(N) mediante una operacién
que llamé suma de ultrafiltros. Hoy dia, todavia muchos matematicos
piensan que han descubierto los puntos F-limites como una nocién nueva
y asi lo manifiestan en sus trabajos.

Para un filtro arbitrario F sobre los niimeros naturales no es dificil ver
que x = F—lim,, o0 Ty, 81y sélo six = p—lim,,_,, x, para todo ultrafiltro
p € B(N) que contenga a F. De este modo, en algunas situaciones, el
estudio de los puntos F-limites se puede reducir a considerar sélo el
caso en el cual F es un ultrafiltro. Pero en algunos casos es importante
también considerar filtros libres.

Teorema 10. Sea X un espacio. Un punto x € X es un punto de
adherencia del conjunto {x, : n € N} si y sdlo si existe p € S(N) tal que
T =p—lim, o0 Tp.

Demostracion. Es directo a partir de la definiciéon de que todo punto
p-limite es un punto de adherencia de la sucesion en cuestién. Para
demostrar la necesidad supongamos que x es un punto de adherencia de
{z,, : n € N}. Esevidente que la familia {{n e N: z,, e V} : V € N(2)}
tiene la propiedad de interseccion finita. De acuerdo con el Teorema 4
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dicha familia estd contenida en un ultrafiltro sobre N que denotaremos
por p. Se sigue inmediatamente que x = p — limy, o0 Tp. U

Para puntos de acumulacién se tiene lo siguiente.

Teorema 11. Sea X un espacio. Un punto x € X es un punto de
acumulacion de un conjunto infinito numerable {x,, : n € N} si y sdlo si
existe p € N* tal que x = p — limy,_o0 Tn, .

Trivialmente en los espacios topolégicos discretos no existen los pun-
tos p-limites de sucesiones infinitas (no triviales). A continuacién pro-
baremos que en los espacios compactos siempre existen.

Teorema 12. Toda sucesion infinita en un espacio compacto X tiene
un punto p-limite en X, para todo p € N*.

Demostracién. Sea X un espacio compacto y (zp)neny una sucesién
infinita en X. Consideremos la familia de subconjuntos compactos
{cddx({xn : n € A}) : A € p} de X. Es claro que esta familia tiene
la propiedad de interseccién finita y por ser X compacto se cumple
que (Npe,cl({zn € A}) # 0. Tomemos un punto z en esta inter-
secciéon. Probaremos que z = p — lim, 00 Ty. Sean V € N(z) y
B={neN:z, € V}. Comoz € clx({zn, : n € A}), debemos
tener que BN A # (), para cada A € p. Segin el Teorema 5, obtenemos
que B € p. Por tanto, x = p — lim,, oo T,. [

Una caracterizaciéon de la convergencia se puede establecer de la si-
guiente forma usando puntos p—limites.

Teorema 13. Sea (z,)nen una sucesion es un espacio X. FEntonces,
Tn — T sty solo si existe un conjunto denso D C N* tal que x =
p — limy,_ oo Ty, para todo p € D.

Demostracién. Necesidad. Si x, — x, tenemos entonces que x =
Fr — lim,, o0 ,,. Lo cual implica directamente que x = p — limy, 0 Tp,
para todo p € N*.

Suficiencia. Sea D C N* un subconjunto denso tal que z = p —
lim,, o0 Tp, para todo p € D. Supongamos que la sucesién () en DO
converge a x. Entonces, existe V € N (z) tal que A={n e N:z, ¢ V}
es infinito. Por nuestra suposicion, sabemos que podemos encontrar p €
AND tal que x = p — limy,, o0 T, lo cual es imposible. [J

Tal y como acabamos de ver, si z,, — x, entonces £ = p—lim T
I n ) n—o0 Lny
para todo p € N*. Pero la condiciéon “x = p — lim, . =, para algin
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p € N*7 por si sola no garantiza que la sucesién (x,),en converja a
x. Por ejemplo, consideremos la sucesién ({n})nen de S(N). Para cada
p € N*, p es el punto p-limite de la sucesion ({n}),en, pero esta sucesion
no converge a ningtin punto de 3(N).

Sea p € N* y (x,)nen una sucesion en un espacio X. Para A € p
consideremos la subsucesién (zy)nca. Tenemos claramente que {n €
N:xz,€eV}epsiysolosi{ne A: z, €V} € p, para toda V €
N (z). Este procedimiento lo indicaremos, cuando sea necesario, como
r =p—limucary, en donde A € p.

Los puntos p—limites se preservan bajo funciones continuas.

Teorema 14. Sea p € N*. Si (zy)nen €s una sucesion en X y xz =
p — limy_oo®n, entonces f(x) = p — limp—oof(zyn) para toda funcion
continua f: X =Y.

Demostracién. Fijemos V € N(f(z)). Como f~1(V) € N(z), se
obtiene que {n € N:z, € f~1(V)} € p. De aqui, se sigue que {n € N :
f(zn) € V} € p. Por tanto, f(z) =p — limp—eo f(2). O

El comportamiento de los puntos p-limites en productos es equiva-
lente al que tienen los puntos p—limites en cada uno de los factores.

Teorema 15. Sea {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos,
(%0 )nen una sucesion en [ [;c; X; yp € N*. Entonces, © = p—limy_ootn
siy solo si x(i) = p — limy—00®n (i), para todo i € I.

Demostraciéon. La necesidad se sigue inmediatamente del Teorema
14 por ser las proyecciones continuas. Supongamos que z(i) = p —
limy—o00n(i), para todo i € I. Sean {igp,---,4} C I y, para cada
J <[, tomemos un subconjunto abierto V;, de X;; que contenga el punto
z(i;) . Consideremos el abierto basico del producto V' = (;[ij, V;,]
que es una vecindad de x. Por hipdtesis, para cada j < [, el conjunto
{n € N:w,(ij) € Vi;} estd en el ultrafiltro p. Por lo cual, se cumple la
relacién

{nGN:aanV}:ﬂ{nEN:mn(ij)GVij}Gp.
J<l
Por tanto, x = p — limy,_soxyn. O

La extensién de Stone de una funcién de N en cualquier espacio com-
pacto se puede describir, en nuestro contexto, de la siguiente forma.
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Teorema 16. Sea X un espacio compacto y f : N — X una funcién.
Entonces, f(p) =p — limp—oof(n), para todo p € S(N).

Demostracion. Como p = p — lim, 0N, €l resultado se obtiene como
una aplicacion directa del Teorema 14. [

Usando los puntos p-limites extenderemos la operacién aditiva de los
numeros narturales a S(N). Para p € f(N) y n € N, definimos

p+n=p— lim m+n.
m—0o0

Ahora si p,q € 5(N), entonces definimos

p+qg=q— lim p+n.
n—oo

Combinatoriamente se satisface la identidad

p+q={ACN:{meN:{neN:m+neA}ep}eq}.

Teorema 17. La adicion de ultrafiltros sobre N cumple las siguientes
propiedades.

1. + es una operacion asociativa en 3(N).

2. Esta operacion de B(N) extiende la adicion original de N.

El libro de Hindman y Strauss [17] es una excelente tratado acerca de
esta adicién en un contexto mucho mas general. El siguiente resultado
acerca de la existencia de idempotentes en 3(N) es un caso particular de
un resultado de Ellis [5] (ver [17]).

Teorema 18. Euxiste p € B(N) tal que p+ p = p.

También es posible encontrar dos ultrafiltros p,q € 5(N) tales que
P+ q # q+ p (la construccién de estos ultrafiltros se puede consultar ya
sea en [10] o en [17]).

5 Espacios numerablemente compactos

Una generalizacién importante de compacidad es la que a continuacion
enunciamos.
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Definicion 5.1. Decimos que un espacio topoldgico X es niumerable-
mente compacto si todo subconjunto infinito de X tiene un punto de
acumulacion.

Todo espacio compacto es numerablemente compacto y hay muchos
ejemplos de espacios numerablemente compactos que no son compactos.
El lector puede encontrar algunos en el libro [6].

Del Teorema 11 obtenemos la siguiente caracterizacién de la com-
pacidad numerable.

Teorema 19. Un espacio topoldgico X es numerablemente compacto si
y sdlo si para cada sucesion (rp)nen de X existen x € X y p € N* tal
que T =D — limy_0oTp.

Este resultado sugiere considerar la siguiente clase de espacios topold-
gicos.

Definicién 5.2. [2] Seap € N*. Un espacio topoldgico X es p—compacto
st toda sucesion de X tiene un punto p-limite.

Es claro que la compacidad implica la p—compacidad para todo p €
N*, lo cual implica la p—compacidad para algin p € N*, lo cual implica la
compacidad numerable. Veremos ejemplos que muestran la diferencia de
estos conceptos. Lo primero que podemos observar es que la compacidad
numerable no es productiva y la p—compacidad si lo es.

Teorema 20. [2] Para cualquier p € N*, el producto de espacios p—
compactos es p—compacto.

De hecho la p—compacidad caracteriza a los espacios numerablemente
compactos cuyas potencias son todas numerablemente compactas.

Teorema 21. [16] Las siguientes condiciones son equivalentes para un
espacio topologico X.

1. Todas las potencias de X son numerablemente compactas.
2. X es p—compacto para algin p € N*,
3. X2 es numerablemente compacto.

Ahora veamos un ejemplo que testifica que la compacidad numerable
no se preserva bajo productos. En 1967, Frolik [7] construyé, para cada
nimero natural positivo n, un espacio topolégico X tal que X" es nume-
rablemente compacto pero X"*! no lo es. Para facilitar la construccién
de dichos espacios y dar otros ejemplos necesitaremos los siguientes pre—
ordenes en N*.



Bol. Mat. 18(1), 1-38 (2011) 13

Definicién 5.3. Sean p,q € N*.

1.

3.

Decimos que p <pg q si existe f : N — N tal que f(q) =q -
limn—)oof(n) =p-

Decimos que p <gpp q si existe un encaje f : N — B(N) tal que
f(p) =p—limp o f(n) =q.

Decimos que p <¢ q si todo espacio g—compacto es p—compacto.

El primer pre-érden fué introducido por Rudin y Keisler, el segundo
por Rudin y Frolik y el tercero por Comfort [9]. El libro [4] contiene
muchas propiedades sobre los dos primeros pre—6rdenes. Enlistamos
las propiedades bésicas de estos pre—érdenes en el siguiente teorema (la
demostracién se pueden consultar en [4]).

Teorema 22. Sean p,q € N*.

1.

7.

P <rk q Y q <grk p siy solo si existe una biyeccion f : N — N
tal que f(p) = q. En este caso escribimos p ~ q y decimos que son
Rudin—Keisler comparables.

p Crr q implica p <rg q y p % q.

El conjunto T(p) = {q € N* : p ~ ¢} tiene tamano ¢ para cada
p € N*.

. El conjunto de predecesores Prp(p) = {q € N* : ¢ <rk p} tiene

tamano ¢ para cada p € N*.

El conjunto de sucesores Spp(p) = {q € N* : p Crr ¢*} tiene
tamano 2° para cada p € N*.

Dados p,q,7 € N*, sip <pp r yq <gr 7, entonces p <pg q 0
q <RF D-

Sip <pk q, entonces p <¢ q.

Ya tenemos todo lo necesario para empezar con la construccién del
ejemplo.

Ejemplo 5.1. [7] Para cada nimero entero positivo n existe un espacio
X tal que X™ es numerablemente compacto, pero X! no es numerable-
mente compacto.

* p Crr q significa que p Crr q y p % q.
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Demostracién. Kunen [19] establecié la existencia de ¢ P—puntos débi-
les? de N* que son Rudin-Keisler incomparables entre si. De éstos
tomamos s6lo wy y los enumeramos {pg¢ : £ < wi}. Para cada § < wy
definimos X¢ = T'(pg) U Srr(pe). Estos conjuntos cumplen las siguientes
propiedades.

1. XeNXe=0si§<(<wr.
2. Srr(pe) N (Ugzccw Xo) = 0.

3. 81 f: N = Upce X¢ UN es un encaje, entonces f(pg) € X¢, para
cada & < wy.

Por otro lado, para cada A C wy, definimos

Py=NuU| ] X
£eA

Sea A C P(w) finito. No es dificil deducir las siguientes afirmaciones a
partir de las propiedades 1, 2 y 3.

1. Si(A =0, entonces Pyq =[] 4c4 P4 no es numerablemente com-
pacto.

2. Si [ A es cofinal en wi, entonces Py = []4c4 Pa es numerable-
mente compacto.

La primera afirmacién se sigue del hecho de que la diagonal de P4 es
homeomorfa a N, y por ello P4 no puede ser numerablemente com-
pacto. Supongamos que (x,)neny €s una sucesiéon de Py4. Para cada
A€ A, sea 1y : Py — P4 la funcién proyeccién. Sin perder generali-
dad podemos suponer que cada sucesion (m4(zy))nen €s 0 bien eventual-
mente constante o es eventualmente inyectiva. Adicionalmente, supon-
dremos que si la sucesién (m4(xy,))nen €s inyectiva, entonces el conjunto
{ma(zy) : n € N} es discreto. Podemos seleccionar { < w; de tal forma
que mA(zy) € UC<£ X¢, para cada A € Ay paracadan e N,y & €A
Dado A € A, definimos fq : N — U<<£ X¢ como fa(n) = ma(zy,), para

cada n € N. Sabemos que ﬁ(pg) € Sgrr(pe) € Xe, para todo A € N. De
aqui y por el Teorema 15, la sucesion (x,)nen tiene un punto pg—limite

3 Se dice que un punto de un espacio topolégico es un P—punto débil si no es punto
de acumulacién de ningtin subconjunto numerable.



Bol. Mat. 18(1), 1-38 (2011) 15

(el cual es (ﬁ(pg))AeA) en el producto P4. Esto demuestra que Py es
numerablemente compacto.

Veamos ahora cémo construir los conjuntos A’s. Fijemos 0 < n € N.
Paracadai<n-+1,sea 4, ={a <w;:a=LF+j 5 <wes limite,j €
Nyj # imodn +1}. Si I C n+ 1 tiene tamafio < n + 1, entonces [, A;
no cofinal en wy. Por otro lado es evidente que (), A; = 0. O

Este ejemplo de Frolik muestra de manera natural el uso que se les
puede dar a los puntos p—limites, sobre todo cuando se pretende construir
espacios numerablemente compactos.

Daremos enseguida otros subespacios interesantes de 3(N).

Definicion 5.4. Para cada p € N*, definimos

Bp(N) = ﬂ{X :NC X CB(N)yX esp— compacto} .

Como la interseccion de espacios p—compactos es p—compacto, el sub-
espacio 3,(N) es un espacio p-compacto que no es compacto, pues es
denso y propio en B(N), para cualquier p € N*. Mediante una iteracién
de wy pasos se puede construir cada uno de los espacios 5,(N) y ver que
su cardinalidad es igual a ¢ (ver [9]).

Teorema 23. [9] Sean p,q € N*. Las siquientes afirmaciones son equi-
valentes.

1. p<cq.

2. Bp(N) € By(N).

3. B4(N) es p—compacto.

4. Existe una funcion f : N — B,(N) tal que f(q) =p.

El siguiente teorema establece cierta igualdad de comportamiento de
los pre—6rdenes <gpg y <c con respecto a los puntos P—débiles de N*.

Teorema 24. [9] Sean p,q € N*. Sip <¢ q y p es un P-punto débil,
entonces p <RrK q.

Fijemos un punto p € N*. Definimos Te(p) = {¢ € N* : p <¢ ¢ <¢
p}. Te(p) se conoce como el tipo de Comfort de p. Se sabe que Te(p) es
numerablemente compacto y si p es un P—punto débil de N*, entonces
Tc(p) es p—compacto (ver [9]). Se desconocen aun ciertas propiedades
topolégicas de T (p) como la que se enuncia en la siguiente pregunta.

Pregunta 5.1. [9] ;Para cada p € N, es Tc(p) un espacio p—compacto?
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6 Puntos p—limites en espacios métricos

Sea p € N*. Si en un espacio métrico X se tiene que x = p-lim, oo Tn,
entonces podemos hallar una subsucesion (z,, )ren de la sucesién original
(@n)nen tal que z,, — x. Pero en lo general no se cumple la convergencia
xn # x. Por ejemplo, si A € p satisface que B = N\ A € [N]“, entonces
la sucesion (xa(n))nen no es convergente en Ry B={n € N: ya(n) =
0} ¢ p. En relacién a ésto comentamos lo siguiente.

Teorema 25. Sea X un espacio topolégico y (Ty)neN una sucesion con-
vergente. Si p € N* y existe una subsucesion (xn, )ken tal que {ny : k €
N} € p y limg_oo zp, = x, entonces se cumple que x = p — limy, o0 T,.

Demostracién. Sea V € N (x). Por hipdtesis, sabemos que {ny : k €
N} C*{neN:xz, € V}. Asi, {n e N:xz, € V} € p. Por lo tanto,
r=p-—lim, o0 Tp. O

Podemos preguntarnos que pasa con el reciproco del teorema anterior.
Para poder contestar esta pregunta necesitamos introducir los ultrafiltros
conocidos como P—puntos. Adicionalmente agregaremos otros tipos de
filtros importantes que usaremos.

Definicion 6.1. Sea F un filtro libre sobre N.

1. F es un P—filtro si para cada sucesion decreciente (Ap)nen de ele-
mentos de F existe B € F tal que B C* A,,, para todo n € N.

2. F es un Pfiltrot si para cada sucesion decreciente (Ap)nen de
elementos de F y para cada A € F* existe B € F*, tal que BC A
y B C* A,, para cada n € N.

3. F es un P—filtro débil si para cada sucesion decreciente (Ap)nen de
elementos de F existe B € F' tal que B C* A, para cada n € N.

Teniendo a la mano los conceptos necesarios veamos qué pasa con el
reciproco del Teorema 25.

Teorema 26. [14] Para cada p € N*, las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. p es un P—punto.

2. En todo espacio métrico X, para cada sucesion (Tp)nen en X y
para cada v € X, tenemos que x, —, T si Yy sélo si podemos
encontrar una sucesion (T, )gen del tal forma que {ny : k € N} € p
Y Ty, —7k—oo L-
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3. Para cada sucesion (zy)nen de nimeros reales y para cada x € R,
tenemos que x, —p, T sty solo si podemos hallar una sucesion
(n, )ken tal que {ng : k € N} € p y Tpn, —k—oo .

Siguiendo las ideas de este teorema podemos clasificar los siguientes
fitros sobre N*.

Definicion 6.2. Sea F un filtro libre sobre N.

1. F es un Q—filtro si para cada particion {A, : n € N} de N en
conguntos finitos, existe B € F tal que |BN A,| < 1, para todo
n € N.

2. F es un Q-filtro™ si para cada A € FT y para cada particion
{A, : n € N} de A en conjunto finitos, eviste B € F* tal que
BC Ay |BnA,| <1, para cada n € N.

3. F es un Q—filtro débil si para cada particion {A, :n € N} de N en
conjuntos finitos, existe B € F' tal que |BN A,| < 1, para cada
n € N.

Definicion 6.3. Sea F un filtro libre sobre N.

1. F es selectivo si F es un P—filtro y un Q—filtro.
2. F es selectivot si F es un P—filtro™ y un Q—filtro™.

3. F es débilmente selectivo si para cada particon {A, : n € N} de
N tal que A, ¢ FT, para todo n € N, existe B € F* tal que
|IBN A,| <1, para cada n € N.

El lector puede consultar el articulo [13] para ver ejemplos que dis-
tinguen todas las clases de filtros que han sido introducidas en esta
seccion.

Teorema 27. [14] Para cada p € N*, las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. p es selective.

2. En todo espacio métrico X, para cada sucesion (Tp)neny en X y
para cada v € X \ {z, : n € N}, tenemos que x, —, x con x # x,
para cada n € N, si y sélo si existe una subsucesion (Tn, )ken Y una
sucesion creciente de enteros positivos (my)ken tal que {ny : k €
N} €py —— <d(zp,,r) < m%y para cada k € N.

Me+1 —
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3. Para cada sucesion de nimeros reales (Tn)nen Y para cada x €
R\ {z, : n € N}, tenemos que z,, =, x con © # x,, para cada
n €N, si y sdlo si existe una subsucesion (xp, )keN Y Una sucesion
creciente de enteros positivos (my)ren tal que {ng : kK € N} € p y

L < d(zy,,z) < mik, para cada k € N.

Me4+1 —

Para continuar con este tipo de caracterizaciones daremos algunos
conceptos basicos de andlsis funcional. Sea X un espacio vectorial real.
Una norma en X es una funcién || - ||: X — R que satisface las siguientes
condiciones.

1. || z |[> 0 para toda z € X;
2. ||z ||=0siysdlosiz=0;
3. || rz ||=| 7 ||| x ||, para cada z € X y para cada r € R; y

4. [ z+y |I<]| z || + || v || para todo z,y € X.

Diremos que (X, || - ||) es un espacio normado. Un espacio normado
(X, || - ||) es un espacio de Banach si es un espacio métrico completo con
la distancia || x — y ||. Ejemplos de espacios de Banach son los niimeros
reales R;

61 = {(an)nEN € RN : Z |az’ < OO} )

i=1

con la norma [|(an)nenll = 22721 lail; y

loo = {(an)neN e RY : sup{|a;| : i € N} < oo} ,

con la norma ||(an)nenlloo = sup{|ai| : i € N} < oo.

Para cada entero n € N, definimos e,, € ¢1 como e,(m) = 0 si m # n,
y en(n) = 1. Es bastante claro de la definicién que {e, : n € N} es una
base del espacio /1. Ademés, esta base cumple que para cada x € {1
existe una tnica sucesion (a,)neny € RY tal que

n
E a;e; — T .
=1
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En general, si (,)nen €s una sucesién en un espacio de Banach X,
entonces la notacién » .2 x; = x significa que > ;" | ; — =. Recordemos
que el espacio dual de un espacio de Banach X es el conjunto X* de todas
las funcionales continuas de X. La topologia débil en X es la topologia
mas débil en X que hace a todos lo elementos de X™* continuos. Para
cada numero entero n € N, el simbolo ¢}, : /1 = R donota el funcional
continuo €} (x) = x,, para todo = (zp)nen € ¢1. La m—topologia en un
espacio de Banach X es la topologia mas débil en X que hace a todas los
funcionales {e}, : n € N} continuos. En lo que respecta a la convergencia
en un epacio de Banach X, la convergencia en X con respecto a su norma
se denota por x, — x. Por otro lado z, = 2 denota la convergencia
con respecto a la topologia débil de X. Observamos que z, — « si y
sélo si f(zn) — f(z), para todo f € X*. Finalmente el simbolo z,, = z
denota la convergencia en la m—topologia de X. Similarmente se tiene
que x, = x siy sélo si e, (z,) — e (2), para todo m € N.

Teorema 28. [13] Sea F un filtro libre sobre N. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. F es un P—filtro.

2. Para cada sucesion (xn)pnen en l1,si Ty, S 0, entonces podemos
hallar una subsucesion (zp, )ren tal que B = {n; : k € N} € F y
Ty, 5 0.

Teorema 29. [13] Sea F un filtro libre sobre N. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. F es un P—filtro™.

2. Para cada sucesion (z,)nen en b1, siz, —F 0, entonces para cada
A € F' existe una subsucesion (zn, )ren tal que B = {ny : k €
N} e F*, BC Ay xp, 5 0.

Teorema 30. [13] Sea F un filtro libre sobre N. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. F es un P—filtro débil.

2. Para cada sucesion (Tpn)nen en by, sizy, 270, entonces existe una
subsucesion (Tn, )ken tal que B ={ny : k€ N} € F* y x,, 5 0.

Teorema 31. [13] Para un filtro libre F sobre N las siguientes condi-
ctones son equivalentes.
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1. F es un Q—filtro.

2. Para cada sucesion (xn)nen en b1, si xp 50, entonces para cada
e > 0 existen B = {ny : k € N} € F y una sucesion esctrictamente
creciente de numeros naturales (I )ken tales que

L1 A
|x:7,k| < 67
=1
()
Yool < e
1=l +1

para todo k € N.

Teorema 32. [13] Para un filtro libre F sobre N las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. F es un Q—filtro*.

2. Para cada sucesion (zp)nen en by, si A € F¥ ya, 5 0 en A,
entonces para cada € > 0 existe B = {ny : k € N} € FT, y una
sucesion creciente de nimeros naturales (I )ren tales que B C Ay

L1

Z’meJ < e
=1

(2
[e.o]

Z |x§lk| < e, (6.1)

1=l +1

para todo k € N,

Teorema 33. [13] Para un filtro libre F sobre N las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. F es un Q—filtro débil.

2. Para cada sucesion (xp)nen en l1 y para cada € > 0 se cumple que
si xn — 0, entonces existen B = {ny : k € N} € F* y una sucesion
creciente de nimeros naturales (I )ken tal que
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L1
o lal < e,
=1
m .
i=l+1

para todo k € N.

Teorema 34. [13] Para un filtro libre F sobre N las siguientes condi-
ctones son equivalentes.

1. F es selectivo.

2. Para cada sucesion sin ceros (Tp)nen de 1, si x, —r 0, en-
tonces ezisten una subsucesion (Tn, )keN Y una sucesion creciente
de nimeros naturales (my)ren tales que B={ny:k e N} € F y

1
<[z, | < .

meg41

para cada k € N.

Teorema 35. [13] Para un filtro libre F sobre N las siguientes condi-
ctones son equivalentes.

1. F es selectivo™.

2. Para cada sucesion sin ceros (Tn)nen en l1, si T, ﬂ>; 0, entonces
para cada A € F existen una subsucesion (&, )ken, una sucesion
creciente de nimeros naturales (mg)ken, y B = {nx : k € N} € F*
tal que B C A y

1
<z, | < .

para todo k € N.



22 Garcia Ferreira, Puntos JF—limites en topologia

Las caracterizaciones anteriores se pueden realizar dentro de un con-
texto mucho mas general reemplazando ¢; por una espacio de Banach
con una base de Schauder?. El lector puede consultar el articulo [13]
para ver los detalles de estas generalizaciones. Adicionalmente en [13],
se introducen principios de selecciéon y de perturbaciéon usando conver-
gencia con respecto a un filtro libre sobre N, por supuesto considerando
solamente espacios de Banach con una base de Schauder. El siguiente
problema podria ser interesante para algin lector.

Problema 6.1. [13] Caracterizar los filtros débilmente selctivos usando
convergencia con respecto a un filtro de sucesiones de {1.

7 Topologias en el espectro de un anillo

Todos nuestros anillos serdn conmutativos con elemento identidad. El
espectro de un anillo R se denota por el simbolo Spec(R). Recordemos
que Spec(R) es el conjunto de todos los ideales primos propios de anillo R.
El ideal de un anillo R generado por un subconjunto A se denota por (A).
Si I es un ideal de R, entonces definimos V' (I) = {P € Spec(R) : I C P}
y D(a) = Spec(R) \ V(a), donde V(a) = V({(a)) = {I € Spec(R) :
a € I}, para cada a € R. La topologia de Zariski (=77) es la primera
topologia que se definié en Spec(R) que se tiene registrada en la literatura
matematica. Esta topologia fué introducida por Zariski [23] en 1944.
Posteriormente, en el ano de 1969, aparecié la topologia de parche (=7;).
La topologia de parche es mas fina que la de Zariski. Recordemos que la
topologia de Zariski es aquella cuyos conjuntos cerrados son de la forma
V(I), para algin ideal I del anillo R. Por otra parte, la topologia de
parche es la topologia més pequena de Spec(R) en la cual los conjuntos
V(I), para un ideal arbitrario I de R, y D(a), para un elemento arbitrario
a € R, son cerrados. Es asi evidente que 7, C 7. Se sabe que la topologia
de parche es siempre de Hausdorff y que la topologia de Zariski es de
Hausdorff si y sélo si cada ideal primo de R es maximo.

Para definir otras topologias en el espectro de una anillo necesitamos
la siguiente nocién.

Definicién 7.1. [12] Sea R un anillo y p € N*. El p-limite de una
sucesion (In)nen de ideales de R es el ideal

4 Una sucesién (en)nen de un espacio de Banach X se dice que es una base de
Schauder de X, si para cada 2 € X existe una dnica sucesién de escalares (an)nen tal
o0
que > >° anen =
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p—limpenP,={a€ R:{neN:a€ P,} € p}.

Efectivamente, no es dificil ver que si (I,,)nen €s una sucesion de
ideales primos de R y p € N*, entonces p — lim,cn P, es también un ideal
primo de R. Vale la pena observar que

p = limpenPy = | J (ﬂ Pn> .

Aep \neA

Los conjuntos que nos ayudan a definir las nuevas topologias son los
siguientes.

Definicién 7.2. [12] Sea R un anillo y sea p € N*. Decimos que C C
Spec(R) es p—cerrado si para cada sucesion (Ip)nen en C, se cumple que
p — limpenIy, € C.

En base a la definicién anterior, nuestra nueva topologia es la si-
guiente.

Definicién 7.3. [12] Sea R un anillo y p € N*. Los subconjuntos p—
cerrados de Spec(R) forman los subconjuntos cerrados de una topologia
7, en Spec(R).

Sea R un anillo. Para cada p € N*, la topologia 7, se denota como la
p—topologia en Spec(R). Nétese que 7 C 7, para cualquier p € N*. Por
ello, sabemos que la topologia 7, es de Hausdorff, para cualquier p € N*.

El siguiente lema nos conecta con la nociéon de punto p—limite.

Lema 7.1. [12] Sean R un anillo y p € N*. Si {I,, : n € N} C Spec(R)
es un conjunto infinito, entonces el ideal p — limpenPy €s un punto de
acumulacion del conjunto {I,, : n € N} dentro de la topologia .

Como consecuencia del lema anterior se tiene el siguiente resultado.

Teorema 36. [12] Sea R un anillo. La topologia T, es numerablemente
compacto, para todo p € N*.

La idea principal para definir la topologia 7, se puede extender para
definir topologias en B(N). En efecto, un subconjunto C' de B(N) es p—
cerrado si para cada sucesion (pp, )nen en C' se cumple que p—limy, o0 pr, €
C. También se cumple que los conjuntos p—cerrados son los cerrados
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de una topologia o, en S(N). Con estas topologias y usando los P-
puntos débiles de Kunen [18] podemos garantizar que estas topologfas 7,’s
son realmente nuevas y distintas a las de Zariski y parche (los detalles
se pueden consultar en [12]). Efectivamente, en el siguiente resultado
podemos ver cémo se distinguen.

Teorema 37. [12] Para cada p € N*, el espacio  topoldgico
(Spec(QY), 7,) no es compacto.

Con pequenias modificaciones y siguiendo la idea principal de la de-
mostracién del teorema anterior, es también posible demostrar que el
espacio topolégico (Spec(ZY),7,) tampoco puede ser compacto, para
cualquier p € N*. La siguiente pregunta fue formulada por el arbitro
del articulo [12].

Pregunta 7.1. [12] Dado p € N*, ses la p—topologia del espectro de un
anillo numerable compacta ?

) - . , ;
Veamos qué relaciéon guardan las topologiia 7,’s con las topologias
op’s.

Teorema 38. [12] Sean p y q dos ultrafiltros sobre N. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) p<c ¢

(2) 74 € 7, en Spec(R), para cualquier anillo R;

(3) 7, C 7, en Spec(QY);

(4) oq C op en B(N);

(5) clg,N C cly, N;

(6) o4 es p-compacto;

(7) 14 es p—compacto en Spec(R), para cualquier anillo R; y
(8) 7, es p—compacto en Spec(QY).

Como mencionamos anteriormente Kunen [18] demostré la existen-
cia de P—puntos débiles en N*. Simon [20] estableci6 la existencia de
2¢ P—puntos débiles de N* que son RK-incomparables entre si. De-
notemos por W el conjunto de estos P—puntos débiles. Por otra parte,
sabemos que el pre-6rden de Rudin—Keisler es equivalente al pre-6rden
de Comfort en el conjunto de P-puntos débiles de N* (Teorema 24). De
acuerdo con el Teorema 38 las topologias {7, : p € W} de Spec(QY) no
son homeomorfos entre si.



Bol. Mat. 18(1), 1-38 (2011) 25

Teorema 39. [12] Existen 2° 7,~topologias en Spec(QY) no homeomor-
fos entre si.

8 Sistemas dinamicos discretos

Un sistema dinamico es un par (X, f) en donde X es un espacio métrico
compacto y f : X — X es una funcién continua. Para cada n € N,
f* X — X denota la n—iterada de f. Usando puntos p-limites es
posible generalizar esta nocién de iteracién.

Definicion 8.1. Sea f : X — X wuna funcion y supongamos que X es
un espacio compacto. Para cada p € N*, definimos fP : X — X como
fP(z) = p — limp—oo f™(x), para cada v € X. La funcion fP es la p-
iterada de f, para cada p € N*.

Como X es un espacio compacto, la funcién fP estd bien definida en
todo punto de X, para todo p € N*. El siguiente resultado, que establece
la principal relacién entre estas p-iteradas, aparece en [3].

Teorema 40. En cualquier sistema dindmico (X, f) se cumple la rela-
con

fPo f1= frtp,

para todo p,q € B(N).

Contrario a las n—-iteradas de una funcién continua f, las p-iteradas
fP no son en general continuas. Por ejemplo, pongamos X = [0,1] y
definimos f : X — X por f(r) = 22 para todo x € X. Si p € N*,
entonces tenemos que fP(x) = 0, para todo z € [0,1), y fP(1) = 1. Lo
cual nos asegura que la funcién fP es discontinua en 1, para todo p € N*.
Atun se desconoce la existencia de un ejemplo de una funcién continua
f X — X y dos ultrafiltros p, ¢ € N* tales que fP sea continua y f? sea
discontinua. Para el caso cuando X = [0, 1] es el intervalo unitario Szuca
[21] demostré que la continuidad de una p—iterada implica la continuidad
de todas.

Ahora enunciamos una caracterizacién muy util de la continuidad de
una p—iterada.

Teorema 41. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico con X y p € N*.
Para un punto x € X, las siguientes condiciones son equivalentes.

1. fP es continua en x.
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2. Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que siy € X y d(z,y) < 9,
entonces {n € N : d(f"(z), f"(y)) < €} € p.

Veamos a continuacién una propiedad de tipo uniforme cuando supo-
nemos la continuidad de una p—iterada en todo el espacio.

Teorema 42. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico y p € N*. Entonces,
fP es continua si y solo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si x,y € X
yd(x,y) <0, entonces se cumple que {n € N : d(f™(z), f"(y)) < €} € p.

Enseguida analizaremos algunas propiedades de continuidad de las
p—iteradas.

Definicion 8.2. Una familia de funciones F entre espacios métricos
(X,dx) y (Y,dy) es equicontinua en un punto x € X si para cada € > 0
existe § > 0 tal que siy € X ydx(z,y) <, entonces dy (f(x), f(y)) <,
para todo f € F. La familia F es equicontinua si es equicontinua en todo
punto de X.

Esta nocién de equicontinuidad nos asegura la continuidad de algunas
p—iteradas en algunos casos.

Teorema 43. [14] Sean (X, f) un sistema dindmico y v € X. Sea
{pn : n € N} C B(N) y supongamos que la familia {fP» : n € N} es
equicontinua en el punto x. FEntonces, f? es continua en x, para todo
q € cly=({pn : m € N}).

Otras funciones importantes asociadas a los puntos p-limites son las
siguientes.

Definicién 8.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada x € X, la
funcion fp :=p— fP(x) : B(N) = X denota la extension de Stone de la
funcién (continua) n— f*(z) : N — X.

Cuando el espacio X es métrico y compacto, muchas de estas fun-
ciones coinciden en subconjuntos grandes de N*.

Teorema 44. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada Y €
[X]“ y para cada p € N* existe un subconjunto N C N* de tamano 2¢ tal
que fo(p) = fP(z) = fi(z) = fz(q) para todo ¢ € N y para todo z €Y .

También muchas p—iteradas coinciden en algunos casos.

Teorema 45. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio
métrico compacto numerable. Para cada p € N* existe un subconjunto
N C N* de tamano 2° tal que fP = f? para todo q € N.
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Veamos a continuacién cémo la propiedad combinatoria de un P-
punto influye en la continuidad o discontinuidad de las p—iteradas.

Teorema 46. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico con X espacio mé-
trico compacto numerable y p € N*. Si fP es continua en x € X, entonces
existe A € [N]“ tal que f? es continua en x para todo q € A. Si p es un
P-punto, entonces el conjunto A se puede elegir dentro de p.

Ahora veremos el comportamiento de la discontinuidad de una p—
iterada en un punto del espacio.

Teorema 47. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico y p € N*. Si fP no
es continua en x € X, entonces existe A € [N]|* tal que f9 no es continua
en x para cualquier ¢ € A*. En particular, si p es un P—punto, entonces
A se puede elegir dentro de p.

Corolario 8.1. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el conjunto
{p € N* : fPes continua enz} es denso en N*, entonces fP es continua
en x para todo p € N*.

En el libro [10] el lector puede encontrar diversas propiedades de
continuidad de las p—iteradas.

Para pasar a otra aplicacién recordemos la nocién de proximidad
entre dos puntos de un sistema dindamico.

Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico. Dos pun-
tos z,y € X son proximales si para cada € > 0, el conjunto {n € N :
d(f™(z)), f"(y)) < €} es infinito. La siguiente propiedad de dos pun-
tos proximales aparece en el libro de Furstenberg [8, Lemma 8.1] y nos
conduce a una propiedad de combinatoria.

Teorema 48. Sea (X, f) un sistema dindmico y z,y € X. Six y
y son proximales, entonces para cada € > 0 el conjunto {n € N :

d(f™(x)), f*(y)) < €} es grueso®
La nocién de proximidad se puede definir usando ultrafiltros.

Teorema 49. [3] Sea (X, f) un sistema dindmico. Para z,y € X, las
siguientes condiciones son equivalentes.

1. = yy son proximales.

2. Existe p € N* tal que fP(x) = fP(y).

® Un subconjunto A C N es grueso si para cada n € N existe a € A tal que a+i € A
para toda i < n.
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La siguiente nocién fué introducida en [14].

Definicién 8.4. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio mé-
trico compacto y p € N*. Dos puntos x,y € X son p—prozimales si

fP(x) = fP(y).

Teorema 50. [14] Sea (X, f) un sistema dindmico. Para dos puntos
cualesquiera ,y € X y p € N*, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

1. x y y son p—proximales.
2. Para cada € >0, {n € N:d(f"(z), ["(y)) < €} € p.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de los Teoremas 40
y 49.

Corolario 8.2. Sea (X, f) un sistema dindmico.

1. Si p € N* es un idempotente, entonces x es p—prozimal a fP(z),
para todo x € X.

2. Six,y € X son p—proximales para algin p € N*, entonces x y y
son (p + q)—proximales para todo q € B(N).

La nocién de p—proximidad es ttil para distinguir dos puntos pro-
ximales. Para ver que realmente esto es cierto necesitamos generalizar
el sistema dinrhico conocido como el shift (esta generalizacién y sus
propiedades dindmicas aparecen en el articulo [11]).

El conjunto de Cantor se identifica con el espacio topolégico Yo =
{0, 1}N equipado con la topologia producto. Para cada funciéon f : N —
N, definimos la funcién oy : ¥ — X3 como os(x) = x o f para cualquier
xr € ¥o. Miés detalladamente, si © € Xy, entonces oy(x)(k) = x(f(k))
para todo k£ € N. En particular, si f : N — N es la traslacion hacia la
derecha (f(n) = n + 1 para todo n € N), entonces o : ¥g — ¥g es la
funcion shift.

Teorema 51. [11] Para toda funcion f : N — N, la funcion oy : X9 —
Y9 es un homomorfismo continuo.

Es facil ver que la p-iterada 0? : Yg — X2 de la funcién o es siem-
pre un homomorfismo aunque su continuidad puede fallar como lo ve-
remos mas adelante. Para estudiar las propiedades de las p—iteradas de
la funcién oy necesitamos la siguiente férmula que se obtiene de manera
directa de la definicion.
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Teorema 52. [11] Para cada p € N* se cumple la identidad

p e H n —0n_ T n
op(z) =p— lim of(z) =p— lim zo f*,
para todo x € Yo, en donde el punto p—limite se toma dentro del conjunto

de Cantor.

Las siguientes condiciones garantizan la continuidad de las p-iteradas
de la funcién oy.

Teorema 53. [11] Las siguientes condiciones son equivalentes para una
funcion f: N — N.

1. La funcion f tiene orbitas finitas.
2. a? : Mg — Yo es continua para todo p € N*.
3. 0’? : g — X9 es continua para algun p € N*.

Teorema 54. [11] Las siguientes condiciones son equivalentes para una
funcion f: N — N.

1. La funcion f tiene una orbitas infinita.
2. 0’? 1 Yo — Yo es discontinua para todo p € N*.
3. a? : Mg — X9 es discontinua para algun p € N*,

De ambos teoremas concluimos que si f : N — N es una funcién
arbitraria, entonces o bien todas las funciones a?’s son continuas o todas
son discontinuas.

Para determinar y distinguir los puntos proximales del sistema dind-
mico (Xg,0) es necesario considerar los siguientes subconjuntos de N.

Definicién 8.5. [11] Sea f : N — N una funcién. Decimos que A C N
es f-grueso si para cada k € N el conjunto {n € N :Vi < k(f"(i) € A)}
es no vacio.

Si f: N — N es la traslacién hacia la derecha (es decir, f(k) =k +1
para todo k € N), entonces todo conjunto f-grueso es grueso y vice
versa. Es trivial ver que si A C Ny f: N — A es una funcién arbitraria,
entonces A es f—grueso. En particular, la imagen f[N] es f—gruesa para
cualquier funcién f: N — N.

Ahora determinaremos las parejas de puntos proximales del sistema
dindmico (¥2,0) con la ayuda de los conjuntos f-gruesos.
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Teorema 55. [11] Sea f : N — N una funcidn y consideremos el sis-
tema dindmico (X2,0¢). Dos puntos x,y € Yo son prozimales si y solo
si el conjunto I1(x,y)% es f-grueso.

El teorema anterior generaliza el Lema 8.2 del libro [8].

Corolario 8.3. [11] Sea f : N — N wna funcion y consideremos el
sistema dindmico (32,0¢). Dados un subconjunto f-grueso A de N y
T € Yo, el punto y € Xy definido por

) x(k) sike A
y(k) = {x(k) +1 sik¢A.

es proximal a x y I(z,y) = A.

Para el estudio de los puntos p—proximales del sistema dindmico
(X92,0¢) se requiere considerar la siguiente clase de subconjuntos de N.

Definicién 8.6. [11] Sean f : N — N una funcion y p € N*. Decimos
que A C N es (f,p)-grueso si {n € N: f*(k) € A} € p para toda k € N.

Si ) # A CN, entonces A es (f, p)—grueso para toda funcién f : N —
A y para todo ultrafiltro p € N*. Si() # A, B C Ny a € A\ B, entonces
la funcién f : N — N constante que manda a todo nimero natural en a
satisface que A es (f,p)—grueso para todo p € N*  pero B no es (f,p)—
grueso para cualquier p € N*. Es facil ver que todo conjunto (f, p)—grueso
es f—grueso, para cualquier funcién f : N — N y para cualquier p € N*.
En [11] se demostré que todo conjunto f-grueso es (f,p)-grueso para
algin p € N*.

Teorema 56. [11] Sea f: N — N una funcion y p € N*. Consideremos
el sistema dindmico (X2,0¢). Dos puntos x,y € Xo son p—proximales si
y solo si el conjunto I(x,y) es (f,p)—grueso.

Procedemos ahora a describir un ejemplo de dos puntos proximales
que no son g-proximales para algunos ultrafiltros ¢ € N* (un ejemplo
mas complicado se dié en [14]).

Ejemplo 8.1. [11] Consideremos el sistema dindmico (3X2,0y), en don-
de f: N —= N es la funcion definida por f(k) =k + 1, para todo k € N.
Pongamos ag = 0 y tomemos by € N tal que ag < bg. Enseguida elejimos
dos numeros a1,b1 € N que satisfagan la condicion by < a1 < a1+1 < by.

5 Para z,y € X2, definimos I(z,y) = {k € N: z(k) = y(k)}.
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Inductivamente, para cada k € N elejimos ay, b, € N de tal modo que
bp—1+k—1<ap <ar+k <bg. Definimos A={ap+1i:1<keN}.
Sii € N, entonces ap, € {n € N: f*"(i) =n+i € A} para todo k € N
tal que i < k. Fijemos p € {ay : k € N}*. Tenemos entonces que A es
(f,p)—grueso. Ahora definimos B = {by, : k € N}. Si k € N, entonces
br +1 ¢ A para todo i € N con i < k. Por consiguiente la interseccion

Bn{neN: f"i)=n+iec A},

es finita, para todo © € N. Lo anterior implica que A no puede ser
(f,q)—grueso para cualquier q € B*. Sean x,y € 3o diferentes tales que
I(z,y) = A. Por el Teorema 56, obtenemos que los puntos T y y son
p—prozimales para todo p € {ay : k € N}* y no pueden ser q—proximales
para cualquier g € B*.

En lo que sigue, dirigimos nuestra atenciéon a los puntos recurrentes
de un sistema dindnimco. Dado un sistema dindmico (X, f), decimos
que x € X es recurrente si para cada V € N (x), el conjunto {n € N :
f™(x) € V'} es infinito. Veamos cémo se pueden usar los ultrafiltros para
determinar los puntos recurrentes.

Teorema 57. [3] Sea (X, f) un sistema dindmico. Para un punto x €
X, las siguientes condiciones son equivalentes.

1. = es recurrente.
2. Existe p € N* tal que fP(x) = x.

Para ver que todo sistema dindmico (X, f) tiene puntos recurrentes
fijemos un punto x € X y un ultrafiltro idempotente p € N*, como
consecuencia de los Teoremas 40 y 57 obtenemos que el punto fP(x) es
recurrente.

El teorema anterior nos sugiere considerar la siguiente nociéon que fue
introducida en [8] y se estudi6 para ultrafiltros en [14].

Definiciéon 8.7. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto y sea p € N*. Decimos que un punto x € X es p-recurrente si

fP(z) = x.

Usaremos un sistema dindmico de la forma (X, o) para mostrar que
la p—recurrencia puede ayudar a distinguir dos puntos recurrentes de un
sistema dinamico. Para nuestro propdsito el siguiente lema es crucial.
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Lema 8.1. [11] Sea f : N — N wuna funcion, A, B € [N]* yp € N*. En
el sistema dindmico (X2,0¢), las siguientes condiciones son equivalentes.

1. of(xa) = x5

2. n € B siysolosi {keN: ff(n) e A} € p.
Estamos listos para usar el shift y encontrar el punto deseado.

Ejemplo 8.2. [11] Consideremos la funcion f : N — N dada por f(n) =
n+ 1, para todo n € N. Sabemos que fk(n) =n+k, para cada n,k € N.
De aqui observamos que a’;(ng) = yano f* = yan para cada k € 2N. De

donde encontramos que U?(XQN) = x9N para todo p € ON. De este modo

se obtiene que xan es p-recurrente para todo p € ON. Ahora fijemos un
ulrafiltro q ¢ 2N y supongamos que U;{(XQN) = xon. A partir del Lema
8.1 vemos que n € 2N si y sdlo si {k € N:n+k € 2N} € q. Sean € 2N.
Entonces, existe un nidmero natural impar k € N tal que n + k € 2N,
lo cual es imposible. Por tanto, xan no puede ser g-recurrente para
cualquier q ¢ 2N.

Desafortunadamente, aiin no sabemos la respuesta a la siguiente pre-
gunta.

Pregunta 8.1. [11] Dados dos ultrafiltros p,q € N*, ; es posible encon-
trar un sistema dindmico que contenga un punto p—recurrente que no sea
q-recurrente ?

Arriba comentamos que todo sistema dindmico adimite por lo menos
un punto recurrente, pero para los puntos p—recurrentes no lo sabemos.

Pregunta 8.2. [11] Sea (X, f) un sistema dindmico. ; Contiene X un
punto p—recurrente para cada p € N* 7

Para terminar con esta seccién veremos la utilidad de los puntos p—
limites para describir el semigrupo de Ellis de un sistema dindmico y con
ello estudiar algunas de sus propiedades.

Definicién 8.8. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto. El semigrupo de Ellis E(X, f) de (X, f) es la cerradura del con-
junto de funciones {f" :n € N} en el espacio producto X*.

El semigrupo de Ellis de un sistema dindmico fué introducido por Ellis
[5] como una herramienta para el estudio y comprensién de propiedades
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dindmicas. Actualmente el semigrupo de Ellis juega un papel fundamen-
tal en la teoria general de los sistemas dindmicos.

Por ser X compacto y E(X, f) un cerrado dentro del espacio com-
pacto XX, el semigrupo de Ellis resulta ser siempre un espacio compacto.
Las p-iteradas de la funcién de un sistema dindmico ayudan a describir
el semigrupo de Ellis.

Teorema 58. Si (X, f) es un sistema dindmico con X un espacio com-
pacto, entonces

E(X,f)={f":peBN)},
y fPo f4= fIP para cada p,q € B(N).

El resultado que a continuacion enunciamos es una consecuencia di-
recta del teorema anterior.

Corolario 8.4. Sea X un espacio compacto. Una funcién g : X — X
pertenece a E(X, f) para alguna funcién continua f : X — X si y sdlo
si existe p € B(N) tal que g(x) = fP(x) = p — limy 00 f™(x) para todo
reX.

Basandonos en el Teorema 58 podemos reformular un problema de la
pagina 3 de la notas de clase [22] como sigue.

Pregunta 8.3. ; Existe un espacio métrico compacto X en el cual se
pueda definir una funcion g € X~ que no pertenezca a ningin semigrupo
de Ellis cuyo espacio de fase sea X ¢

A continuacién describiremos los semigrupos de Ellis de algunos sis-
temas dindmicos conocidos.

Ejemplo 8.3. Sea X = {0}U{2 : n € N\{0}} una sucesidn convergente
con su punto de acumulacon, y f : X — X la funcion definida por

x stx=0
xTr) =
/(@) {n-lu six:%ylgneN.

En este caso se obtiene que E(X) es una sucesion convergente con su
punto limite.
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Ejemplo 8.4. Sea X wun espacio compacto. Si f : X — X es una
funcion continua tal que f™ es la funcion identidad para algin n € N, es
entonces evidente que

E(X, f) = {identidad, f,--- ., f""'}.

Ejemplo 8.5. Sea (X, f) un sistema dindmico con X un espacio métrico
compacto y f una contraccion’. De acuerdo con el Teorema del Punto
Fijo de Banach [6, 4.3.J], la funcion f tiene un inico punto fijo z € X.
Sea g : X — X la funcion constante que envia a todo punto de X en
z. El lector puede verificar sin problema alguno que fP = g para todo
p € N*. Por tanto, E(X, f) = {f" : n € N} U{g} es o bien finito o la

compactacion por un punto de N.

Ejemplo 8.6. Sea S el circulo unitario y sea o € [0, 1). Sea Ty, : S — S
la rotacion en un dngulo o de S en sentido contrario a las menecillas
del reloj. En el caso en el cual o es racional, existe un numero entero
n € N tal que T} es la funcion identidad. Sin es el menor nimero con
esta propiedad, entonces E(S,T,) es un grupo ciclico de orden n. Ahora
elejimos un nimero irracional o € [0, 1). En este caso, T, tiene orden
infinito. Dejamos al lector que investigue el hecho de que E(S,Ty) es el
grupo ortogonal especial SO(2,R) de todas las rotaciones de S el cual es
a la vez isomorfo al mismo S.

En el siguiente teorema daremos una condicién para que el semigrupo
de Ellis sea una compactacién de N.

Teorema 59. [15] Sea (X, f) un sistema dindmico tal que X es com-
pacto y f* # f™ para cada par de nimeros distintos n,m € N. Entonces,
{f" :n € N} es un conjunto discreto de E(X) si y solo si f™ # fP para
cada n € N y para todo p € N*.

Como vimos en el Ejemplo 8.3, F(X) es una sucesién convergente
con su punto limite y X solo tiene a 0 como un punto periédico que es
de hecho un punto fijo de la funcién f. En relacién a ésto tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 60. [15] Sea (X, f) un sistema dindmico tal que E(X) sea
una compactacion de N equipado con la topologia discreta. Si E(X)
tiene exactamente k puntos de acumulacion, para algin k € N, entonces
E(X) no tiene puntos periddicos de periddo mayor que k.

" Se dice que una funcién entre espacios métricos f : (X,dx) — (Y,dy) es una
contraccion si existe r € [0,1) tal que dy (f(z), f(y)) < rdx(z,y) para todo z,y € X.
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Pregunta 8.4. [10] ;Dada una compactacion K de N, ; es posible ha-
llar un sistema dinamico (X, f) tal que E(X, f) y K sean homeomorfos?

Finalmente describiremos el semigrupo de Ellis de algunos sistemas
dindmicos de la forma ({0,1}N,0f). Para ésto necesitaremos las si-
guientes funciones.

Dada una funcién f: N — Ny p € NP, definimos la funcién f : N —
B(N) como

f(m) =p— lim f"(m),

para cada m € N. La relacién entre la dindmica de la funcién oy y de la
funcién f se establece en el siguiente lema.

Lema 8.2. [10] Sean f : N — N wuna funcién y p,q € S(N). Entonces,
O'? = U;ﬂ sty solo si fP = f9.

Con la afirmacion de este lema podemos describir el semigrupo de
Ellis del sistema dinthico ({0, 1}, o).

Teorema 61. [10] Para cualquier funcion f : N — N, E({0,1},0/) es
homeomorfo al subespacio {fP :p € B(N)} de B(N)N.

Teorema 62. [10] Si la funcion f : N — N tiene una orbita infinita,
entonces E({0,1}N,04) es homeomorfo a B(N).

Supongamos que la funcién f : N — N tiene érbitas finitas. Entonces,
para cada p € B(N) se cumple que fP(n) € O¢(n), para cualquier n € N,
Por tanto, {f? : p € B(N)} C [[,enOy(n) y es claro que este tltimo
espacio es métrico. De aqui obtenemos el siguiente teorema,

Teorema 63. [10] Si f : N — N es una funcidn con drbitas finitas,
entonces E({0, 1}N,of) es métrico. En particular, tenemos que
|B({0,1}",0)| < c.

Corolario 8.5. [10] Para cualquier funcion f : N — N las siguientes
condiciones son equivalentes.

1. f tiene orbitas finitas.

2. La funcion oP es discontinua para todo p € N*.
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3. E({0,1}N 0¢) es homeomorfo a B(N).

Corolario 8.6. [10] Para cualquier funcion f : N — N las siguientes
condiones son equivalentes.

1. Todas las orbitas de f son finitas.
2. La funcidn oP es continua para todo p € N*,
3. E({0,1}N 04) es metrizable.

En el siguiente ejemplo daremos una funciéon f : N — N para la cual
E({0,1}",0}) es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Ejemplo 8.7. [10] Sea f : N — N una funcion para la cual existe una
sucesion de nimeros enteros (ng)ken que satisfacen las siguientes condi-
ctones.

1. ny es un punto periédico de f de periddo 2%, para cada k € N.

2. {O¢(nk) : k € N} es una particion de N.
Para esta funcion f se cumple que E({0,1}Y, or) es homeomorfo al con-
gunto de Cantor.

Veamos a continuacién cémo se obtiene la compactacion de Alexan-
droff de N con la topologia discreta.

Ejemplo 8.8. [10] Sea f : N — N una funcion para la cual existe una
sucesion estrictamente creciente (an)nen de mimeros enteros positivos
tales que satisfacen las siguientes condiciones.

1. a9 =0.

2. ap = an—1+n+1 para todo n € N.

3. f(an) = a, para todo n € N.

4. f(k)=k+1 siap—1 <k <ayp para cadan € N.

A partir de la definicion podemos ver que (k) = ay, siempre que ap—1 <
k < ayn, para cada n € N. Por lo cual, si p € N* y k € N, entonces
fP(k) = p = limpmosoo f™(k) = an siempre que an—1 < k < a, para
algun n € N. Asi, fP = f? para todo p,q € N*. Sin € N, entonces
{f"} =lan + L,apn1 — 1N {f™:m € N}. Por tanto, {f™ : m € N} es
un subconjunto discreto de {fP : p € B(N)} y por ello E({0,1},0¢) es
la compactacion de Alexandroff de N.

Pregunta 8.5. [10] ;Cudles espacios compactos, métricos y de dimen-
sion cero son de la forma E({0,1}N,0¢) para algin f: N — N?
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