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Resumen

El objetivo de este trabajo es implementar una metodoloǵıa de elicitación me-
diante el método Delphi, la cual permita estimar el vector de parámetros π de la
distribución multinomial a partir de la cuantificación de opinión y creencias de
múltiples expertos, buscando aśı conseguir un resultado diferenciador y de más
valor que la suma de aportaciones individuales, con el fin de obtener una única
distribución que represente el conocimiento del conjunto de expertos.

Palabras clave: Distribución a priori, distribución binomial, distribución multi-
nomial, estad́ıstica bayesiana, probabilidad subjetiva.

Abstract

The objective of this work is to implement an elicitation process to estimate the
vector of parameters π to multinomial distribution through of Delphi method.
Quantification of opinions and beliefs from multiple experts are used to obtain a
single distribution that represents the knowledge of all experts that is a different
result to get the sum of individual contributions.

Keywords: a priori distribution, bayesian statistics, binomial distribution, mul-
tinomial distribution, subjective probability.

1. Introducción

El análisis bayesiano se refiere a los métodos para hacer inferencias a partir de da-
tos utilizando modelos de probabilidad para cantidades observables y cantidades
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sobre las que se quiere aprender; su caracteŕıstica esencial es el uso expĺıcito de la
probabilidad para cuantificar la incertidumbre en inferencias basadas en el análisis
de datos estad́ısticos (Gelman et al. 2003).

A diferencia del punto de vista frecuentista, en la teoŕıa bayesiana no es necesario
que un evento sea aleatorio para que se le pueda asignar una probabilidad, el aspec-
to relevante es que exista incertidumbre sobre el evento de ocurrencia (Mendoza
& Regueiro 2011); se puede reducir el nivel de incertidumbre de un fenómeno o
experimento aleatorio aumentando el nivel de información con datos históricos ob-
servados o también con información subjetiva de expertos en dicho fenómeno. Esta
cuantificación de información subjetiva se realiza mediante un proceso conocido
como elicitación, el cual se define como el proceso de formular el conocimiento
y creencias de un experto acerca de una o más cantidades inciertas en forma de
una distribución de probabilidad conjunta, donde el experto es la persona a quien
la sociedad sus compañeros atribuyen conocimiento especial sobre el tema que
se elicita (Garthwaite et al. 2005). Este enfoque de probabilidad es ampliamente
aprovechado por la ,etodoloǵıa bayesiana, por ello se dice que esta va más allá que
la estad́ıstica frecuentista al buscar aprovechar toda la información disponible, aśı
se trate de datos observados o de información de otro tipo que ayude a disminuir
de manera coherente la incertidumbre (Ruiz 2004).

Bajo el principio estad́ıstico subyacente que entre más información se haya reco-
pilado mejores serán los resultados, parte el deseo de obtener mayor cantidad de
información, motivando a elicitar múltiples expertos, pues el resultado de su expe-
riencia combinada puede ser en śı más informativa que cuando se elictan expertos
individualmente. Esta distribución que representa la opinión conjunta de los ex-
pertos es utilizada como una distribución a priori en el análisis bayesiano (Clemen
& Winkler 1999). La cuantificación y agregación de creencias de expertos pueden
proporcionar información importante para un tomador de decisiones, puede dar
lugar a inferencias óptimas justificables de los parámetros de interés (Goossens
et al. 2008); por tal motivo, es de mayor ganancia para el análisis considerar un
enfoque donde los expertos interactúen como grupo. Un enfoque de elicitación de
grupo sencillo y práctico es llevar a los expertos a discutir la cantidad incierta o
las cantidades sobre las que sus creencias van a elicitarse y, después de una puesta
en común, llegar a una opinión de consenso (Garthwaite et al. 2005).

En la cuantificación de creencias en grupo de expertos se han realizado estudios
en los que los investigadores han tratado de elicitar información subjetiva y re-
presentarla de una manera rigurosa como parte de una investigación formal, entre
ellos se encuentra a Barrera et al. (2011), quienes utilizaron una metodoloǵıa ba-
yesiana donde implementaron el proceso de elicitación y el método Delphi con el
fin de determinar la proporción de estudiantes que desertaron del Instituto Tec-
nológico Metropolitano de Medelĺın. Chu & Hwang (2008), proponen un enfoque
basado en el método Delphi para elicitar el conocimiento de múltiples expertos en
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el diagnóstico del śındrome respiratorio agudo severo. Yau & Chiu (2015) utilizan
el método Delphi para identificar y dar prioridad a las opciones a combatir contra
la ilegalidad en Hong Kong.

2. Elicitación multivariada

La distribución multinomial juega un papel fundamental en el trabajo aplica-
do, siendo esta la generalización multivariable de la distribución binomial, sur-
ge cuando cada ensayo tiene más de dos posibles resultados. Considérese el caso
de n ensayos independientes, que permiten k resultados mutuamente excluyen-
tes E1, . . . , Ek cuyas probabilidades respectivas son π1, . . . , πk (con

∑k
i=1 πi = 1).

Denótese n1, . . . , nk la variable aleatoria del número de ocurrencias de los eventos
E1, . . . , Ek respectivamente en n ensayos con

∑k
i=1 ni = n. La función de proba-

bilidad de n1, . . . , nk viene dada por Johnson et al. (1997):

f(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! . . . nk!
πn1
1 πn2

2 . . . πnk

k (1)

para ni = 0, 1, . . . , n, pero sujeto a la restricción de
∑k
i=1 ni = n.

La media y varianza de la distribución multinomial están dadas por:

E(ni) = nπi; V ar(ni) = nπi(1− πi) (2)

Su distribución a priori conjugada es la generalización multivariada de la distribu-
ción beta, conocida como la distribución Dirichlet. La distribución Dirichlet es la
distribución multivariable más simple y apropiada para representar el conocimien-
to del experto, también es la más conveniente cuando el conocimiento a priori del
experto es combinado con una muestra multinomial, la distribución Dirichlet es
la conjugada a priori para los modelos multinomiales y es ampliamente utilizada
por su tratabilidad y simplicidad matemática. Se dice entonces que π tiene una
distribución Dirichlet con vector de parámetros α = (α1, . . . , αk), denotado por
π ∼ Di(α), y su función de densidad de probabilidad se puede escribir como ?:

f(π|α) =

Γ
(∑k

i=1 αi

)
∏k
i=1 Γ(αi)

 k∏
i=1

παi−1
i (3)

donde αi > 0; i = 1, . . . , k;
∑k
i=1 αi = n y

∑k
i=1 π = 1. La media y la varianza de

la distribución Dirichlet vienen dadas por:

E(πi|αi) =
αi
n

; V ar(πi|αi) =
αi(n− αi)
n2(n+ 1)

(4)
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Ahora, supóngase que Y = (Y1, . . . , Yk)
′

tiene una distribución multinomial con
parámetro n fijo y π = (π1, . . . , πk)

′
vector de probabilidad de ocurrencia desco-

nocido del evento; también que la distribución a priori de π es una Dirichlet con
vector de parámetros α = (α1, . . . , αk)

′
con αi > 0; i = 1, . . . , k. Entonces, la dis-

tribución posterior de π cuando Yi = yi, i = 1, . . . , k es una distribución Dirichlet
con vector de parámetros α∗ = (α1 + y1, . . . , αk + yk)

′
.

La distribución Dirichlet cuenta con dos propiedades útiles para su elicitación, la
propiedad de distribución marginal y la condicional:

Distribución marginal: sea m < k− 1 el primer elemento de π que puede
ser denotado por πm = (π1, π2, . . . , πm), y sea π∗

m+1 =
∑k
i=m+1 πi = 1 −∑m

i=1 πi. Entonces πm+ = (πm, π∗
m+1) = (π1, . . . , πm, π

∗
m+1) toma valores m-

dimensional simples. La propiedad marginal es que la distribución de πm+ es
una Di(α1, α2, . . . , αm, α

∗
m+1) donde α∗

m+1 =
∑k
i=m+1 αi = n−

∑m
i=1 αi. Un

caso especial de la propiedad marginal afirma que la distribución marginal
de πi es una beta con parámetros αi y n− αi, es decir, πi ∼ Beta(αi, n−αi).

Distribución condicional: para i = m+ 1, . . . , k tenemos:

π
′

i =
πi

1− π1 − π2 − . . .− πm
(5)

Nótese que π
′

i = (π
′

m+1, . . . , π
′

m) satisface la condición de caer en (k −m −
1). La propiedad condicional es que la distribución condicional de π

′ |πm es
una Di(αm+1, . . . , αk), utilizando esta propiedad se puede descomponer la
distribución Dirichlet en una secuencia de k − 1 beta condicional.

Entre los métodos que se han realizado para introducir la elicitación de los paráme-
tros de la distribución Dirichlet se encuentra a Dickey (1983) quienes proponen
un método para estimar la distribución a priori subjetiva de la Dirichlet en un
muestreo multinomial su método es definido como un dispositivos de resultados
imaginarios. Elfadaly & Garthwaite (2012) proponen un método que está diseñado
para elicitar una distribución generalizada Dirichlet que es también una conjugada
a priori la cual tiene un mayor número de parámetros y, por lo tanto una estructu-
ra de dependencia más flexible; en el método propuesto presentan la cuantificación
de la opinión de expertos sobre los hiperparámetros de la a priori conjugada Diri-
chlet, basando su método en la elicitación de los parámetros de las distribuciones
beta univariantes como la distribución marginal y condicional de la Dirichlet. Za-
pata et al. (2012), emplean un dispositivo de sobre ajuste, es decir, elicitan más
juicios de los mı́nimos requeridos con el fin de producir una distribución Dirichlet
cuidadosamente considerada y asegurar que es, de hecho, un ajuste razonable para
el conocimiento del experto; el método se aplicó en una extensión del software de
elicitación Sheffield, que es un paquete de documentos, plantillas y software que
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proporcionan los protocolos de elicitación estructurados ajustables a las buenas
prácticas de elicitación moderna, esto con el fin de facilitar el proceso de elici-
tación multivariante. Flórez & Correa (2015) basan su propuesta para elicitar el
vector de parámetros π de la distribución multinomial por medio de tres pasos:
el primer paso busca estimar el n-equivalente del experto, en el segundo paso el
analista estima el vector de probabilidades de ocurrencia de cada categoŕıa y, fi-
nalmente, el tercer paso está basado en un método de elicitación estad́ıstica que
permite que los parámetros de la distribución conjugada Dirichlet sean estimados
por medio del n-equivalente y el vector de probabilidades estimado.

3. Metodoloǵıa propuesta

El proceso de elicitación propuesto se realiza mediante seis pasos: en el primer
paso, se lleva a cabo el método Delphi por medio de formulación de preguntas y
retroalimentación; en el segundo paso, se realiza un análisis descriptivo por medio
de clúster; en el tercer paso se integran las opiniones individuales de los expertos
con el fin de llegar a un solo vector de parámetros π de la distribución multinomial
que represente el conocimiento de todos los expertos; en el cuarto paso, se halla
el tamaño de muestra que representa el conocimiento del conjunto de expertos, el
cual es empleado en el siguiente paso para realizar la simulación de la distribución
multinimomial finalmente, en el sexto paso se halla el vector de parámetros α de la
distribución Dirichlet, a partir del cual se obtiene el vector π. El método propuesto
es una extensión de la propuesta realizada por Flórez & Correa (2015), donde se
pasa de tener la opinión de un solo experto a múltiples expertos.

1. Método Delphi

Formulación de las preguntas: tiene una consecuencia importante
sobre el resultado final, ya que si las preguntas reflejan inevitablemente
las actitudes culturales, sesgos subjetivos y conocimiento de sus di-
señadores, condicionan la compresión correcta por parte del experto de
sobre la que se requiere su conocimiento, e influyen, por consiguiente,
en la calidad, propiedad y extensión de su respuesta. Por tal motivo, es
muy importante confeccionarlas de manera que sean claras y concisas,
asegurándose de que son correctamente entendidas y de que no condi-
cionan en absoluto la respuesta (Landeta 1999).

Retroalimentación: en esta etapa, en la primera ronda se da al exper-
to un tamaño de muestra hipotético para que distribuya esta cantidad
entre los niveles de la variable; posteriormente se vaŕıa el tamaño de
muestra inicial y se le solicita que realice nuevamente el proceso de
distribución. Las demás rondas se llevan a cabo por medio de retroali-
mentación, donde se env́ıa a cada experto por separado la mediana y
la desviación estándar obtenida en cada categoŕıa de la ronda anterior
por los demás expertos elicitados junto con su respuesta individual; en
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este punto se pide al experto reevaluar sus creencias con base en los
resultados de los demás expertos.

2. Análisis descriptivo: se realiza por medio de clúster conocido también co-
mo análisis de conglomerados, es una técnica estad́ıstica multivariante que
busca agrupar elementos o variables tratando de lograr la máxima homoge-
neidad en cada grupo y la mayor diferencia entre los grupos. Es un método
basado en criterios geométricos y se utiliza fundamentalmente como una
técnica exploratoria y descriptiva (Johnson & Wichern 2002). La distancia
utilizada en el análisis de conglomerados fue Hellinger, la popularidad de esta
distancia se debe a la capacidad de combinar dos propiedades fundamentales
en la estimación paramétrica, la eficiencia en la densidad del modelo y las
excelentes propiedades de robustez (Toma 2007). La distancia de Hellinger
para dos distribuciones multinomiales definidas sobre las mismas k categoŕıas
es:

Hellinger = HL =
k∑
i=1

(
√
pi −

√
qi)

2
(6)

HL =

HL1,1 HL1,2 HL1,3 . . . HL1,n

HL2,1 HL2,2 HL2,3 . . . HL2,n

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
KLn,1 HLn,2 HLn,3 . . . HLn,n


Donde la matriz de distancia Hellinger (HL) es una matriz simétrica, positiva
y su diagonal principal es cero.

3. Integración de las opiniones individuales: en esta etapa se obtiene una
única distribución para representar el conocimiento del conjunto de expertos;
para esto, es fundamental la integración de las respuestas individuales, esta
se realiza por medio de una simulación de la distribución multinomial en R.
Para llevar a cabo esta simulación es necesario realizar dos pasos previos,
primero estimar el N -equivalente para cada experto y segundo integrar las
opiniones de los expertos por medio de simulación.

N-equivalente para cada experto: se pide al experto estimar un
valor mı́nimo a y un valor máximo b en el que él considere que se en-
cuentra el verdadero valor de cada nivel de la variable de interés; estos
dos valores son utilizados en la fórmula del intervalo de confianza para
la distribución multinomial basado en el teorema del ĺımite central, pa-
ra aśı despejar el valor de n, obteniendo de esta forma un n para cada
nivel de la variable de interés. Finalmente, el N -equivalente asociado al
nivel de experticia que tiene el experto elicitado es el n de la categoŕıa
que tenga asociado el menor valor.

(
π̂ − Z(α/2k)

√
π̂(1− π̂)

n
, π̂ + Z(α/2k)

√
π̂(1− π̂)

n

)
(7)
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Donde k es el número de niveles que tiene la variable, α es el nivel de
significancia, π̂ es pedido al experto como el valor que él considera más
probable que está en el intervalo. Al igualar los valores a y b al ĺımite
inferior y superior del intervalo de proporción y despejando n se tiene:

n =
4Z2

(α/2k)π̂(1− π̂)

(b− a)2
(8)

Después de finalizar las rondas de elicitación y hallar el respectivo N -
equivalente para cada experto, se define el vector de probabilidades π
de cada experto como el vector de probabilidad dado en la última ronda
de elicitación, aśı:

E1, π(1) =
(
π
(1)
1 , π

(1)
2 , . . . , π

(1)
k

)
, N1, w1 = N1

N1+N2+...+Ne

E2, π(2) =
(
π
(2)
1 , π

(2)
2 , . . . , π

(2)
k

)
, N2, w2 = N2

N1+N2+...+Ne

...
...

...
...

Ee, π(e) =
(
π
(e)
1 , π

(e)
2 , . . . , π

(e)
k

)
, Ne, we = Ne

N1+N2+...+Ne

Integración de opiniones de los expertos por medio de simu-
lación: se genera una simulación de la distribución multinomial en el
software estad́ıstico R por medio de la función rmultinom, la cual reci-
be tres argumentos. El primero corresponde al número de simulaciones
a realizar, el segundo argumento es el tamaño de muestra que vaŕıa
para cada experto N1, N2, . . . , Ne y el tercer argumento es el vector
π(1), π(2), . . . , π(e) dado por cada experto. Aśı, la integración de las opi-
niones de los expertos se denota como πi, el cual representa el conoci-
miento del conjunto de expertos para cada categoŕıa y puede ser hallado
de la siguiente forma:

π1 =
n̂1

(1) + n̂1
(2) + . . .+ n̂1

(e)

N1 +N2 + . . .+Ne

π2 =
n̂2

(1) + n̂2
(2) + . . .+ n̂2

(e)

N1 +N2 + . . .+Ne

...
...

πk =
n̂k

(1) + n̂k
(2) + . . .+ n̂k

(e)

N1 +N2 + . . .+Ne

Donde n̂k
(e) representa el promedio del experto e en cada nivel de la

varible simulada, por ejemplo n̂1
(2) representa el promedio de las estima-

ciones simuladas del segundo experto en la primera categoŕıa.Finalmente,
el vector de probabilidades que representa el conocimiento del conjunto
de expertos esta dado por:

π = (π1, π2, . . . , πk) (9)
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4. N-global: en esta etapa se calcula el N -global que represente el tamaño de
muestra del conocimiento del total de los expertos. Para esto se realiza un
promedio ponderado por los pesos del N−equivalente empleando la siguiente
expresión:

N − global =
N1w1 +N2w2 + . . .+Newe

w1 + w2 + . . .+ we
(10)

5. Simulación: en este paso se lleva a cabo la simulación para la distribución
multinomial realizada en el software estad́ıstico R con la función rmultinom,
la cual recibe tres argumentos. El primero corresponde al número de si-
mulaciones a realizar, el segundo argumento es el tamaño de muestra que
representa el conocimiento del conjunto de expertos (N -global) y el tercero
es el vector de probabilidades de la distribución del conjunto de expertos
representados en la ecuación (9).

t(rmultinom(Numsim,Nglobal,prob=c(pi1,pi2,...pik)))/Nglobal

6. Estimación de αi: en esta etapa se realiza la estimación del vector de
parámetros α = (α1, α2, . . . , αk) de la distribución Dirichlet por medio de
la propuesta de Flórez y Correa (2015). Dado que cada Xij simulado en el
paso anterior sigue una distribución multinomial, entonces Yi = Xj/n (con
i = 1, 2, · · · , k y j = 1, 2, · · · , r) tiene una distribución Dirichlet con un vec-
tor de parámetros α = (α1, α2, · · · , αk), donde n es el tamaño muestral que
representa el conocimiento del conjunto de los expertos estimado en el paso
4 (N-Global), k representa el número de categoŕıas y r el número de simu-

laciones. Si α0 =
∑k
i=1 αi, el primer y segundo momento de la distribución

Dirichlet vienen dados por:

E[Yi] =
αi
α0
. (11)

V ar[Yi] =
αi(α0 − αi)
α2
0(α0 + 1)

. (12)

Los valores de (11) y (12) pueden ser estimados a partir de los valores simu-
lados en el paso anterior, reduciéndose el problema en resolver las ecuaciones
(11) y (12) en términos de α0 y αi. De (11) se tiene que:

αi = α0E[Yi] (13)

De (12) se despeja a α0 en términos de E[Yi] y V ar[Yi] se tiene que:

α0 =
(E[Yi]− E[Yi]

2)

V ar[Yi]
− 1 (14)

Se reemplaza (14) en (13) obteniendo aśı los valores de cada αi:

αi =

(
(E[Yi]− E[Yi]

2)

V ar[Yi]
− 1

)
E [Yi] (15)
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Normalizando Yi de manera que se cumpla la restricción
∑k
i=1 Ȳi = 1 se

tiene que:

¯̄yi =
Ȳi∑k
i=1 Ȳi

(16)

Aśı, cada αi puede ser estimado reemplazando los valores de ¯̄yi y S2
i en (15):

αi =

(
( ¯̄yi − ¯̄y2i )

S2
Yi

− 1

)
¯̄yi (17)

Finalmente, haciendo uso de la propiedad marginal de la distribución Di-
richlet, donde πi ∼ Beta(αi, n − αi) con n =

∑k
i=1 αi, se obtiene aśı la

distribución de cada nivel de la variable de interés.

4. Caso de estudio

La malaria es una enfermedad infecciosa de origen parasitológico febril aguda, se
reconoce un espectro de manifestaciones de la enfermedad que va desde procesos
asintomáticos, cuadros sintomáticos con escalofŕıo, fiebre, sudoración y cefalea has-
ta cuadros severos que pueden llevar a la muerte; es aśı como se definen dos formas
cĺınicas: malaria no complicada y malaria complicada, esta última se asocian a una
mayor mortalidad (Proyecto. 2015). Existen cuatro especies del parásito que infec-
tan a los seres humanos: plasmodium vivax, plasmodium falciparum, plasmodium
malariae y plasmodium ovale, los más frecuentes son el paludismo por plasmodium
falciparum y por plasmodium vivax, y el más mortal el paludismo por plasmodium
falciparum. En los últimos años se han presentado algunos casos humanos por
plasmodium knowlesi, una especie que circula en primates y que aparece en zonas
boscosas de Asia Sudoriental, por lo que este parásito ha sido propuesto como el
quinto parásito que infecta a los humanos (Instituto 2014).

En Colombia, la malaria continúa siendo un problema grave de salud pública, de-
bido a que cerca del 85 % del territorio rural está situado por debajo de los 1500
metros sobre el nivel del mar y presenta condiciones climáticas, geográficas y epi-
demiológicas aptas para la transmisión de la enfermedad. Cerca del 60 % de la
población colombiana se encuentra en riesgo de enfermar o morir por esta causa.
Las especies más frecuentes en zonas endémicas son plasmodium vivax y plasmo-
dium falciparum. La transmisión de plasmodium malariae ocurre en focos dispersos
a lo largo de la costa paćıfica, principalmente en el departamento del Chocó, y no
existe la transmisión de plasmodium ovale ni de plasmodium knowlesi. También
pueden ocurrir casos de infecciones mixtas, definidas como infecciones simultáneas
por dos especies, usualmente plasmodium vivax y plasmodium falciparum. El caso
de estudio se realizó con el fin de estimar la distribución del tipo de malaria en
pacientes diagnosticados con la enfermedad en la zona costera de Buenaventura.
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4.1. Implementación de la metodoloǵıa propuesta

Identificación y selección de expertos: la identificación de expertos se
realizó por medio del Proyecto Malaria Colombia, donde se seleccionaron
diferentes áreas de profesionales como expertos, obteniendo aśı a cuatro ex-
pertos para la elicitación, dos biólogos entomólogos, una microscopista y la
coordinadora del equipo malaria del Valle del Cauca, como grupo coordina-
dor se contó con la participación de la consultora en sistemas de información
monitoreo y evaluación del Proyecto Malaria del Valle del Cauca. Estas per-
sonas son consideradas como expertos por su comprensión del tema debido
al alto conocimiento y experiencias adquiridas en sus funciones realizadas en
el Proyecto Malaria Colombia.

Estructuración y descomposición: el proceso de elicitación comienza
dando a cada experto una breve introducción sobre la distribución multino-
mial y como esta puede ser utilizada en la distribución de los casos de malaria
según la especie, proceso que se realiza teniendo en cuenta el conocimiento
de cada uno de ellos por medio de elicitación enfocado a una metodoloǵıa
Delphi; por tal motivo, se le explica a cada experto que la variable de interés
para el desarrollo de este trabajo es la prevalencia de cada una de las especies
de malaria en pacientes diagnosticados con la enfermedad en la zona costera
rural de Buenaventura, como también se indica que la escala de medición
corresponde al número de pacientes con la enfermedad en cada especie de
malaria.

Aplicación de la metodoloǵıa:

1. Formulación de las preguntas: inicialmente se explica y se valida
con cada experto que la pregunta realizada sea comprendida, luego en la
primera ronda se dan cinoc muestras hipotéticas, por medio de pregun-
tas como “si se seleccionaran 100 pacientes diagnosticados con malaria
de la zona costera rural de Buenaventura, según su conocimiento que
proporción de ellos se encuentran en plasmodium vivax, plasmodium fal-
ciparum y malaria mixta”. Las rondas posteriores se realizan por medio
de retroalimentación, es decir, una vez finalizada cada ronda se env́ıa
a cada experto por separado la mediana y la desviación estándar obte-
nida en cada categoŕıa por los demás expertos junto con su respuesta
individual, en este punto el experto puede reconsiderar sus respuesta y
realizar algún cambio si él lo considera necesario; si el experto no cam-
bia su respuesta, la información registrada es igual a la ronda anterior.
A continuación, se presenta la elicitación obtenida de cada experto en
la primera donde se varió el tamaño de muestra hipotético.

De esta forma, los resultados registrados para cada experto en la pri-
mera ronda corresponden a la media de cada categoŕıa de las muestras
hipotéticas dadas.
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Tabla 1: elicitación de expertos ronda 1 por tamaño de muestra hipotético. Fuente:
elaboración propia.

Ronda 1 Experto 1 Experto 2

Muestra hipotética Muestra hipotética

Especie 100 200 300 700 900 Media 100 200 300 700 900 Media

P.vivax 0.090 0.095 0.100 0.057 0.056 0.080 0.200 0.150 0.133 0.143 0.178 0.161

P.falciparum 0.900 0.900 0.897 0.943 0.943 0.917 0.750 0.800 0.833 0.786 0.778 0.789

P.mixta 0.010 0.005 0.003 0.001 0.001 0.004 0.050 0.050 0.033 0.071 0.044 0.050

Ronda 1 Experto 3 Experto 4

Muestra hipotética Muestra hipotética

Especie 100 200 300 700 900 Media 100 200 300 700 900 Media

P.vivax 0.200 0.130 0.100 0.070 0.110 0.122 0.100 0.100 0.073 0.100 0.111 0.097

P.falciparum 0.750 0.800 0.870 0.900 0.860 0.834 0.820 0.825 0.867 0.829 0.833 0.835

P.mixta 0.050 0.080 0.030 0.030 0.030 0.044 0.080 0.075 0.060 0.071 0.056 0.068

Tabla 2: Elicitación de expertos por ronda. Fuente: elaboración propia.
Ronda 1 Ronda 2

Especie Exp 1 Exp 2 Exp 3 Exp 4 Exp 1 Exp 2 Exp 3 Exp 4

P.vivax 0.080 0.161 0.122 0.097 0.080 0.110 0.122 0.097

P.falciparum 0.917 0.789 0.834 0.835 0.850 0.840 0.834 0.835

P.mixta 0.004 0.050 0.044 0.068 0.070 0.050 0.044 0.068

Posteriormente, se dio retroalimentación a los expertos quienes mantu-
vieron sus opiniones igual a las de la segunda ronda el total de rondas
elicitadas son las mostradas en la tabla anterior.

2. Análisis descriptivo: en la figura1 se presentan los resultados del
análisis de clúster por medio de la distancia de Hellinger, donde se
observa que en la primera ronda la opinión de los expertos se puede
clasificar en tres grupos, un grupo donde los expertos dos y tres presen-
tan opiniones similares, el siguiente grupo se compone por el experto
cuatro, y, finalmente, en el último grupo se encuentran las opiniones del
experto uno las cuales muestran mayor diferencia de los demás expertos.
Una vez dada la retroalimentación, se observa en la nueva clasificación
que las opiniones del experto uno se asemejan a las del experto cuatro y
las opiniones del experto dos y tres siguen permaneciendo en el mismo
grupo.

3. Integración de las opiniones individuales:

• N-equivalente para cada experto: en esta etapa se realizó la
siguiente pregunta a cada experto “si se cuenta con 100 pacien-
tes diagnosticados con malaria en la zona costera rural de Buena-
ventura, según su conocimiento ¿cuántos como mı́nimo presentan
plasmodium vivax?, ¿cuántos como máximo presentan plasmodium
vivax?, ¿cuál será el valor más frecuente de encontrar pacientes
contagiados por plasmodium vivax? ” Esta pregunta es realizada
a cada experto variando la especie de malaria (plasmodium vivax,
plasmodium falciparum, plasmodium mixta). La información dada
por cada experto se muestra a continuación:
Reemplazando los valores de la tabla 3 en la ecuación (8) se ob-
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Figura 1: Clasificación de expertos por ronda. Fuente: elaboración propia.

Tabla 3: Resumen de valores elicitacidos para obtener el N -equivalente. Fuente:
elaboración propia.

Especie Muestra

Experto 1 Experto 2 Experto 3 Experto 4

π̂ π̂ π̂ π̂
Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo

P.vivax 100
0.08 0.20 0.20 0.09

(0.03, 0.10) (0.05, 0.25) (0.12, 0.25) (0.08, 0.15)

P.falciparun 100
0.90 0.75 0.75 0.84

(0.80, 0.95) (0.50, 0.80) (0.60, 0.80) (0.80, 0.90)

P.mixta 100
0.01 0.05 0.04 0.07

(0.01, 0.10) (0.00, 0.15) (0.01, 0.05) (0.01, 0.12)

tiene un n para cada experto en cada categoŕıa y, finalmente el
N -equivalente para cada experto es el n de la categoŕıa que tenga
asociado el menor valor (tabla 3).

Tabla 4: Estimación N -equivalente. Fuente: elaboración propia.
Experto 1 Experto 2 Experto 3 Experto 4

Especie n n n n

P.vivax 94 92 217 104

P.falciparun 37 48 107 84

P.mixta 57 48 681 34

N -equivalente N1 = 37 N2 = 48 N3 = 107 N4 = 34

Aśı, la información obtenida para cada experto es la siguiente:

E1, π(1) = (0.080, 0.850, 0.070) , N1 = 37, w1 =
N1

N1+N2+N3+N4
= 0.163

E2, π(2) = (0.110, 0.840, 0.050) , N2 = 48, w2 =
N2

N1+N2+N3+N4
= 0.212
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E3, π(3) = (0.122, 0.834, 0.044) , N3 = 107, w3 =
N3

N1+N2+N3+N4
= 0.473

E4, π(4) = (0.097, 0.835, 0.068) , N4 = 34, w4 =
N4

N1+N2+N3+N4
= 0.150

• Integración de las opiniones de los expertos: en esta etapa se
realiza una simulación utilizando como vector π la distribución dada
por cada experto en la última ronda de elicitación, aśı la simulación
para cada experto puede ser calculada mediante el software R con
el siguiente comando:

sim1=t(rmultinom(10000,37,prob=c(0.080,0.850,0.070)))

sim2=t(rmultinom(10000,48,prob=c(0.110,0.840,0.050)))

sim3=t(rmultinom(10000,107,prob=c(0.122,0.834,0.044)))

sim4=t(rmultinom(10000,34,prob=c(0.097,0.835,0.068)))

Una vez realizada la simulación se promedian las estimaciones si-
muladas de cada experto aśı:

promedio1=colMeans(sim1)

promedio2=colMeans(sim2)

promedio3=colMeans(sim3)

promedio4=colMeans(sim4)

Se halla el vector de parámetros πi que representa la opinión con-
junta de los expertos:

π1 =
n̂1

(1) + n̂1
(2) + n̂1

(3) + n̂1
(4)

N1 +N2 +N3 +N4
=

2.97 + 5.31 + 13.10 + 3.32

37 + 48 + 107 + 34
= 0.109

π2 =
n̂2

(1) + n̂2
(2) + n̂2

(3) + n̂2
(4)

N1 +N2 +N3 +N4
=

31.44 + 40.31 + 89.18 + 28.38

37 + 48 + 107 + 34
= 0.838

π3 =
n̂3

(1) + n̂3
(2) + n̂3

(3) + n̂3
(4)

N1 +N2 +N3 +N4
=

2.59 + 2.38 + 4.71 + 2.29

37 + 48 + 107 + 34
= 0.053

Por lo tanto, el vector de parámetros π = (0.109, 0.838, 0.053) re-
presenta el conocimiento del conjunto de los expertos respecto a la
especie de malaria dada en la zona costera rural de Buenaventura.

4. N-global: el tamaño de muestra que representa el conocimiento del
conjunto de los expertos se calcula empleando la ecuación (10):

N − global =
N1w1 +N2w2 +N3w3 +N4w4

w1 + w2 + w3 + w4
= 72

5. Simulación y estimación: empleando el vector de parámetro esti-
mado en el paso tres, se realiza una simulación estad́ıstica en R por
medio de la función rmultinom y se estima el vector de parámetros
α = (α1, α2, α3) de la distribución Dirichlet, basado en la propuesta de
Flórez y Correa en 2015.

simt=t(rmultinom(10000,72,prob=c(0.109,0.838,0.053)))/72
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De esta forma se asegura que sim ∼ Dirichlet(α1, α2, α3) por lo que la
media y varianza pueden ser calculados de simt:

medias<-colMeans(simt)

varianza<-sapply(1:3,function(x)var(simt[,x]))

Para garantizar que se cumpla la restricción
∑k
i=1 Ȳi = 1 se normaliza

el vector de medias estimado de la siguiente forma:

medias<-colMeans(simt)/sum(colMeans(simt))

Reemplazando los valores de la media normalizados y la varianza en la
ecuación 17 aśı:

alfa<-(((medias-medias^2)/varianza)-1)*medias

medias.alfa<-alfa/sum(alfa)

var.alfa<-(alfa*sum(alfa)-alfa)/((sum(alfa)+1)*sum(alfa)^2)

Llegando de esta forma al vector de parámetros α = (α1, α2, α3) de la
distribución Dirichlet (tabla 3).

Tabla 5: Vector de parámetros α distribución Dirichlet. Fuente: elaboración propia.
Alfa Media Varianza

α1 7.789 0.109 0.0013
α2 59.724 0.838 0.0018
α3 3.806 0.053 0.0006

Finalmente, para encontrar la distribución de la especie de malaria de
la zona costera rural de Buenaventura, se hace uso de la propiedad
marginal de la distribución Dirichlet, donde πi ∼ Beta(αi, n− αi) con

n =
∑k
i=1 αi, de esta forma se tiene:

Tabla 6: distribución de probabilidad marginal por especie de malaria. Fuente:
elaboración propia.

Especie de Malaria Marginal
P.Vivax Beta(7.789, 63.52)
P.Falciparun Beta(59.724, 11.59)
P.Mixta Beta(3.806, 67.51 )

Aśı la distribución de probabilidad marginal para cada especie de ma-
laria dada en la zona costera rural de Buenaventura se muestra en la
figura 2, donde se puede observar que para la especie de malaria mixta la
mayor densidad se concentra alrededor de 0.05, para la especie vivax la
densidad se concentra en 0.10, adicional a esto se ve que las densidades
de estas dos especies de malaria se traslapan. Finalmente, se encuentra
que la mayor concentración de densidad en malaria se da en la especie
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falciparum con 0.85, es decir que alrededor del 85 % de los casos son de
esta especie, esto es debido a las condiciones geográficas y la actividad
económica de la región, pues esta especie de malaria se desarrolla en
zona costera donde las actividades económicas más frecuentes son la
pesca, el corte de madera y actividades de agricultura.
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Figura 2: Densidad por especie de malaria. Fuente: elaboración propia.

5. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue desarrollar una metodoloǵıa bayesiana que
permitiera elicitar el vector de parámetros de la distribución multinomial a partir
de varios expertos, lo cual es una ventaja sobre otros métodos de elicitación (donde
solo se cuenta con la opinión y conocimiento de un experto), ya que el consenso
de un grupo de individuos puede ser superior bajo determinadas condiciones a la
suma de los resultados individuales de los miembros que la componen (Landeta
1999). La implementación del proceso de elicitación para trabajar con múltiples
expertos fue basada en la metodoloǵıa Delphi, donde inicialmente se construye
una distribución a priori para cada experto por separado y luego se integran
con el fin de obtener una única distribución que represente el conocimiento de
todos los expertos. Es importante resaltar el análisis descriptivo llevado a cabo
por medio de clúster en la metodoloǵıa propuesta, ya que es una herramienta
útil que permite al grupo coordinador observar similitudes entre las opiniones a
prioris de los expertos y el comportamiento que estas van tomando al realizar
el feedback por cada ronda de elicitación. La cuantificación del conocimiento del
experto en términos del tamaño muestral (N-equivalente) se realiza de una forma
menos subjetiva hacia el facilitador a la de la propuesta utilizada por Bromaghin
(1993) y por Flórez & Correa (2015), ya que no es el facilitador quien califica
directamente al experto; en lugar de esto, la estimación se realiza teniendo en
cuenta el conocimiento de cada experto por medio de un intervalo de confianza,
de esta forma se espera por parte del grupo coordinador que el experto que ellos
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consideran con un conocimiento más alto no tenga intervalos de confianza no sean
tan amplios en las categoŕıas de la variable de interés.
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