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Resumen

En este articulo se presentan los elementos que
constituyen el marco tedrico que permite dar
respuesta a la pregunta de investigacion: ;Qué
conocimiento matemadtico basico, necesitan los
estudiantes de formacién matematica, para una
ensefanza idonea del objeto Grupo?. El término
idoneidad didactica se define en el marco tedrico
del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la
Instruccidon Matemética, EOS, y hace referencia a la
identificacion de potenciales mejoras del proceso
de estudio que incrementan esta idoneidad di-
dactica. La Faceta Epistémica hace referencia a los
conocimientos matematicos del profesor sobre el
contenido matematico, como objeto institucional
cuya ensefianza se planifica, implementa o evalua.
La dimension epistémica corresponde a uno de
los componentes en el modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico, CDM, definido en el EOS,
que es un Marco Teérico de investigacion en Di-
dactica de la Matemética.
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Abstract

This article describes the elements that constitute
the theoretical framework to answer the research
question: what basic and mathematic knowledge
need the students of mathematical training of a
group object suitable teaching? The term didactic
suitability is defined in the theoretical framework
of the Ontosemiotic approach of the Knowledge
and Mathematical Instruction - EOS; and it is re-
ferred to the identification of potential improve-
ments of the process of study which increase this
didactic suitability. The Epistemic phase is referred
to the mathematical knowledge of the teacher
about the mathematical content, like an institu-
tional order whose teaching is planned, imple-
mented and evaluated. The epistemic dimension
belongs to one of the components in the model of
didactic -mathematical knowledge - CDM, defined
in the EOS which is a theoretical framework of re-
search in the Didactics of Mathematics.
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1. Introduccion

Un problema en Didactica de la Matematica, en
el campo de Formacién de Profesores, es la iden-
tificacion de los componentes del Conocimien-
to del Profesor, requeridos para una ensefianza
efectiva de tépicos especificos de la matematica.
Se han realizado investigaciones en torno a la de-
terminacion de los conocimientos que el profesor
necesita para que su practica sea efectiva y se fa-
cilite el aprendizaje de los estudiantes (Shulman,
1986; Ball, 2000; Hill, Ball, & Schilling, 2008; Godi-
no, 2009). Sin embargo, pocos estudios se dirigen
a caracterizar el Conocimiento Didactico-Matema-
tico - CDM de los profesores universitarios, respec-
to al objeto matematico Grupo. Por esta razén, se
encuentra en la fase de desarrollo, la tesis doctoral
titulada: El conocimiento diddctico-matematico del
profesor universitario: Objeto Grupo; en la cual se
pretende evaluar este conocimiento sobre el ob-
jeto Grupo, de los estudiantes de formacién mate-
matica (Licenciados en Matemdticas y Matemati-
cos) los cuales pueden ingresar a las universidades
como profesores; ademas se tiene presente que
el objeto Grupo se consideran para la ensefianza
universitaria. Asi, en el desarrollo de la tesis docto-
ral, se ha consolidado un marco teérico, objeto de
reflexién en este articulo.

El modelo del CDM, desarrollado en el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematica, EOS (Godino, 2009) posibilita la in-
dagacién de los conocimientos del profesor uni-
versitario, desde una corriente de investigacién
didactica y a través de un marco conceptual que
permite comprender cdbmo es que los estudiantes
de formacién matematica y los profesores constru-
yen los significados de los objetos matematicos.

En las siguientes secciones se presentan los ele-
mentos tedricos que constituyen el marco tedrico
del estudio sobre la Caracterizacién del CDM de los
estudiantes de formacion matemdtica correspon-
diente al objeto matemdtico Grupo. Este marco teé-
rico permite abordar la pregunta de investigacién
y entre los elementos que lo integran se encuen-
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tran en primer lugar, el Pensamiento Matematico
Avanzado como linea de investigacion que pro-
fundiza en los procesos que se activan al momen-
to de desarrollar las practicas matematicas que
involucran al objeto de investigacién. En segundo
lugar, se describen algunas de las nociones del EOS
(marco tedrico desarrollado por Godino, Contre-
ras, & Font, 2006; D'’Amore, Font, & Godino, 2007;
Godino, Batanero, & Font, 2007; Font & Contreras,
2008; Ramos & Font, 2008; Font, Planas, & Godino,
2010, Pino-Fan, 2013) que permiten realizar anali-
sis pormenorizados de las practicas desarrolladas
por los estudiantes de formacién matematica; se-
guidamente, se analiza la Fenomenologia de Freu-
denthal (1983) como una herramienta que permi-
te describir los fendmenos que organiza el objeto
de investigacion; se pasa a analizar la complejidad
de los objetos matematicos: complejidad que se
debe tener presente en la indagacion diddctica
del significado de cualquier objeto matematico y
finalmente, se presenta la conceptualizacién teo-
rica de los elementos que constituyen el CDM de
los estudiantes de formacién matematica: motivo
de analisis en la investigacion de tesis doctoral en
desarrollo.

2. Nociones Tedricas

El objeto de investigacion corresponde al objeto
matematico Grupo, que se estudia en la asignatu-
ra de Teoria de Grupos, y es de especial importan-
cia para los estudiantes de formacién Matemitica,
licenciados y matematicos, y se define como sigue:

Sea G un conjunto no vacio y * una operacioén bina-
ria definida en G. Se dice que G es un grupo respecto
de * o también que * da a G una estructura de grupo,
si * cumple las siguientes propiedades:

G1. *es asociativa.

G2. En G existe un elemento identidad e respecto de *

G3. Cada elemento de G es invertible.
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Al grupo se le denota por (G, *) y si no se presen-
ta ambigliedad sobre la operacién definida * se
denota simplemente por G. Entre los grupos mas
usuales se tienen: Z, Q, Ry C con la operacién bi-
naria de la adicién.

A continuacion se describen las herramientas ted-
ricas que permiten la caracterizacion del CDM de
los estudiantes de Formacién Matematica corres-
pondiente al objeto matematico Grupo: tema de
investigacién para el cual se ha consolidado este
marco tedrico, objeto de reflexion.

2.1 Pensamiento Matematico Avanzado

La Teoria de Grupos es una de las materias funda-
mentales en el plan de estudios de los estudiantes
de formaciéon matematica; su aprendizaje invo-
lucra procesos cognitivos que tienen una com-
ponente psicolégica, como: abstraer, demostrar,
formalizar, generalizar, analizar, categorizar, conje-
turar, representar, conceptualizar, inducir y visua-
lizar, definir, y sintetizar, propios del Pensamiento
Matematico Avanzado.

Segun Azcarate y Camacho (2003) el proyecto de
investigacion en Pensamiento Matematico Avan-
zado, PMA, nace en Espana, en el Departamento
de Didactica de las Mateméaticas de la Universidad
Auténoma de Barcelona (Azcarate, 1996), y se am-
plia a otras universidades; se trata de una linea de
investigacién que tiene entre sus objetivos pro-
fundizar en el estudio de los procesos cognitivos
implicados en el aprendizaje de las Matematicas
y que adquiere una progresiva importancia en los
Cursos superiores.

En este sentido, algunos de los procesos del PMA
se analizan como parte de los objetos matemati-
cos primarios que conforman las configuraciones
epistémicas que son las que se activan en los es-
tudiantes al momento de desarrollar las practicas
matematicas que involucran al objeto de investi-
gacién y que son motivo del andlisis, para la explo-
racion y caracterizacion del Conocimiento Didac-
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tico- Matematico de los estudiantes de formacién
matemadtica sobre el objeto matematico Grupo.

En la linea de PMA se considera que cuando el
estudiante se enfrenta a una tarea, practica mate-
matica, en relacién con un concepto matematico,
la definicién se activa para la resolucion de la ta-
rea, pero esto no es lo que ocurre: el estudiante
no utiliza la definicién y responde segun la imagen
que tenga del concepto (Aldana, 2011). Por tanto,
el caracter adecuado o no, de las imagenes, pro-
piedades y procesos que integran la imagen del
concepto podria llevar a la aparicion de errores
e inconsistencias. En este aspecto, en el EOS, se
consideran que lo que se activa en el estudiante,
son configuraciones epistémicas, formadas por
objetos matematicos primarios, entre los que se
incluyen también las definiciones, proposiciones,
las propiedades entre otros, ademds de las defini-
ciones. Estas configuraciones epistémicas se des-
criben en la siguiente seccion, al igual que los ob-
jetos matematicos primarios que las conforman.

2.2 Enfoque OntoSemiético del Conocimiento
y la Instruccion Matematica

2.2.1 Origen

La problematica que motivé el surgimiento del
Enfoque OntoSemidtico del Conocimiento y la Ins-
truccion Matemdtica, EOS, se relacionaba con la
fundamentacién tedrica para la investigacion en
Didactica de las Matemadticas. Para dar respues-
ta a esta problematica, surge el EOS (Godino &
Batanero, 1994; 1988; Godino, 2002; Contreras,
Font, Luque, & Ordéiez, 2005; Godino, Batanero,
& Roa, 2005; Godino, Contreras, & Font, 2006; Go-
dino, Batanero, & Font, 2007). Entre las teorias que
inicialmente fueron la base para este enfoque se
encuentra: la Didactica Fundamental de las Ma-
tematicas, DFM (Gascén, 1998), caracterizada por
problematizar la propia Matematica, que es con-
siderada como punto de entrada para la indaga-
cion didactico-matematica (de aqui se derivan las
dimensiones cognitiva e instruccional, del andlisis
didactico para este enfoque). La epistemologia
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matemadtica es objeto de reflexiéon y analisis para
la DFM, con los supuestos epistemoldgicos de las
matematicas de la Teoria de las Situaciones Didac-
ticas, TSD (Brousseau, 1986; 1978), como punto de
partida de la DFM.

De la TSD, toman el postulado que establece que
para cada objeto matemadtico existe una situacion
matemdtica o una coleccién de situaciones, cuya
resolucién ha dado origen y sentido al objeto, y
que, por tanto, el aprendizaje del objeto debe par-
tir de tales situaciones, o de adaptaciones apro-
piadas a las mismas. La TSD asume de manera
explicita que los objetos matemdticos, cuya natura-
leza no se explicita, son emergentes de las prdcticas
matemdticas, siendo este uno de los postulados
esenciales de las aproximaciones antropoldgicas
(Wittgenstein) y pragmatistas (Pierce, 1978) en la
filosofia de las matematicas.

La teoria Antropoldgica de la Didactica, TAD, que
tiene sus inicios en 1990, como una evolucién y
extension a la nocién de Transposicion Didactica;
adopta de manera explicita una epistemologia
matematica sobre bases antropoldgicas. Entre las
nociones de la TAD, que toma el EOS, se tienen:
practica matemadtica, praxema, objeto matema-
tico, relacion institucional y personal del objeto;
posteriormente se introducen las nociones de
técnica, tecnologia y teoria, que con la nocién de
tarea configuran la nocién central de praxeologia.
Bajo este enfoque EOS se elabord una epistemolo-
gia matematica explicita y mas detallada sobre la
cual fundamentar los estudios de los fenémenos
didacticos y matematicos (Godino, 2012, p. 51).

Otra propuesta tedrica que se integra en el EOS,
corresponde a la Dialéctica Instrumento - Objeto y
el Juego de Marcos, DIO (JM de Douady, 1986), que
también incluye una posicion epistemoldgica so-
bre las matematicas de naturaleza antropoldgica.
Para Douady los conceptos matematicos tienen
una doble dimensién: posibilitan la accién (ins-
trumento) y son conceptualizados como entida-
des reutilizables en otros procesos similares, no se
vinculan necesariamente a una situacion determi-
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nada, y pueden formar parte de un discurso mas
general: objeto (Godino, 2012).

Otra teoria que integra el EOS por sus herramien-
tas de naturaleza epistémica, es La Teoria de los
Campos Conceptuales, TCC (Vergnaud, 1990), que
constituye uno de los programas cognitivos en Di-
ddctica de la Matematica. La primera descripcion
de Vergnaud sobre un campo conceptual es la de
conjunto de situaciones. Pero junto a las situacio-
nes se consideran los conceptos y teoremas que se
ponen en juego en la solucién de tales situaciones
(Godino, 2012, p. 51).

El EOS surge asi del analisis e integracion de diver-
sas teorias, al considerar que no hay una respuesta
suficientemente clara, satisfactoria y compartida
entre ellas al problema epistemoldégico (en Mate-
maticas y en Didactica de la Matematica) sobre los
fundamentos tedricos de la investigaciéon en Di-
ddctica de la Matematica. Este problema PE (pro-
blema epistemoldgico) corresponde a preguntas
tales como: jqué es un objeto matematico? O de
manera equivalente, ;cudl es el significado de un
objeto matematico (numero, derivada, grupo) en
un contexto o marco institucional determinado?.

El PE se relaciona con el objeto matematico como
entidad cultural o institucional, y se complementa
dialécticamente con el problema cognitivo aso-
ciado, o sea, el objeto como entidad personal o
psicolégica. El PC (problema cognitivo) responde
ala pregunta ;jqué significa un objeto matematico,
para un sujeto en un momento y circunstancias da-
das? Para dar respuesta a estas preguntas de natu-
raleza ontosemidtica, Godino et al, (1994) parten
de la nocién de objeto propuesta por Chevallard
(1991) clarifica algunas otras nociones de la TAD,
las hacen operativas, determinan semejanzas,
diferencias y las relacionan con otras herramien-
tas conceptuales usadas ampliamente: nociones
como concepcién y significado (Godino, 2012, p.
52). En el EQS se proporciona una respuesta claraa
la pregunta ;jqué significa el objeto Grupo?.
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Para abordar los anélisis epistemolégicos y cogni-
tivos en Didactica de la Matemética en el EOS, se
conformaron las nociones de Sistema de Prdcticas,
Configuracion de Objetos y Procesos, (Godino et al.,
2007; Font, Godino, & Gallardo, 2013). Estas herra-
mientas tedricas permiten formular el problema
epistémico (conocimiento institucional, socio-cul-
tural) y cognitivo (conocimiento personal) de la
didactica de la matematica en los siguientes tér-
minos:

(Cudles son las practicas matematicas institucio-
nales y las configuraciones de objetos y procesos
activadas en dichas practicas, necesarias para re-
solver un tipo de tareas matematicas?: Significado
institucional de referencia.

{Qué practicas, objetos y procesos matematicos
pone en juego el estudiante para resolver un tipo
de tarea matematica?: Significado personal.

{Qué practicas personales, objetos y procesos im-
plicados en las mismas, realizadas por el estudian-
te son vdlidas desde la perspectiva institucional?:
Competencia, conocimiento, comprension del ob-
jeto por parte del estudiante.

Este enfoque tedrico pretende asi comparar, coor-
dinar e integrar las teorias: TSD, TCC, DIO-JM, TAD,
Teoria de los Registros de Representacién Semio-
tica, TRRS (Duval, 1996); teorias que permiten
abordar los problemas didactico-matematicos. El
EQOS, es asi un marco tedrico que incluye las herra-
mientas necesarias y suficientes y que responde al
Problema de la epistemologia de la diddctica de la
matemdtica - PEDM: Dadas las teorias T1,T2,T3,...,
Tn, focalizadas sobre una misma problematica de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas ;jes
posible elaborar una teoria T que incluya las he-
rramientas necesarias y suficientes para realizar
el trabajo de las Ti? (Godino et al., 2006; Godino,
2012, p. 52).

Las nociones de Prdctica matemdtica y objeto ma-
temdtico introducidas por Chevallard (1991; 1992),
se conectan en el EOS con las ideas centrales de
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la Teoria de las Situaciones Didacticas (Brousseau,
1986) y la Teoria de los Campos Conceptuales
(Vergnaud, 1990). Una prdctica matemadtica es una
accion o manifestacion, verbal o escrita, operati-
vas y discursivas - que pueden ser de un sujeto
personal, o pueden ser compartidas en una insti-
tucién (Godino, 2002). Y se considera como objeto
matemdtico a una entidad emergente e intervi-
niente en las practicas matemadticas. Se entiende
por objeto alguno de los elementos: lenguaje,
acciéon, argumentacién, concepto, propiedades y
situacién-problema. Cada uno de estos elementos
(excepto las situaciones- problemas) se entiende
como emergente de una practica cuya finalidad es
la resolucién de una situacién - problema (Godino
etal., 1994; 1998).

El EOS, en consonancia con el Interaccionismo
Simbdlico, considera como objeto o entidad ma-
tematica a todo lo que puede ser indicado, lo que
puede sefalarse o a lo cual se hace referencia,
cuando se hace, se comunica o se aprende mate-
matica. En la descripcién de la actividad matema-
tica se hace referencia a muchos y diversos obje-
tos, los cuales se pueden agrupar segun distintos
criterios, formando categorias o tipos diversos
(Godino, 2002, p. 55). Por su parte, Godino, Font,
Wilhelmi y Lurduy (2011) sefalan que los objetos
matemadticos primarios se pueden analizar desde
una perspectiva proceso-producto y para esto
consideran los procesos duales: Institucionaliza-
cién-Personalizacién; Generalizacion-Particulari-
zacioén; Descomposicion/analisis- Composicién/
reificacion; Materializacion-ldealizacién; Repre-
sentacién- Significacién.

La nocién de Sistema de prdcticas personales per-
mite describir los conocimientos de un sujeto in-
dividual sobre un objeto de manera global con-
cretada con la trama de funciones semiédticas,
relaciones, que el sujeto puede establecer en las
que el objeto se pone en juego como expresién o
contenido (significante, significado). Las nociones
de Significado institucional y personal de un objeto
matemadtico, se desarrollan y precisan en términos
de los sistemas de practicas en las que un objeto
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matematico es determinante para su realizacion y
se relacionan con las nociones de conocimiento
y comprension (Godino & Batanero, 1994, p. 334;
1998).

En el enfoque ontosemidtico, una de las formas
de entender el significado de un objeto desde la
perspectiva pragmatista, es en términos de los
sistemas de practicas en los que dicho objeto in-
terviene: significado sistémico. Los sistemas de
practicas estan ligados a tipos de situaciones-pro-
blemas, de donde se distinguen los diferentes sig-
nificados cuando se abordan distintos problemas
(Pino-Fan et al., 2013, p. 42). Algunos Sistemas de
practicas se consideran como primarios, por su ca-
racter extensivo (particular), esto hace referencia a
que resuelven ciertos tipos de situaciones-proble-
mas con métodos y procedimientos particulares.
Los sistemas de practicas primarios se agrupan en
sistemas mas genéricos en los cuales se pueden
abordar situaciones-problemas mas generales.
Este proceso continla por niveles, hasta llegar a la
formalizacién del objeto matematico. La conside-
racion conjunta de los elementos y sus relaciones,
conforman el Significado epistémico global del ob-
jeto matematico.

Entonces, reconstruir el significado global del ob-
jeto matematico de investigacién, significa iden-
tificar los sistemas de practicas en los cuales se
utiliza y los cuales llevan asociados cada uno, una
configuracién epistémica que viene a constituir
un significado parcial del objeto matematico (Go-
dino, 2009, p. 22). El sentido del objeto, se interpre-
ta en este enfoque, como un significado parcial y
se refiere a los subsistemas de practicas relativos
a contextos de uso determinado. El uso del térmi-
no sentido en la Teoria de Situaciones Did4cticas,
queda restringido a la correspondencia entre un
objeto matematico y la clase de situaciones de la
cual emerge y le da su sentido (se describe como
significado situacional). En el EQS, esta correspon-
dencia es crucial ya que es la razén de ser del obje-
to, su justificacién u origen fenomenoldgico, pero
ademas tiene en cuenta las correspondencias o
funciones semidticas entre el objeto y los otros
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componentes operativos y discursivos del sistema
de précticas del que se considera que proviene el
objeto, entendido en términos cognitivos o en tér-
minos epistémicos (Godino et al., 2006).

El término de Configuracién epistémica, se compo-
ne de los objetos que intervienen y emergen de
los sistemas de practicas matematicas en los dife-
rentes contextos de su uso. Un objeto matematico
puede tener varias configuraciones epistémicas,
las cuales llevan asociadas un significado parcial
diferente de dicho objeto matematico (Godino
et al,, 2006). Las configuraciones epistémicas son
las que permiten reconstruir el significado global
de referencia definido a partir de las nociones de
significado global-holistico u holosignificado, que
comprende los diferentes significados parciales
del objeto matematico.

Asi, el significado de referencia se conforma por los
sistemas de practicas que se usan como referencia
para elaborar los significados que se pretenden in-
cluir en un proceso de estudio. En una instituciéon
educativa, el significado de referencia es una parte
del significado holistico del objeto matematico.
La identificacién de los significados parciales, se
hace mediante la descripcién sistematica (anali-
sis semiodtico) de los objetos primarios que inter-
vienen en los sistemas de practicas de los cuales
emerge el objeto matematico. En el andlisis de las
configuraciones epistémicas, cada objeto intervi-
niente en una practica matemadtica, puede verse
desde distintas facetas duales. Para determinar
los diferentes niveles de generalizacién entre las
configuraciones, se trabajan los aspectos intensi-
vos-extensivos: general- particular.

Finalmente, el término Configuracién Cognitiva
hace referencia al sistema de objetos matematicos
primarios que estan involucrados en las practicas
matemadticas personales llevadas a cabo para re-
solver un problema especifico (Godino et al., 2007)
y la Configuracién Diddctica, se relaciona con la
secuencia interactiva en un proceso instruccional,
que tiene lugar a propdsito de una situacién-pro-
blema. Una Configuracién Didactica se compone
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de una configuracién epistémica, esto es la situa-
cién-problema, lenguajes, conceptos, proposicio-
nes, procedimientos y argumentos, que pueden
estar a cargo del profesor, de los estudiantes o
bien distribuirse entre ambos en interaccién (Font
etal, 2010, p. 3).

2.2.2 Analisis semiotico

El analisis semidtico de un texto matematico y en
general de la actividad matematica, contempla los
siguientes elementos: 1) las notaciones y sus re-
presentaciones (Lenguaje); 2) las situaciones-pro-
blemas; 3) las definiciones; 4) los procedimientos
y las técnicas; 5) las proposiciones, propiedades
y teoremas y 6) los argumentos. Estos elementos
u objetos primarios, se articulan formando con-
figuraciones epistémicas; estas configuraciones
se constituyen en las herramientas que permiten
describir la complejidad de los objetos matemati-
cos y las practicas de donde emergen estos obje-
tos (Godino, 2002, p. 14).

El lenguaje, segun Godino (2002) se encuentra
constituido por los términos, las expresiones, las
notaciones, las graficas. En un texto vienen da-
dos en forma escrita o grafica, pero en el trabajo
matematico pueden usarse otros registros (oral,
gestual). Mediante el lenguaje (ordinario y mate-
matico) se describen otros objetos linglisticos. Las
situaciones, corresponden a los problemas mas o
menos abiertos, aplicaciones extra matematicas o
intra matematicas, ejercicios; son las tareas que in-
ducen la actividad matematica. Los procedimien-
tos, operaciones, algoritmos, técnicas de calculo,
son las acciones del sujeto ante las tareas matema-
ticas. Los conceptos, son dados por las definicio-
nes o descripciones, por ejemplo: nimero, punto,
recta, funcién. Las proposiciones, son las propie-
dades o los atributos de los objetos mencionados,
y suelen darse como enunciados y las argumenta-
ciones, pueden ser deductivas o de otro tipo y se
usan para validar y explicar las proposiciones.

Estos seis tipos de objetos se califican en el EOS
como matemadticos porque se ponen en juego en
la actividad matematica y son los constituyentes
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primarios de otros objetos mas complejos u orga-
nizaciones matematicas, como los sistemas con-
ceptuales, las teorias. Las entidades linguisticas,
tienen un papel representacional -se ponen en
lugar de las restantes- e instrumental, o sea que se
ven como instrumentos de la actividad matemati-
ca. Las situaciones - problemas, son las promotoras
y contextualizadoras de la actividad matematica y
junto con las acciones (procedimientos) constitu-
yen el componente practico de las matematicas, la
accion dirigida a un fin (Godino, 2002, p. 5).

Se define el andlisis semidtico de un texto matema-
tico como la descomposicién en unidades llama-
das semiéticas, junto con la identificacion de las
entidades puestas en juego y las funciones semié-
ticas (relaciones) que se establecen entre los mis-
mos por parte de los diferentes sujetos. El criterio
para definir las unidades de analisis es el cambio
del elemento de significado, esto es, cuando se
cambia de problema a estudiar dentro del campo
de problemas considerados; se pasa del enuncia-
do del problema al desarrollo de una técnica, al
empleo de una notacién, al uso o identificacién de
una propiedad; o a la descripcién, sistematizacion
y validacién de las soluciones. Es decir, en la deli-
mitacion de las unidades de andlisis, se tienen en
cuenta los momentos en los cuales se ponen en
juego alguno de los seis elementos introducidos
en este enfoque tedrico (Godino, 2002, p. 14).

El analisis semidtico segun Godino (2002) es la in-
dagacién sistematica de los significados puestos
en juego a partir de la transcripcién de un proceso
instruccional o de un texto matematico, de cada
una de las partes en que se puede descomponer
dicho texto para un interpretante potencial. Cuan-
do el texto corresponde al protocolo de respues-
tas de los sujetos en interacciones efectivas, el
analisis permite caracterizar los significados per-
sonales atribuidos de hecho por los emisores de
las expresiones.

2.2.3 Complejidad de los objetos matematicos

Lo que en los planteamientos filosoéficos de tipo
platonista o empirista se consideraba un objeto
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matematico con existencia independiente de las
personas, en el EOS, se explica como un objeto
virtual o ficticio que emerge de las diferentes ma-
neras de ver, hablar, operar; esto es, el objeto es el
contenido al que se refiere o indica globalmente,
explicitamente o implicitamente el par (practicas
matemadticas, configuraciéon epistémica que las
activa). Este objeto virtual primero se considera
como la referencia global de una configuraciéon
epistémica y después como el conjunto de varias
configuraciones epistémicas (Godino, 2002) evi-
denciando asi, la complejidad de los objetos ma-
tematicos.

En el EOS se considera que los objetos matemati-
cos primarios que intervienen en las practicas ma-
tematicas, segun el juego del lenguaje en el que
participan (Wittgenstein, 1953), pueden ser consi-
derados desde diferentes maneras de estar parti-
cipando; estas formas se agrupan en las siguientes
facetas o dimensiones duales: unitaria-sistémica;
expresion-contenido; ostensivo-no ostensivo; per-
sonal- institucional; extensivo - intensivo.

2.2.4 Fenomenologia

El analisis didactico segun Rico (1997), tiene el
objetivo de facilitar la practica del profesor de ma-
tematicas, de una manera sistemética y profunda,
tomando en consideracién el maximo de dimen-
siones que influyen en su actuacién, mediante
cuatro tipos de andlisis parciales: analisis de con-
tenido, cognitivo, de instruccién y de actuacion
(Gémez, 2007). De acuerdo a Rico (1997) para el
desarrollo del andlisis didactico, se establecen
unos organizadores del curriculo entre los cuales
se encuentra, en primer lugar, el estudio de los
errores y dificultades detectados en el aprendiza-
je de las matematicas, que se presentan para cada
topico, asi como los problemas y obstaculos de
aprendizaje que se detectan o se plantean sobre
cada concepto. En seqgundo lugar se encuentran
las representaciones de cada sistema conceptual,
junto con algunas modelizaciones usuales de los
conceptos. En tercer lugar, se encuentra la fenome-
nologia de los conocimientos implicados y las apli-
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caciones practicas de cada bloque de contenidos;
en cuarto lugar, se encuentra la diversidad de los
materiales de tipo manipulativo; los recursos que
pueden emplearse en la ensefianza de cada topico
y el estudio de la evolucién histérica de cada cam-
po e incluso de cada concepto.

El término fenomenologia se compone del nou-
meno, que se refiere a lo que es pensado median-
te la razén o lo inteligible y phainomeno, también
de origen griego que significa lo que parece. Los
fenémenos se consideran entonces que son las
apariencias o lo que se nos parecen de las cosas.
En la tradicidn filosoéfica realista, el mundo de los
noumenos era el que se calificaba de real. La con-
traposicion entre fenémeno y noimeno es una
contraposicién entre mundos, el de los fenéme-
nos que es el de la apariencia, de la experiencia y
el noimeno que es lo sensible, lo inteligible.

Identificar los conceptos matematicos con nou-
meno, los situaria fuera del campo de nuestra ex-
periencia hecho que va en contradiccién con las
ideas de Freudenthal (1983) al presentar al concep-
to matematico como un medio de organizacién
de fendmenos, que posteriormente pasan a for-
mar parte de otro campo de fenémenos que son
organizados por un nuevo concepto matematico.
Asi, los conceptos no caen fuera de la experiencia
ni estan en un mundo diferente del mundo de los
fenédmenos que organiza: los fenémenos son ob-
jetos de la experiencia matematica y se establecen
las cadenas (fendbmenos, medio organizacién 1),
(medios de organizacién 1, medios de organiza-
cién 2) y esta cadena continua (Puig, 2001, p. 2).
Hacer Fenomenologia, es describir cada una de
estas series o pares, es decir, determinar los fené-
menos para los cuales el concepto es un medio
de organizacién, teniendo en cuenta que la activi-
dad matematica no permanece en el nivel inferior
(fendbmeno, medio de organizacién) sino que el
proceso de creacion de los objetos matematicos
es un proceso por medio del cual los medios de
organizacién se convierten en objetos que apa-
recen en el campo de los fendmenos; los objetos
matematicos se incorporan a nuestra experiencia,
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y entran como fenédmenos en una nueva relacién
fendbmenos/medios de organizacién en la que se
crean nuevos conceptos matematicos, y este pro-
ceso continua reiterativamente (Puig, 2001, p. 5).

Se define la Fenomenologia (Freudenthal, 1983),
como el método de andlisis de los contenidos
matematicos y el andlisis fenomenolégico del
concepto u objeto matematico corresponde a la
descripcion del objeto matematico. El analisis fe-
nomenolégico se hace con una intencién didac-
tica, como un andlisis previo a todo disefio o de-
sarrollo curricular y se entiende en este contexto
como un componente del analisis didactico (Rico,
1997, p. 61) cuyo objetivo es servir de base para
organizar la ensefanza de las matematicas; y no
pretende elaborar una explicacién de la naturale-
za de las matemadticas (Freudenthal, 1983).

A continuacién se analizan algunos modelos del
Conocimiento del profesor y de especial impor-
tancia el modelo del CDM desarrollado en el EOS;
modelo que se establece en la investigacién a la
cual corresponde la descripcién de este marco
tedrico.

3. Modelos del Conocimiento del Profesor

La Didactica estudia los procesos de ensefianza
y aprendizaje lo cual implica un contenido, estu-
diantes, profesor y medios tecnolégicos. Estos pro-
cesos se realizan en una institucion educativa que
condiciona y hace posible el proceso educativo. El
estudio corresponde a sistemas heterogéneos y
complejos que necesitan de modelos tedricos es-
pecificos para el analisis de cada uno de sus com-
ponentes. Los componentes del sistema interac-
tuan entre si, y se hace necesario identificar y tener
en cuenta las diversas facetas que intervienen en
estas interacciones. Se presenta en esta seccién
el modelo del CDM; modelo que define facetas o
componentes del Conocimiento del Profesor, para
una ensefanza idonea de las matematicas (Godi-
no, 2009, p.15).
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Algunos de los tedricos en el estudio del Conoci-
miento del Profesor para una ensefanza efectiva,
encontrados en la literatura son: Shulman (1987)
quien define siete categorias del Conocimiento del
Profesor: Conocimiento del contenido; Conocimien-
to pedagdgico general; Conocimiento del curricu-
lo; Conocimiento pedagdgico del contenido, CDC o
PCK; Conocimiento de los estudiantes y sus carac-
teristicas; Conocimiento de los contextos educati-
vos y Conocimiento de los fines, propdésitos y valo-
res de la educacion. También, se encuentra, Ball et
al, (2000; 2001; 2008) con el modelo denominado
Conocimiento Matemadtico para la Ensefianza, MKT,
y finalmente, Godino (2009, p. 20) quien propone
el modelo integrador CDM, del Conocimiento Di-
dactico-Matematico del profesor.

Ball y colaboradores (2000; 2005; 2008) por su
parte, caracterizan el Conocimiento Matemdtico
para la Ensefianza, MKT, basandose en las compo-
nentes del conocimiento profesional propuesto
por Shulman y distinguen dos categorias: Cono-
cimiento del contenido y Conocimiento didac-
tico del contenido. Cada una de estas categorias
presenta subdivisiones. EI Conocimiento del Con-
tenido, se conforma por las subcategorias: Cono-
cimiento Comun del Contenido, CCK, que corres-
ponde al conocimiento matematico y habilidades
que se emplean en situaciones que no son ex-
clusivas de la ensefianza (Ball, Thames, & Phelps,
2008), e incluye el conocimiento que el profesor
pone en juego para resolver problemas matema-
ticos, operar correctamente y aplicar definiciones
y propiedades; El Conocimiento Especializado del
Contenido, SCK, hace referencia al conocimiento
matematico y a la habilidad exclusiva para la ense-
Aanza (Ball et al., 2008, p. 400-401). El profesor para
desarrollar las tareas de ensefianza, requiere de un
conocimiento que le permita participar en tal ac-
tividad, incluyendo poder representar las ideas de
manera clara a los estudiantes, proporcionar expli-
caciones matemadticas precisas y adecuadas, exa-
minar o comprender métodos excepcionales de
resolucién de problemas, entre otras actividades
(Ball, Hill, & Bass, 2005); y EI Conocimiento en el
Horizonte Matematico, HCH, que se define como
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el conocimiento que tiene el docente de cémo
estan relacionados los tépicos matematicos inclui-
dos en el curriculo (Ball et al., 2008): se considera
como el conocimiento sobre las relaciones entre
los diferentes temas matematicos y la forma en
que el aprendizaje de los temas evoluciona en los
diferentes niveles escolares. Para Martinez, Giné,
Figueiras y Deulofeu (2011), puede entenderse
como aquellas relaciones que enlazan los conoci-
mientos previos y los futuros, que permiten estu-
diar propiedades de un concepto o procedimien-
tos en situaciones nuevas o mas complejas (Rojas,
Flores, & Ramos, 2013).

Ball et al, (2008) y Hill, Ball, y Schilling, (2008) des-
criben el Conocimiento Diddctico del Contenido,
como la composicion de tres subdominios del
conocimiento: El Conocimiento del Contenido y
los Estudiantes - KCS, que corresponde al cono-
cimiento del contenido que se entrelaza con el
conocimiento de como los estudiantes piensan,
saben o aprenden un contenido particular (Hill et
al., 2008), es el conocimiento que se utiliza en las
tareas de ensefianza y que implica atender a un
contenido especifico y aspectos particulares de
los alumnos; incluye el conocimiento de los erro-
res comunes y las dificultades mas habituales de
los estudiantes; EI Conocimiento del Contenido
y la Ensefianza - KCT, se relaciona con el conoci-
miento que combina el conocimiento sobre la en-
seflanza con el matematico (Ball et al., 2008) e in-
cluye saber construir a partir del razonamiento de
los estudiantes y de las estrategias utilizadas por
ellos, procesos pertinentes para tratar y corregir
sus errores y concepciones erréneas y El Conoci-
miento del Curriculo - KCC, que se define como el
conocimiento de los objetivos, contenidos, fines,
orientaciones curriculares, materiales y recursos
disponibles para la ensefianza y que permiten al
profesor guiar su practica y seleccionar las tareas
adecuadas para el aprendizaje de los estudiantes.

En el EOS se define el modelo del Conocimiento
Diddctico-Matemdtico del Profesor, CDM; este mo-
delo de conocimiento del profesor concierne a la
fusién de las nociones MKT, Mathematical Knowle-
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dge for Teaching, de Ball y Colaboradores y del
modelo PCK, Pedagogical Content Knowledge o
CDC, Conocimiento Didactico del Contenido, de
Shullman y Colaboradores (Godino, 2009). EI| CDM
del profesor se encuentra compuesto por la trama
de relaciones que se establecen entre los objetos
que se ponen en juego en las practicas operativas
y discursivas realizadas con el fin de resolver un
determinado campo de situaciones-problemas
matemadticos, para implementar procesos de ins-
truccion eficaces que faciliten el aprendizaje de los
estudiantes (Pino, 2013, p.19).

Este CDM del profesor distingue las siguientes seis
categorias o facetas del conocimiento: epistémica,
cognitiva, afectiva, interaccional y ecoldgica. Para
cada faceta se distinguen componentes y herra-
mientas que permiten andlisis pormenorizado del
CDM (Godino, 2009, p. 20). La Faceta Epistémica,
hace referencia a los significados institucionales
puestos en juego en cada una de las fases del pro-
ceso de estudio: preliminar, disefio, implementa-
cién y evaluacioén. Estos significados son interpre-
tados en términos de los sistemas de practicas y
configuraciones de objetos y procesos. La Faceta
Cognitiva se relaciona con los conocimientos per-
sonales de los estudiantes y la progresién de los
aprendizajes, desarrollo de los significados per-
sonales. La Faceta Afectiva tiene en cuenta los es-
tados afectivos: actitudes, emociones, creencias,
valores, del alumno con relacion a los objetos ma-
tematicos y al proceso de estudio seguido. La Fa-
ceta Mediacional corresponde a los recursos tec-
noldgicos y la asignacion del tiempo a las distintas
acciones y procesos. La Faceta Interaccional tiene
en cuenta los patrones de interaccién entre el pro-
fesor y los estudiantes y su secuenciacién, orien-
tada a la fijacion y negociacién de significados; y
finalmente, la Faceta Ecolégica que se refiere al
sistema de relaciones con el entorno social, poli-
tico, econémico, etc.,, que soporta y condiciona el
proceso de estudio (Godino, 2009, p. 22).

La Faceta epistémica del CDM hace referencia al
conocimiento que tiene o debe tener el profesor
sobre el contenido matematico como objeto insti-
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tucional cuya ensefianza se planifica, implementa
o evalua. El modelo CDM distingue tres categorias
globales de conocimiento sobre el contenido ma-
tematico; categorias que son similares a las del mo-
delo MKT pero que se han redefinido y reestructu-
rado (Pino-Fan et al., 2013). Estas categorias son:
1) Conocimiento comun del contenido; 2) Conoci-
miento ampliado del contenido y 3) Conocimiento
especializado. La categoria del Conocimiento espe-
cializado se subdivide en: Conocimiento del con-
tenido especializado; Conocimiento del contenido
en relacion con los estudiantes; Conocimiento del
contenido en relacién con la ensefianza y Conoci-
miento del contenido en relacién con el curriculo
y el contexto en el que se desarrolla la practica de
ensefianzay aprendizaje.

Los Niveles de andlisis en el EOS para cada una de
las facetas permiten el analisis pormenorizado de
los procesos de instruccién matematica y de igual
forma el anadlisis de las categorias del CDM, del
profesor y corresponden a: Nivel 1: Practicas ma-
tematicas y didacticas, (operativas, discursivas y
normativas.) Se considera como practica matema-
tica a toda actuacién o expresién (verbal, grafica)
realizada por alguien para resolver problemas ma-
temaéticos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y pro-
blemas (Godino et al., 1994). La aplicacion de este
nivel corresponde a la descripcién de la secuencia
de las practicas matematicas en la solucién de un
problema. ElI EOS, asume una concepcién prag-
matista - antropoldgica de las matematicas, tanto
desde el punto de vista institucional (sociocultu-
ral) como personal (psicolégico). La actividad de
resolucién de problemas se adopta en este enfo-
que como elemento central en la construccién del
conocimiento matematico. Estos sistemas permi-
ten describir las acciones realizadas para resolver
las tareas matematicas propuestas para contex-
tualizar los contenidos y promover el aprendizaje
(Godino, 2009, p. 20).

Nivel 2: Configuraciones de objetos y procesos ma-
tematicos emergentes e intervinientes en las prac-
ticas matematicas en los diversos contextos de su
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uso. Corresponde al segundo nivel de analisis. La
finalidad de este nivel es describir la complejidad
de las practicas matematicas tomando en consi-
deracion la diversidad de objetos y procesos y sus
tipologias (Font et al., 2010). Se asume una nocién
interaccionista de objeto y pragmatista del signifi-
cado, que articula de manera coherente la concep-
cion antropolégica (Wittgenstein) con posiciones
realistas (no platénicas) de las matematicas. Los
diversos medios de expresién (lenguajes) desem-
penan el doble papel de instrumentos de trabajo
matematicos y de representacion de los restantes
objetos matematicos; permite describir los obje-
tos y procesos matematicos que intervienen en la
realizacién de las prdcticas, asi como los que emer-
gen de ellas (situaciones, lenguajes, conceptos,
propiedades, procedimientos y argumentos). La
finalidad de este nivel es describir la complejidad
de los objetos y significados de las practicas ma-
tematicas y didacticas como factor explicativo de
posibles conflictos (Sepulveda, 2014) en su realiza-
cion. También permite la reconstruccion del signi-
ficado global de referencia de un objeto matema-
tico mediante la identificacién de los significados
parciales de la nocién (Font et al., 2010).

Nivel 3: Normas y metanormas. En este nivel se
identifican las reglas, habitos, normas que con-
dicionan y hacen posible el proceso de estudio y
que afectan a cada faceta y sus interacciones (Go-
dino, 2009); 4) Idoneidad: en este nivel, se identi-
fican las potenciales mejoras para el proceso de
instrucciéon que puedan incrementar la idoneidad
didactica (Godino, 2009, p. 22).

4, Conclusiones

En este articulo se presentaron elementos teori-
cos y metodoldgicos que posibilitan la realizacién
del estudio de tesis en el Doctorado en Educacién
de la Universidad Pedagdgica y Tecnoldgica de
Colombia, en convenio con RUDECOLOMBIA, titu-
lado: Conocimiento Diddctico del Profesor Universi-
tario: Significado Global del Objeto matemdtico Gru-
po; estudio que se realiza con los estudiantes de
formacion matematica de esta universidad. En el
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trabajo de tesis doctoral en desarrollo, se encuen-
tra en primer lugar, el estudio epistemoldgico,
fenomenoldégico e histérico del objeto Grupo.
Este estudio se efectia a partir del anadlisis se-
midtico y de contenido de los libros de texto (5
libros seleccionados); de los planes de estudio
y de investigaciones en Didactica del Algebra
Abstracta. El analisis semiético y de contenido
es la técnica desarrollada en el EOS, que permite
describir el objeto matematico a través de con-
figuraciones epistémicas de objetos, donde se
tiene presente que lo que se puede hacer con el
objeto Grupo queda determinado por cada una
de las configuraciones en la que dicho objeto se
presenta.

En el EOS, los objetos matematicos emergen en
el tiempo desde varios sistemas de prdcticas ma-
temadticas diferentes, y por tal razén, el objeto se
puede considerar como singular y plural. Singu-
lar por razones de simplicidad y plural porque,
en cada subconjunto de practicas, la configura-
cion de objetos en la cual se presenta varia, po-
sibilitando practicas diferentes (Font, Godino, &
Gallardo, 2013). Segun Font et al., (2013) el obje-
to se puede ver como uno y muchos a la vez. Se
considera de manera unitaria, como emergen-
te de sistemas de practicas diferentes: en este
caso es el objeto asociado al sistema de pares
(practicas matematicas, configuraciones que las
activan.) Esta asociacién explica que el objeto se
puede definir de diferentes maneras equivalen-
tes y que se puede representar por diferentes
representaciones pero por otra parte, se puede
considerar que en cada configuracién el objeto
asociado es diferente.

A partir del andlisis semidtico y de contenido del
objeto de investigacion, del andlisis de los pla-
nes de estudio de los estudiantes de Formacién
Matematica y de las investigaciones en Tépicos
de Teoria de Grupos, se obtiene el Significado
Global de Referencia del objeto matematico Gru-
po. A partir de este estudio se estd disefiando el
cuestionario que permitira evaluar el CDM refe-
rente a la faceta epistémica del objeto de inves-
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tigacion; conocimiento real que poseen los es-
tudiantes de formaciéon matematica sobre dicho
objeto. Esta faceta epistémica del Conocimiento
del Profesor de matematicas, corresponde a lo
que en los modelos descritos denominan: los
conocimientos sobre el contenido.

Por tanto, en este articulo se presenta el EOS
como uno de los marcos tedricos que propor-
ciona las herramientas necesarias para el ana-
lisis del CDM del estudiante de formacién ma-
temadtica. Este estudio es de importancia para
los programas de formaciéon matematica ya que
pretende la caracterizacién del Conocimiento
del Profesor en formacién, y se espera también
la determinacion de criterios relevantes para los
planesy programas encaminados a la busqueda
de una mejora en la calidad de la Educacién Su-
perior para los programas de formacién inicial
de profesores.

En conclusién, el modelo del Conocimiento Di-
dactico-Matematico del profesor, surge como re-
sultado del analisis realizado, primero al modelo
propuesto por Shulman y colaboradores (1986;
1987) denominado Conocimiento Base para la
enserfianza, donde la categoria del Conocimiento
Diddctico (Pedagdgico) del contenido, toma espe-
cial interés por la comunidad de investigadores.
Posteriormente el grupo de Ball y Colaboradores
(2000; 2001; 2008) continuando con las ideas de
Shulman, define el modelo Conocimiento para
la ensefianza de las matemdticas; donde define
las categorias de Conocimiento comun del con-
tenido y Conocimiento Pedagégico del contenido:
retomando las ideas de Shulman y Colaborado-
res. Siguiendo con esta linea de trabajo Godino
(2009) retoma las categorias de Ball y Colabo-
radores, las operativiza de tal manera que con
algunas de las herramientas del enfoque onto-
semidtico, es posible llegar a realizar andlisis
pormenorizados que permiten evaluar parcial-
mente el Conocimiento Diddctico-Matemadtico de
los profesores, para este caso universitarios tanto
para el caso de formacion inicial como para el
caso de profesores en ejercicio. Se entiende que

Rev. Investig. Desarro. Innov. Vol. 6, No. 1 Julio - Diciembre 2015, 29-43. ISSN: 2027-8306

40



este CDM, es muy complejo al igual que el cono-
cimiento matematico.
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